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2. Alcune proprietà dell 'iT'lmersione a -+"'a di R in R
J

.

deve far vedere • <o.
che z e_ a -- - 7 Et:' 'l- - - ' •,-

*a 4 Jl={iEJ z( i )Z Ef > • - , c J• ed;€r=>v, -
I c

="'>: s i

. -ClCe

: a

è vuoto. Infatti, qualunque sia a, elemento di

- ~ t F , ciò vuol dire che 'C (Jx "F *~).

* "C b<==~> a c b;

= (i e J : z(i) E bI E. F

nell 'ipotesi che (x E a) =>(x E b) :

(i )

(ii) Va,b e R

<=== . E' ovvio; si deve far vedere che
<O ~

z €F a =>Z €F b: se x E a si ha che

X € a ;. x € b ne 11 I i potes i che:

* *x EF a e per l'ipotesi

. "'x €F b <=> X € b poiché x e bER .

<-->{i € J : x(i) = al

(iii) Va *€ R : {a} .*= t al ; <=> ii E J• : x(i)€ (a}}€~<=>

(si tenga presente per il l° passaggio,che "'(alti) = (a~ ViEJ) .
•

a )<=> J
2 l

\2' Infatti:*a U
l

€ F sicché

basta far vedere che *(al

= (i E J : x( i) € al U a
2

)

€ R:a1,a2 ,···,an

n "'· U
l

a. ;
l = l

Se

• n
('U

l
a.)-

l = l..
X €F (alU

( i v)

(4 )
, ciò implica che

"'X €F a
t

oppure

almeno uno di tali insiemi c1
2

,

.. .-
x €F a

2
, Cloe

appartiene ad ~ : Sl ha quindi

• •a2. Vlceversa se

,l
2 € F o J

3
€ F, cl,

_ l UJ
3

E F- "2 • •
I

.. n A * 11'( n * ,ì •(n a ) - a . ; basta far vedere che al a
2

) - al a
2

. Infatt.i:
i=a i i =l l

x €F *(a
l
il a2) <=>J ( i € J • x(i) € al lì a21€ F- •l

,l ' - J x(i)e
, lÌ ( i € J x( i ) E a

2
) J

2
r.\ l e • a l J

•- -
l • •

sicché

J
3

€ "l' c i ò i mp l i ca

,l E F
2

e ,1
3

€ F , s i ha qu i nd i e cloe

n
(4) Se i~l~eF (F i cF,i=1,2, ... ,)allora FiEF per almeno un indice i:infatti se nessu

F.EF, tut.ti gli F~(cornplementari di F.)eF e quindi rlF~€F e ciò implica UF.=~=l l 1 l \
contro l I i potes i .

F I •

.. ',
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Viceversa se

..
la], ... ,a } ­

n

; segue che

'"... x a
n

.. .. ..
(a1, .. ·,an) = ( al'"'' an)·

; z e F "'(a
1

xa
2

)<=>..1
1

=lie..1 : z(i)ea
1

xa
2
}erF)

(i e J : ~(x(i),y(i)) = z(i) e al x a
2

} eF. Sia

-r =:::>=li e ..1 : x(i) e

- ..1 -
x dR t.C. x(i) = x(i)

'" .X e F al; analogamente, Sla

- -
(x'Y)=F z.

.. ,
X e _ (a-b) <=:o»J

1'"b;'"a -

-..1
2

= l i e ..1 : x( i)

- - . .
(x,y)e r .aix a2 ed

,

,J c
1

..
R: (a-b)-

s i ha

(v) Va,b e

s i ha che

J
l

c J
2

= l i e ..1 : x( i) e a} e r e

'" ..x e" a - b . Viceversa se
•

1

2 e

.} c ..1 = l i e ..1 : x( i) t bì € F c l oe
1 3

..1
3

e F, J /' ,J
3

= l i : x(i) e a - b; € F

cioè xeF"'(a-b).

(vi) Se beR, b relazione binaria: 1dom b) - .. '"dom b, (ra n b) = '"ran b e VaeR:

.. '"(b(a)) = ly: (Jx)(x e a ,,(x,y) e b) '" '"= b( a) .. ly : (jx)(X€ '" ..a- (x,y) € b};

'"x e" (domb)<=> .J = li e..1 : x(i) e domb}e F , vuoldire che Vi € ,1
1

h(iì. 1

tale che (x (i ) ,y ( i )) € b <=> ex ,y) • ••Vlceversa e OVViO.

Analogo discorso per il rango.

z e/iY : (3x)(x € a-lx,y) € b} <-> ']1 = li e ..1 : zei) e ly : (3x)(x € a.(x,y)eb; .,;:

(3 x( i )
-

R
..1 -

<=> I . e ..1 • e a ~(x(i), z(i))ebl ,] Sia x di t.C. x( i ì x I ~ \. l • - .•
\ ' I1 .

Vie J
1

:
- \ - .. -

(x,z)€F e xer a poiché l _ {i e ..1 • x( i )ea b ,: l .,. 2 - •

(5) a-b c a e R =>a - beR
n n
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I l Vlceversa: se .J e F
2

e F , J 1ì.1 € F
l 2 •

4. L'ultrapotenza di rispetto ad F •

Un elemento a di "J si dice "interno" se esiste un numero naturale n > O

t.c. "R .
n

Sono quindi elementi interni di quelle applicazioni ( {') ìa,.l'ieJ

che assumono valore in qualche R •
n

Es. a(i)=ie R . Gl io
elementi a di

riguardati come elementi di

s i i nd ica co n si mbo ìo

menti interni, poi chè

..
si dice l 'ultrapotenza di R rispetto a

sono interni, si dicono "esterni". L'unione di

RJ
, . - le funzioni di costante valore eleO'Cloe a, sono

"' *R dicono llstandard" . elemento<=> a €r • Sl Un•n

quando 3 b R " gli altri ele€ t. c . a - b. Tutti

. -ClOe:

a e R
n

interni di

*R,

RJ è.quindi,standard
•

J
R. cioè quelli che

di

menti di

a

tutti gl i e l ementi

R f. ({).
n

ed è standard poichè

"R
00 ",U- kn=o n

Si • che gli elementi interni di RJ
osserVl

dard "R ("R e interno, i n quanto "R €
n n n

sono gli elementi degli insiemi
;c.

Rn+l

stanO'

Gli elementi interni si possono caratterizzare nel seguente mODO:

Teorema: Le seguenti proposizioni sono equivalenti:

1) a, elemento di "J, e interno.

2) a e elemento di un'entità standard.

Dim. l ) 2) *R ed "==> a €c- R è standardn n

2) ==> 1) a €c- *b con b € R; b € R per qualche n, cioè b € 'Si R lJ Rn . c

beR U Rn-l' "b c *R IJ *R
n-l

e quindi a € "'R U "R
n-l

çl0e a e interno.o o r o

Teorema. " Se b *R ( l ) , • interno (cioè ' , • • di entitàa € € n > a e 9 Il e'ementi.' F nr -

interne sono interni) • b e.. *R <=->J {i • b(i ) R \ • J b(i ) f{ Ul.·e v • € ,. i. l e c- ,• 1 • - .. -r n n , 1· Iv


