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luzione dello stesso pdr.

§ 3. Alcune condizioni sufficienti per l 'unicità della soluzione deì pdr.

Sussiste il seguente

-Teorema 2. - Se 6 è. C.OI.> tartt.e a :tJw..:t.:ti.. in n, illoJta il pdtt ammefte

una. unic.a f.>Otuuone in Q veAiMc.artt.e un aMe.gna.to da,to iniziate. amrn<'.-6,'si

bile (I.>, b) .

Dimostrazione.-

EI sufficiente provare il teorema per f(t) = c in Q

Per c = O l'unicità è ovvia; sia allora c ~ O. Se u è soluzione del

pdr verificante le condizioni u(O) = s , C/ (O) = b, si ha (da 11 a ( i v) )

(6) } [L/(t)]2 l
+ c u(t) -

= - b2- S c per t E Q
2

Da (6) ricaviamo, per u(t) = O,

(7) [u±(t)]2 = b2 - 2 s c .

La tesi consegue, allora, in virtù di noti teoremi di unicità locale, dal

le seguenti osservazioni.

1. Se è b2 - 2 s c > 0, tutti gli eventuali zeri di u sono isolati;

inoltre se 'l e '2 sono due zeri consecutivi ('2 > T:) si ha:

da cui

(9) = ~ I b2 - 2 se.
c

Da (8) segue che
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(c) per c < O u ammette al più uno zero,

(d) per c > O gli zeri consecutivi di u sono equidistanti~

per (9) (e quindi sono in numero finito).

2. Se è b2 - 2 s c = O si ha

(e) C > O u(t) ~ O e quindi u(t) = O (per (6));

(f) c < O u ammette al più uno zero.

Per provare che (f) è vera, basta tenere conto che si ha: u ha so

lo zeri isolati e non può avere più di uno zero isolato; che u non possa

avere più di uno zero isolato segue da (8) ; che abbia solo zeri i so lati se

gue dal fatto che negli zeri T di u è U(T) = O ed f(T) < O.

Evidentemente u non ha zeri se b2 2 s c < O •
La dimostrazione del teorema 2 suggerisce il seguente risultato.

Teorema 3.- Se u è una ~ofuz~one del pdn, ~n n, con da~o 6€Ll(~;R)

e concUz~o M ~Mz~al-L a.mrn.-é6~~b~ (~, b) ed ha. un numVt.o MnUo cL{ zW, ~.

lotta. u è,e.' UMCCt ~ofuzùJYLe del pdn ùt n con dato 6 e co ncUz,<-ovu. ÙU.-

Dimostrazione.-

-
Supponiamo che u

l
sia una soluzione del pdr, in 0. ,con lo stesso

dato f e le stesse condizioni iniziali ammissibili (s,b). El evidente che

u ed u
l

possono non coincidere solo a partire da uno zero T di u per

cui U-(T) = O.

Detto Tl 10 zero di u successivo a s i ha:
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..
= u(t)

Ne segue

quindi

u,(t) 2 u(t) < O

u,(t) = u(t)

per e

Sussiste inoltre il seguente

.,
Teorema 4.- Se. u è ooluzùJYle det rdAùt lì c.on il e, Li (l'l;R.) e, \J(!)'LC

,..> ± 'J 2Mc.a. la. c.oncUuone. "u-L6te. p > O mte c.he. Lll (11 ,::. p, pf'fL

a..UoJl.a. u è l' w'lic.a. Mluz.i (I l'te. de.t pdft.

Dimostrazione.-

, '2 >

La condizione posta assicura che gli eventuali zeri di u sono isolati

e per la compattezza di [O,TJ essi sono in numero finito. lnoltre,per

f € CO(~;R), f > O (3) considerando due zeri isolati consecutivl

si ha

U(;)(T2-
'
1) = f(~)(T2-11) = U (T2) - Ù+(Tl) =

= IÙ-(T2) I + IÙ-(Tl) I 2. 2/p > O.

Da ciò

(10) >
21 P

M

dove M= max f(x).
XElì

(3) Osserviamo esplicitamente che se f < 0, c1è unicita per la soluzion~

del pdr, essendoci al più uno zero per u.
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Concludiamo col

.
:; 6 > o;

(g) Se 6(0) > O, pVt ogrU. C.Oyu:u.uone irU-ziale. cwllni6f.,ib-J:.e. (6,b) I (0,01,

u.u,te. una urU-c.a f., o.tuzio ne. de.1. pdJ't Ùl n

(h) PVL ogni C.OYlcUUOYle. irU-Uale. amrru..Mibile. (f."bl vVtiMc.aYLte..ta cLu,5!:

guaglianza b2 - Z f., 6(O) > O, il pdJt ammette. una urU-c.a ,6 of..uuo ne.

iYl n.

Dimostrazione.-

Dalla conservazione dell'energia segue

(11) per U(T) = O.

(g) Dalla (11) segue l'unicita in virtO del teorema 4.

(h) Intanto è (s,b) F (0,0). Se f(O) ~ O si ricade nel caso (g); se

f(O) < O, si ha che per f(t) < O u ha al piO uno zero e per f(t).>J

valgono le considerazioni di (9) .•

Ac.ce.J:;ta;to peA fu pubbL-i.c.az.{o ne nella n.A...VÙ J:1À.
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