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c.a
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In 6e.c.ondo luogo 60no 6taL~ .{.1!6eJl.{.U aJtgome.nt.{. peA c.061 d.{.Jte. c.om­

pte.me.ntaJt.{. (ma non peA que.!.>.to me.no .{.mpoJtta.nt.{.j wpe..t.to a que.l.U M~

me.nte. :tJta.ti:.ati, lMUando .{.nve.c.e. ouo/t.{. vaJt.{. aJtgome.nt.{. .{.mpoJtta.nt.{. dle.

6.{. :tJtovano oaUtme.nte. neUa le..tteJlcU:uJta.

InO.{.ne. aic.un.{. aJtgome.nt.{. Mno :tJta.ti:.ati .{.n man.{.e.Jta de.! tu.t.to eliveAM

da queUa Muate..

L'e.!.>p0,o.{.z.{.one. .{.n vaJt.{. punt.{. non c.uJta motto d Jt.{.go/te.: .{.n paJt,t.{.c.ol~

/[e. l' utUmo c.ap.{.-tolo ha un c.aJtatteAe. pUJtame.nte. de.!.>~vo e. m.{.Jta M~

:tanto a oO![n.{./[e. quaic.he. '{'de.a oondame.ntate. 6uU' aJtgome.n.to c.he. matta..

PeA c.onuudeAe. è dOVeAOM d.{.Jte. c.he. d c.ap.{.-tolo II è una UbeAa /t.{.~

6p06.{.z.{.one. (c.on poc.he. agg.{.unte. e.6,oe.nz.{.aU pe.Jt la Me.c.c.an.{.c.a AnaUUc.al

eli paJtt:e. de.! Cap. VI eli [4J Iv. b.{.bUogJtao.{a).
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C A p I T O L O

EquazIoni a derivate parziali del I ordine.

1. Inviluppi.

Si consideri la famiglia ad un parametro di curve

(1. l ) f (xy; i-) = O

dove f è una fun zi one di classe apportuna nei suoi argomenti, inclu

so i l parametro ,
A.

Ad ogni valore di i- corrisponde una curva della famiglia. Sia i-
o

un valore fissato di i- e si cons ideri , oltre alla curva

( l .2)

la curva

( l . 3 )

Per determinare

tima nella forma:

(1.3').

f(x,y; i- + di-) = O
o

punti di intersezione di(2) e (3) si scriva quest'u.!.

af 2
f(xy;i- )+ -I di- + O(i- ) = Oo ai-

i-=i­
o

I punti della curvò (3) appartenenti anche alla curva (2), soddisfa

no quindi la relazione:

Se, quando

queste sono

( l .4)

di- ~ O, i punti intersezione tendono a posizioni limite,

fornite dal sistema

rf (xy; i- o) = O

l ::Ii-=\ = O

del parametro, i punti individuati dalAl variare del valore· À
o

sistema (4) in generale variano: se essi appartengono ad una curva r. ,
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tale curva è detta l 'inviluppo della famiglia (l). Ciò accade, per es.,

se dal sistema (4) scritto per À generica, si possono ricavare x e

Y in funzione di L

fX=X(À)

~ Y = y( À)

L

ottenendo così la curva inviluppo ln forma parametri ca (tale curva può

consistere di diversi rami).

L'equazione cartesiana dell'inviluppo si ottiene risolvendo rispe!

to a À la seconda delle (4) e sostituendo À(xy) nella prima

( l . 5) f[xY;À(XY)] = O

Se l 'inviluppo esiste, per es. se ad ogni valore di fanl e (4)

x(I, )
o

valore

p
o

Ào
di coordinatep

o
corrispondente al

r , sono tangent i ne l punto

della famiglia (l),la curva r
o

e l' inviluppo

no corrispondere un ben determinato punto

Infatti un sistema di parametri direttori per la normale a

r s i hao r e r
o

èro
af af al,
--+---­
ay aÀ ay

e quindi

(~+ ~ aÀ--
ax aÀ ax

af
II,

O-- =
<lÀ o

èr
af af

(-- ,--) e per la normale aax ay À=À
o

O'altra parte sulla curva

in P avendo la stessa normale hanno pure la stessa tangente.
o

In modo analogo si può procedere nel caso di famiglie di superfici.

Sia data la famiglia

( l .6) f(xyz;À) = O .

Si supponga che la curva intersezione delle due superfici:

{
f(xyz;À) = O

f(xyz;HdÀ) = O

quando dÀ ~ O tenda ad una posizione limite (curva caratteristica).
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si ottiene una superficie (la quale può consistere

di diverse falde) che viene detta inviluppo della famiglia ad un par~

metro (6). Come nel caso precedente, si trova che le equazioni della

curva caratteristica sono

Jf(XYZ;À) = O

)~ = O
ldÀ

e l'equazione della superficie inviluppo si ottiene, eliminando À fra

queste due equazioni, nella forma:

f[xyz;À(XYz)] = O

Come nel caso precedente, si riconosce che la superficie inviluppo

è tangente ad ogni superficie della famiglia lungo la rispettiva carat

teristica.

Sia data infine una famiglia a due parametri di superfici:

(1.7) f(xyz;À,~) = O

L'equazione della superficie inviluppo si ottiene eliminando À e ~

fra la (7) e le equazioni:

= O af = O
a~

e questa superficie è tangente ad ogni superficie della famiglia (7).

Introducendo una relazione ~ = t(À), si può estrarre dalla famiglia

(7) una famiglia parziale ad un sol parametro:

( l .8) f[xyz;À,t(À)] = O

In corrispondenza ad ogni scelta della funzione t esiste una di­

versa famiglia parziale e questa possiede un inviluppo la cui equazione

si ottiene eliminando À fra la (8) e la equazione
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( " t - ~--O).ln ques o caso non e
a~

La estensione delle considerazioni precedenti a famiglie di varietà

nello spazio a n dimensioni (n > 3) è immediata.

2. Equazioni a derivate parziali del l° ordine: teoria di Cauchy.

Per motivi di evidenza geometrica si esporrà, in maniera d'altra pa~

te molto succinta, la teoria di Cauchy delle equazioni a derivate par­

ziali del primo ordine nel caso di due variabili indipendenti.

Sia data in RS
una varietà V4 a quattro dimensioni:

(2 . l ) F(xyupq) ; O •

Scegliendo u,p,q come funzioni di x e y t~li che sussista an­

cora la (l), queste tre funzioni determinano parametricamente nella varietà

V
4

una varietà V
2

. Si supponga che u(xy) sia di classe Cl e p(xy)

e q(xy) siano di classe CO . Se sussiste la relazione

du(xy) ; p(xy)dx+q(xy)dy

cioè se

p( xy) ; au
:= u ;

ax x
au

q( xy) ; - " u
ay y

(2.2)

la funzione u(xy) è detta una soluzione della equazione a derivate

parziali del primo ordine.

F(x Y u u u) = O .
x y

Geometricamente la (2) può essere interpretata nel modo seguente: fi~

sato un punto Po(xoyouo) € R
3

la (2) esprime una relazione fra i p~

rametri direttori p q (-l) della normale in P alla superficie
o o o

u = u(xy) soluzione della (2)(superficie integrale). In ogni punto P
o

nel dominio di definizione della (2), questa rappresenta una relazione

ad un parametro fra tali parametri direttori della normale: facendo va
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riare ad es., p, si ottiene q dalla (2). Ciò mostra che esistono

infiniti elementi di suoerficie,che soddisfano la (2) e cioéin P
o

tutti quelli le cui normali soddisfano tale equazione. Queste normali

un sol para-

p . Questi piani
o

come si é detto, da

cono, il cono di Monge i n P. Cos ì l a (2)o
un cono elementare (si tratta, come sempre, di

e, in generale, dipendendo

bili soluzioni della (2) passanti per

per P
o

metro, individuano un

individuano altrettanti piani, ad esse normali e cioé tangenti alle

varie superfici menzionate: si tratta dei piani tangenti alle possi

passano tutti

ad ogni punto associa

considerazioni locali) come inviluppo dei suoi piani tangenti.

Volendo determinare le generatrici del cono di Mongé in

osservi che una generatrice é contenuta in un piano tangente

possibile superficie integrale. Sia

p , si
o

ad una

(2.3) u-u = p(x-x ) + q(y-y )o o o

l'equazione di un tale piano, dove ovviamente

(2.4) F(x y u P q) = Oo o o

Scegliendo (se ciò é possibile) come si é accennato prima, p come

parametro dell 'insieme dei piani in P, si ricava da (4) q = q(p).
o

Volendo procedere in maniera più simmetrica, si ponga

(2.5)

adottando un conveniente parametro. Naturalmente le (5) soddisfano al­

le (4). Due piani corrispondenti a valori prossimi di À hanno equa-

zioni

(2.6)
{

u-u = p(À)(x-x ) + q(À)(Y-Y )o o o

u-u = p(À+dÀ)(x-x ) + q(À+dÀ)(Y-Y )o o o

Le (6) sono le equazioni della retta intersezione dei detti piani



per p
o

(2.6')
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Si scrivano tal i equazioni nella forma

Quando, nella equazione del secondo piano, x Y u appartengono alla

retta intersezione, la seconda equazione, in virtù della prima si ri­

duce a:

Al tendere di dÀ a zero la retta intersezione tende ad una posizi~

ne limite, che è una generatrice del cono di Monge. Le generatrici han

no quindi equazioni:

(2.7)
Ju-uo= p(À)(x-xo)+q(À)(Y-Yo)l O = p'(À)(X-Xo) + q'(À)(Y-Yo)

Le (7) si possono scrivere anche nell a forma

~ :: p( À)
dx

q(À)
dy

= -+
(2.8)

ds ds

l O p' (:!')
dx q , (,) dy= - +
ds ds

La prima delle (8) esprime l 'ortogonalità dei vettori (p(À),q(À),-l)

(dx dy dy) . - l t l .t- f l l l .dS dS dS ' Cloe a or ogona l a ra a norma e a plano tangente e

la generatrice presa. Ovviamente questa'ralazione non basta per indivi­

duare la generatrice, e quindi è necessario assegnare un secondo piano

(che nelle (2.7) è parallelo all 'asse u).

Derivando la (4) rispetto a À si ha
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F p' (,I,) +F q' (,I,) = O
P q

I l sistema costituito dalla (9) e dalla seconda delle (8) è omogeneo

e ammette autosoluzioni se e solo se:

dx dy
-
ds ds

= O
F F

P q

cioè se
dx = KF dy

= KF
ds P ds q

Allora la prima delle (8) si scrive

Introducendo il nuovo parametro
s

s'(s) = f K(~)d~

o

si possono scrivere le ultime tre equazioni nella forma

(2.10) dx _ F ; dy = F
CiS - P ds q

du
- = pF + qF
ds p q

e queste sono le equazioni di una famiglia di curve, (curve focali o~

Monge) quando siano dati i secondi membri. Ad ogni punto della curva

x(s),y(s) z(s) è associato un elemento di piano di normale p(s),q(s),-l.

In base alle (10) la normale p, q, -l a questo elemento di piano è

ortogonale al vettore dx dy du
ds ds ds (che è tangente alla curva) e quindi

l'elemento di curva dx,dy du giace nell 'elemento di piano. L'insieme

costituito da una curva con gli elementi di piano in tutti i suoi punti

costituisce una striscia.
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Il sistema delle quattro equazioni (l) e (10) nelle cinque funzio­

ni incognite x y u p q, è indeterminato. Ogni sua soluzione è detta

striscia focale(l). Le strisce focali appartenenti a superfici inte­

grali della (2) sono dette strisce caratteristiche. Ogni superficie i~

tegrale è tangente in ogni suo punto al cono di Monge e quindi conti~

ne una striscia caratteristica. Perciò ogni superficie integrale con­

tiene strisce focali.

Se si impone ad una curva focale di appartenere ad una superficie

integrale, si perviene a due nuove equazioni.

Si supponga assegnata una superficie integrale u = u(xy). Poiché

i membri destri delle (10) sono noti, le prime due di tali equazioni

definiscono nel piano xy una famiglia ad un parametro di curve. Se

da ogni punto di una di queste curve si conduce la perpendicolare al

piano xy fino ad incontrare la superficie integrale data, si otti~

ne, su questa, una curva. Le prime due delle (10) individuano quindi

sulla superficie integrale data, una famiglia ad un parametro di cur­

ve e su questa, essendo U
x

= p, u
y

= q perché u è soluzione di

(2), s i ha

du = u dx + u dy = F P + F q
ds x ds y ds P q

cioè è soddisfatta la terza delle (10). Quindi le curve così generate

sono curve focali e generano la superficie integrale.

Dalla (l) si hanno le relazioni:

Fup + FpPx

F q + F p
u P Y

+ F q
q x

t F C;
q y

= O

= O

(l) Per ogni scelta delle funzioni p e q il sistema (10) (che è au­
2tonomo) ha 00 soluzioni.
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che valgono identicamente sulla superficie.

Essendo poi Py = qx' le precedenti si scrivono:

(2.11)

1
F + F p + F p

x u p x

F + f q + F q
Y u p x

+ F P = O
q y

+ F q = O
q y

e F con
q

de 11 e (11)
dye - risp., sicché gli ultimi due termini nella prima
ds

Se allora, sempre mantenendosi sulla superficie, ci si sposta lungo

una curva focale, si possono sostituire le quantità F
p

dx
ds

diventano:
dx dy = dpFp +Fp --p +-p

P x q Y - ds x ds y ds

e ana logamente

F q + F q
P x q Y

= dq
ds

In definitiva sulle curve focali giacenti su una superficie integr~

le sussistono le cinque equazioni differenziali ordinarie:

rdx F dy
F

du pF +qFIds = , - = , - =
P ds q ds P q

(2.12)
dp - (F +pF ); dy

-(F + qF )- = - =ds x u ds Y u

curve curve focali appartene~

focali ti a superfici integrali

(curve caratteristiche)

Le ultime due sono le (11).

Il sistema (12) è detto sistema caratteristico della (l). Per questo

sistema differenziale ordinario la funzione F è un integrale primo.

Infatti, usando le (12), si ha:

d
dF

S
= F dx + F dy + F du + F dp + F dq = O

x ds y ds u ds P ds q ds

e quindi ogni superficie F = cost è costituita da soluzioni di (12).
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Si inverta ora il procedimento seguito.

Anziché partire da una superficie integrale, si parta dal sistema (12):

tale sistema è autonomo e definisce una famiglia di ~4curve nello sp~

zio x y u p q. Allora dalla famiglia a quattro parametri di soluzioni

di (12) si estragga una famiglia a tre parametri imponendo la condizione

che lungo queste soluzioni la F sia nulla: ogni soluzione del sistema

caratteristico che soddisfi la F: O è detta striscia caratteristica:

una curva spaziale x(s),y(s) u(s) che porti tale striscia è detta cur­

va caratteristica.

Sussistono le due proposizioni:

l) Su ogni superficie integrale esiste una famiglia ad un parametro di

curve caratteristiche e di corrispondenti strisce caratteristiche.

2) Se una striscia caratteristica ha un elemento xyupq comune con una

superficie integrale essa appartiene tutta alla superficie integrale.

L'ultima affermazione è conseguenza sia del fatto che una superficie

integrale è costituita di strisce caratteristiche sia della unicità

della soluzione del sistema (12): se la striscia avente un elemento in

comune con la superficie non giacesse su questa, dall'elemento comune

partirebbe, oltre alla striscia data, anche quella appartenente alla su

perfi ci e.

Per completezza conviene dare un cenno sul problema di Cauchy che co~

siste nel ricercare le (eventuali) superfici integrali della (l) che

contengono una curva assegnata r.

Se la curva r non è una caratteristica, la soluzione passante per

essa è la superficie luogo ad un parametro delle strisce caratteristiche

passanti per i punti di r. Se la curva r è una caratteristica, per

essa passano infinite soluzioni della equazione (l).

Per i particolari si rimanda ai trattati speciali ([l], [2 ,[3)) .



- 15 -

Risulta evidente che la conoscenza della soluzione generale del siste­

ma caratteristico (12) permette di costruire le soluzioni della (l).

Sussiste pure la proposizione inversa: la conoscenza di un integrale

completo della (l) permette di risalire alla soluzione generale del si­

stema (12) (v.nn. 3 e 5).

3. Tipi di i:1tc0rali delle equazio"j del orimo ordine.

Una soluzione della (l) dipendente da due parametri

( 3. l ) u:'"(xyab)

si dice integrale completo della (l) se la matrice

( 3 . 2) (:: :::
ha rango 2. Sotto questa ipotesi, quindi, u è detto integrale completo

se la (l) soddisfa la (2.1) identicamente per ogni valore di a e b. Poi

ché i parametri si possono far variare arbitrariamente, si può scegliere

in particolare b: ~(a) dove ~ è una funzione di classe opportuna. La

(l) si può scrivere allora

(3.3) U : ~(x y a ~(a))

L'inviluppo di questa famiglia ad un parametro di superfici si ottiene

facendo sistema fra la (3) e la

~ + ~ ~' : O
a b a

Se si può ricavare a da questa equazione, si ha una funzione

a : a(xy)

la quale sostituita nella (3), fornisce una soluzione della (2.1)

(3.4) U : u(xy)
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che é l 'inviluppo della famiglia (3). Poiché la (4) dipende dalla scelta

della funzione ~, si ha in tal modo una soluzione dipendente da una fun

rione arbitraria: una soluzione di questo tipo si dice integrale generale

della (l).

Se la famiglia a due para~etri (l) possiede essa stessa un inviluppo,

anche questo è soluzione della (2.1) e, come nel caso delle equazioni dii

ferenziali ordinarie, é detto integrale singolare. Un integrale singolare

si ricava quindi con procedimenti di eliminazione dal sistema

(3.5) o/(xyab) - u = O, o/a = O , o/b = O

L'esistenza di un integrale singolare è una proprietà della equazione

(2.1) e la sua determinazione non dipende dalla conoscenza di un integrale

completo. Infatti sostituendo la (3.1) nella (2.1) si ha:

F(xy 0/ 0/ 0/) = O
x y

identicamente in a e b (perché 0/ é integrale completo).

Derivando rispetto ad a e a b si ha

F 0/ + F 0/ + F 0/ = Ou a p xa q ya

= O

Se 0/ é integrale completo si possono usare le (3.5) e si ha:

F 0/ + F 0/ = O
P xa q ya

F 0/ b + F 0/ b = O
P x q y

Questo sistema, ne 11 ' i potes i

0/ 0/ - 0/ 0/ b f O,xa yb ya x
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non ha autosoluzioni e quindi è

(3.6) F = F = O
P q

Esiste una connessione stretta fra le curve caratteristiche e gli invi

luppi di soluzioni della (2.1). Formando l'inviluppo della famiglia ad un

parametro (3)

u - '!'(xya,~(a)) = O
(3.7)

'!' + 'li ~' = Oa 'b

si ottiene la curva di contatto fra l 'inviluppo e la superficie della fa­

miglia corrispondente al valore a del parametro. Poiché la funzione ~

si può scegliere in modo che ~(a) e ~'(a) siano valori prefissati, le (7)

rappresentano una famiglia a tre parametri di curve. Queste curve sono le

caratteristiche della (l). Infatti lungo queste curve sono tangenti due

superfici integrali e cioé la (3) e la superficie inviluppo: questo e po~

sibile solo lungo una caratteristica. Ciò fornisce il risultato inverso

del precedente. Si ha quindi la proposizione:

Noto un integrale completo della (2. l) si possono ricavare da questo le

caratteristiche e cioé la soluzione generale del sistema (2.12) (v.no pr~

cedente) .

In questo senso l'equazione a derivate parziali del I ordine e il siste

ma caratteristico sono equivalenti.

La dimostrazione esplicita della proposizione enunciata verrà data a

proposito della forma di Hamilton-Jacobi dell 'equazione a derivate parziali

ne l n~ 5 .

4. Caso di n variabili indipendenti. Equazione lineare omogenea.

Estendendo in maniera diretta la discussione del n: 2 si riconosce che

all 'equazione del primo ordine in n variabil i
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(4. l )

è associato il sistema caratteristico

dx
i

= Fds p.
1

du
ds

;: Lp. F
1 p.

l

-(Fi+Fp.)x u l

Le curve e le strisce focali, le curve e le strisce caratteristiche

si definiscono in modo ovvio.

Come nel caso tridimensionale si dimostra che una superficie integrale

è luogo di curve caratteristiche ed è costituita da strisce caratteristiche.
l nInoltre se una striscia caratteristica ha un elemento x ... X Up ... p

l n

in comune con una superficie integrale, essa appartiene a tale superficie.

Il problema di Cauchy è anche analogo al problema del caso tridimensio­

nale e consiste nel ricercare le eventuali soluzioni passanti per una data

varietà (n-l) dimensionale r.

Si hanno i risultati: se la varietà r non è luogo di strisce caratte­

ristiche, il problema di Cauchy ammette una ed una sola soluzione. Se la

vari età r è luogo di strisce caratteristiche (varietà caratteristica)

il problema arrmette .infinite soluzioni (v .. per es. [lJ).

Anche nel caso n dimensionale, quindi, la soluzione generale del si­

stema caratteristico permette di risalire alle soluzioni della equazione

a derivate parzial i. Per la proposizione inversa vedere i n.n. successivi.

Infine un integrale completo è una soluzione della (l) contenente un numero

di costanti arbitrarie uguale al numero delle variabili indipendenti.

In particolare se l'equazione (l) è lineare omogenea

(4.2)
i l n

a(x ... x)p.=O
1

le equazioni caratteristiche sono:
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(4.3) F
p.

l

i
= a

(4.3' )

(4.3")
dp.

l

ds

k
aa

= -IPk -i =
ax

k aPk 'Pk
Ia -, =l''­

l ax l
ax

d/
--- = I

ds
dX

k
= dpj

ds ds

Come si vede le (4.3") sono conseguenza della (2) e delle (3); la solu-

zione u della equazione a derivate parziali nel caso lineare omogeneo

è poi integrale primo del sistema (3) (che è detto ora esso stesso siste­

ma caratteristico).

Vi ceversa se l n4>(x ... x ) è integrale primo del sistema (3), sostitue.!::

do in tale integrale le soluzioni del sistema e derivando rispetto ad s

si trova

(4.4) D = d4> = I
ds.

~
kax

2! k
k a

ax

Questa relazione è vera sulle curve integrali del sistema (3), cioè

è vera quando le x sono variabili, non indipendenti, bensì vincolate dal

le equazioni di una curva soluzione delle (3). Tuttavia la (4) sussiste

identicamente nel campo di definizione del sistema (3), perché per ogni

punto di tale campo passa una curva integrale del sistema (v. l'identica

discussione nel CAP. V n° l). Poiché 4> soddisfa identicamente la (4)

essa é soluzione della (2).

Gli integrali primi indipendenti del sistema (3) sono n-l: ogni inte­

grale primo del sistema è funzione di n-l integrali primi indipendenti

e viceversa, come è ovvio, ogni funzione di integrali primi è un integr~

le primo.

Nel caso della equazione lineare omogenea (2) si può dare quindi espl~
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citamente la soluzione generale, sotto forma della più generale funzione

(di classe Cl) di n-l integrali primi del sistema caratteristico asso

ci ato (3).

Per maggiori particolari si rimanda a [l]

Il significato geometrico della

il prodotto scalare del vettore

(2) è evidente. Poichè il
l n(a ... a) e del vettore

primo membro è

(~ ~),

ax1 a/

la (2)

vettore

esprime che
l n

(a ... a )

ogni superficie integrale è tangente in ogni punto al

in quel punto.

Il cono di Monge come è ovvio. degenera nel suo asse l n
(a ... a l,tasse

di Monge).

5. Forma di Hamilton-Jacobi del1 'equazione del primo ordine.

L'equazione generale

(5. l )

e sia

può essere ridotta ad una forma cile ha grande importanza in dinamica.

n+ l
u = xSi ponga

1 n+ l<p(x ... x )=c

una famiglia di soluzioni della (l), in forma implicita: risulta ovviamen

te a<P/ax f O. Poichè si ha inoltre:
n+l

n+l
au ax a<P/ iaxp.= -, = =

l l i n+lax ax a<p/ax

posto a<p
kax

(k=l ... n)
n+1

x

si può scrivere la (l) nella forma:

(5 . l ' )
1 n n+1F(x ... x ... x



Nell 'ipotesi che sia

- 21 -

~ f 0(1), risolvendo la (l') rispetto a
aPt

e riscrivendo p in luogo di P. si ha infine la (l) nella forma

(5.2)

detta forma di Hamilton-Jacobi.

osservi che l'equazione caratteristica relativa alla invariabile t è:

dt ; '1
ds Pt

;

Per scrivere il sistema caratteristico della (2) conviene quindi assume

re come parametro la t.

Il sistema è allora:

(5.3)
i

dx ; ':\-
dt p.

1

aH
; - ;

ap.
1

-(1·+1p.);
Xl $ 1

aH
iax

(i ; 1. .. n)

(5.4)

(5.5)

d$ n+l al n aH aJ aH
-;

k~l Pk ap ; k~l Pk -+ Pt ; p. - Hdt aPk aPt 1 op.k 1

dPt aH
--; --

dt at

Come si vedrà nella PARTE II, le (3) sono le equazioni canoniche di un

sistema canonico di hamiltoniana H.

La (4) mostra che $ è l'azione e la (5) è diretta conseguenza della

(l) Se risulta aF
; O si risolve la (5.1') rispetto ad un'altra delle

aP t
p.
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(2) .

Si può osservare che se si risolve il sistema (3), che è un siste­

ma non autonomo nelle incognite xl" ,xnPl Pn si ottiene direttamen­

te per quadrature la soluzione del sistema (4) (5). Infatti le soluzi~

ini x (t)p. (t) (i = 1. .. n) del sistema (3), poste nel sistema (4)-
l

(5), riducono secondi membri di questa a funzioni della sola t (e

dei parametri iniziali): di conseguenza queste due ultime equazioni si

integrano per quadrature. Ne segue che in sostanza interessa risolvere

il sistema canonico (3).

In conclusione: ogni equazione del primo ordine può essere posta

nella forma di Hami1ton-Jacobi: il suo sistema caratteristico assume

allora forma canonica.

Si è visto nel nO 2 che la risoluzione.del sistema caratteristico

fornisce le soluzioni dell 'equazione del primo ordine ad esso associa

to. Verrà ora dimostrato che viceversa, la conoscenza di una soluzione

completa di una equazione del primo ordine fornisce la soluzione gene­

rale del sistema caratteristico associato.

La dimostrazione verrà data partendo dalla equazione nella forma

di Hamilton-Jacobi. Ciò non lede la generalità, dato che ogni equazi~

ne del primo ordine può essere ridotta a tale forma. D'altra parte

la dimostrazione in questo caso è direttamente utile in meccanica e

fornisce il teorema che in dinamica va sotto il nome di teorema di Hami1

ton-Jacobi.

Sia

(5,6)
1 n

u = <j>(x ... x t al,··a )+ a l
n n+

un integrale completo della (2). Tale integrale contiene un numero di

costanti arbitrarie pari al numero delle variabili indipendenti (n° 4).

Nella (6) la funzione incognita compare in (2) solo per il tramite
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delle sue derivate: ne segue che una delle costanti arbitrarie è

additiva.

Poichè u è un integrale completo sussiste la (3.2). Si assuma espli

tamente che sia:

(5.7)
I 2

I \$ Il # O
ax aa.

1

Per risalire dall 'integrale completo u alla soluzione del siste-

ma (3) si costruisca una famiglia ad n parametri di soluzione estrat

ta dalla (6): costruendo poi 1 'inviluppo di questa famiglia si ottiene

una ipersuperficie che è ancora una soluzione della (2) e che tocca ogni

elemento della famiglia lungo una curva: tale curva è una caratteristi­

ca della (2), cioè una soluzione del sistema (3). In ciò consiste ilteo

rema di Hamilton-Jacobi.

La costruzione della famiglia ad n parametri si può effettuare

scegliendo gli n+l parametri al an+l che figurano nella (6)

come funzioni di n parametri rl r
n

:

i = 1•.• n+ 1 .w. (r)
1al = u'i(rl···rn) "

questa nella (6) si ha

1 n
- u + $ (x ... x + ... a1( r) ... an(r)) + an+1(r) -(5.6' )

Introducendo

(r=l ... n)(5.8)

Per determinare 1 'inviluppo ad n parametri occorre far sistema fra

la (6) e le sue derivate rispetto alle r:

aa
k

-- = Oar
r

Ricavando le r dalle (8) e sostituendole nella (6') si ottiene la

superficie inviluppo.
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Questa superficie tocca la generica superficie della famigl ia (6')

lungo una curva. Ogni curva di contatto corrisponde,in

ria degli inviluppi, ad una n
pla

di valori fissi delle

base alla te6

r.

Perciò anche le

va di contatto.

a.
l

e l e aWj
ar

r
sono costanti lungo la generica cur

Il si s tema (8 )

incogniteni nelle

(5. g)

n+ l

riguardato come un si:;temaalgebrico di

a~ ha matrice
aa

k
'

a(wl •.. w )
n+l

n equazio-

di rango n. Perciò le incognite sono proporzionali ai minori della

matrice stessa:

(5.10) (i = 1. .. n)

(5.10')
aa ln+

-
=;..b ln+

dove b ( s =1 ... n+1) è il minore di (9 ) ottenuto eliminando l a l i neas
delle derivate di w rispetto a r In vi rtù della costanza delle

s
derivate di w su 11 e curve di contatto, si ha:

(5.11) b. = cost ( i = l ... n+ l )
l

I no ltre è
a~ e quindi la (10' ) dà:=
aa

n+l

l
À= ---

bn+l

Perciò sulle curve di contatto è costante anche À e, per le (10),(11)

ri su lta i nfi ne

(5.12)
a~

aa.
l

=

-
bi
b

n+l
- b. ;;;

l
cost (i = l ... n+ l )

La (7) si può scrivere:
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(5.13)

Allora il sistema (12) si può invertire rispetto alle x:

(5.14)

Le funzioni

(5.15)

i i
x = x (x lal···a bl ... b)n+ n n

p. =
l

calcolate sulle (14) forniscono striscie caratteristiche del sistema (3).

Per riconoscerìo basta dimostrare che le (14) e le (15) sono le soluzio

ni del sistema canonico

=
aH
ap.

l

dp;
dt

Conviene partire dalle soluzioni in forma implicita (12). Derivando

rispetto a t si ha:
. 2 k;,4; a <r ax

O--- +
3a.dxk -- =aa.at at

l l

Derivando la (2) rispetto a

(6) si ha:

a., dopo avervi introdotto la soluzione
l

r:' ~
-~--+

ltaa.
l

Gli ultimi due sistemi sono validi in ogni punto del campo di defln'

zione della (2). Sottraendoli a 1!1. a m. si ha

d/_.- -
dt ) = O

In virtù della (4) questo sistemanon ammette autosoluzioni e quindi e
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(S.16)

Derivando le (lS)rispetto a t si ha .

2 2 r
(S.l7) ~Ek = a ~ a d> ax

axKat + axKax rat at

Deri vando la (2 ) rispetto k dopo avervi sostituito la (6 ' )ancora a x

si ha

o =

ossia usando le (16)

r
ax
at

Confrontando con le (17) si ha infine

(S.17' ) ~L=_ aH
dt ax K

Le (14) e le (lS) sono dunque soluzioni del sistema canonico: esse

contengono 2n costanti arbitrarie e forniscono pertanto la soluzione

generale di tale sistema.

Si riconosce quindi che:

l) La conoscenza dell 'integrale completo (6) fornisce la soluzione ge­

nerale del sistema canonico. Per ottenere tale soluzione basta inver

tire le (12) rispetto alle x e introdurre queste ultime nelle (lS).

2) L'inviluppo fornito dalle (6) con l'introduzione delle a. = w.(r) è
1 1

una soluzione della (2) perché è costituita da curve caratteristiche.

La discussione precedente giustifica il metodo che segue in dinamica

per costruire la soluzione generale del sistema (3) a partire da un in­

tegrale completo , della (2) (v. CAP. IV n° S). Per costruire tale 50-
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1uzione si uguagliano a delle costanti

alle costanti a (eq. (12)) e

b.,
poi da queste

le derivate di ~ rispetto

uguaglianze e dalle (15),

con procedimento di inversione e di eliminazione si perviene alla solu­

zione generale del sistema (3).

La discussione fatta in questo n°, mette in luce il significato geQ

metrico di tale procedimento.

6. Sistemi completi di equazioni del primo ordine.

Nei capitoli successivi avranno importanza fondamentale certi siste

mi di equazioni a derivate parziali del primo ordine, lineari, omogenee,

in una sola funzione incognita, ossia sistemi del tipo;

(6. 1)
n

Xkf :.l:.a. k(x1... x )a.f = O-, =J , n ,
(k = 1. .. s;s

Le s equazioni del sistema saranno sempre supposte linearmente in-

dipendenti; in altri termini si supporrà sempre che la matrice aik

abbia rango s. Di conse~uenza deve essere s < n .

Se s = n il sistema (1), come sistema algebrico, ammette la sola so

1uzione o.f = O (i = l ... n) e quindi può essere solo f = costo D'ora,
in avanti si supporrà pertanto s < n

Un sistema del tipo (1) può essere risolto in vari modi, ma nelle ap­

plicazioni interessa generalmente non tanto pervenire alla forma esplici

ta delle (eventuali) soluzioni, quanto sapere se esistono soluzioni distln

te dalla soluzione f = cost e. in caso affermativo. determinare il nume

ro di tali soluzioni. A queste domande risponde in modo conclusivo la teo

ria dei sistemi completi. della quale si tratteggeranno ora brevemente qu~

gli aspetti che saranno indispendabili nel seguito.

Una soluzione del sistema (1), oltre a soddisfare le equazioni

X.f = O
l

ovviamente

e Xkf = O per ogni

anche le relazioni

i e k con i, k s . soddisfa
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(6.2)

L'opera tore [X j '\] è detto i l commutatore deg l i opera tori l i neari

X
j

e X
k

. Un calcolo diretto mostra che il commutatore dei due operatQ

ri lineari è ancora un operatore lineare:

n n
[XJ.,XkJf = :. la .. o.(a kd f) - : la kd (a .. a.f) =r,l= 1J l r r r,l= r r 1J l

'C. 3)
n

~ a .. (a.a k)a f - ,; la k(d a .. )d.f == _. l 1J l r r r,l= r r 1J lr, , ;;;

Si considerino le equazioni (2) relative a tutte le coppie di indici

j e k.

Se risulta per una coppia di indici

(6.4)

cioè se il commutatore di X
j

e X
k

è combinazione lineare delle Xl" ,x
s

'

l'equazione (2), per quella coppia di indici, non è indipendente dalle (l).

Ci si limiti allora a quelle coppie di indici per le quali le (4) non

sono soddisfatte. Per ognuna di tali coppie la corrispondente equazione

(2) non è combinazione lineare delle (l), ma al tempo stesso deve essere

soddisfatta.

Aggiungendo al sistema (l) tutte le equazioni di tipo (2) per le qu~

le i commutatori non soddisfano alla (4), si ottiene un nuovo sistema dif

ferenziale di r l ; s equazioni che ha le stesse soluzioni del sistema

(l) (l'aggiunta di equazioni ad un sistema certamente non aumenta il nume

ro delle soluzioni; nel caso presente il numero delle soluzioni resta 1nal

terato quando il sistema (l) viene ampliato mediante l'aggiunta di equa­

zioni (2)).
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Ripetendo per il nuovo sistema le operazioni eseguite per il sistema

(l) e procedendo nello stesso modo per ogni nuovo sistema ottenuto, si

perviene, dopo un numero finito di passi, o ad un sistema di n equazi~

ni indipendenti, nel qual coso l'unica soluzione è f = cost, o ad un

sistema di r < n equazioni indipendenti.

(6.5) X.f = O
l

(i=1. .. r<n)

ta l i che commutatori :X i xkl (i,k = 1. .. r) sono combinazioni linea

un slstema

ri di Xl" ,X
r

' Un sistema di questo genere è detto completo (di ordine

r): nel caso in cui i commutatori [Xi,x k: siano tutti nulli, il siste

ma completo è detto sistema di Jacobi. Per risolvere sistemi di tipo (1:

ci si riconduce sempre a sistemi completi.

Per i sistemi completi sussistono le due proposizioni, di cui si omet

te la dimostrazione (v.per es. [2J)

l) Ogni trasformazione invertibile di coordinate trasforma

completo in un sistema completo.

2) Formando r combinazioni l ineari indipendenti con le equazioni di un

sistema completo di ordine r, si ottiene ancora un sistema completo

(che viene detto equivalente a quello di partenza).

E' conveniente ridurre un generico sistema completo ad un sistema com­

pleto avente la forma di Jacobi.

Per vedere che ciò è possibile si parta dal sistema completo:

(6.6)
n

.Lla.k".f = O
1 = l l

k = 1. .. r

e si supponga che sia di ordine r il minore per il quale l· i ,k c

Risolvendo il sistema

tipo:

(6) rispetto a a,f ... d f si ha un sistema de', r

(6.6' ) (i = 1. .. r)
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Questo sistema è completo perchè le equazioni che lo costituiscono

sono combinazioni lineari delle equazioni (6). D'altra parte si ha per

le (3)

n

+h=~+l [(Z}kh) - (Zkbjh)J ah

Poichè per h. r le b sono O o l, la prima somma è nulla. Di
•

conseguenza i commutatori delle Z non contengono 3]f

parte il sistema (6') è completo e quindi commutatori

. .. 3 f. D'altra
r

delle Z sono del

r i r i r n i
tipo .1:1ì Z.f ossia de l tipo ·1: 1

y 3.f + . 1: l ·1:
1

y b .. 3.f1= 1 1= 1 1= J=r+ J1 J

L'assenza de 11 e '.f 3 f implica a11 ora che le y i siano tutte
r

nu 11 e. Si ha così

(j,k = 1. .. r)

e cioè il sistema (6') è un sistema di Jacobi.

Si consideri allora, per es., la prima

siede (n. 4) n-l soluzioni indipendenti:

delle equazioni (6'): essa pos
l nf. = ~.(x ... x) (i=l ... n-l;.

1 1

è

Se si esegue un cambiamento di variabili che faccia passare dalle va-
. b' l . l n 11 . b' l . l n-l n ( d nrla 1 1 x ... x a e varla 1 1 $ ... $ ~, ove $ è una arbitra

ria funzione indipendente da $l ... ~n-l) il sistema (6') si trasforma ln

un sistema equivalente (e quindi completo) del quale la prima equazione

òf
~n = O. Risolvendo le restanti equazioni rispetto alle derivate

-
(f è la trasformata di f sotto il cambiamento di

variabili x ~ $) si ha infine un sistema del tipo:
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;: l ... n-r-l

-
3f = O
~,

Le prime r-l equazioni di questo istema costituiscono un sistema di

r-l equazioni nelle n-l variabil ~l ... $n~l. Si verifica immediata­

mente che questo sistema parziale è di Jacobi.

Col metodo usato per il sistema (6'), il sistema parziale può essere

ridotto ad un sistema di r-2 equazioni in n-2 variabili, e questo

sistema è anch'esso di Jacobi. Così procedendo si perviene infine ad

un'unica equazione in n-r+l variabili e questa equazione ha n-r

soluzioni indipendenti (n.4). Poichè questa equazione è equivalente al

sistema (6') si conclude che questo possiede n-r soluzioni indipendenti.

In definitiva:

Un sistema completo di r equazioni in n variabili indipendenti

possiede n-r soluzioni indipendenti.
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CAPITOLO I I

l. Premesse.

Sia
l r

q ... q Z. un sistema di coo dinate nello spazio e sia

( 1. l ì (q, ) Z ; <b(qz)

una trasformaz'one invert bIle.

Sia poi P (q z) un punto di una superficie regolareo - o o

Sn di equazione cartesiana

(1.2) f(qz) ; O

La relazione

~i o

af )(1.3) dz - i
O

aq I

p.dq ;

l af---
az

esprime l 'ortogonalità fra lo spostamento (dq,dz) tangente alla super­

ficieeilvettore (p.,-l).
l

La relazione (21, scritta nella forma:

( l . 3 ' )
,f k of. dq + _0 dz ; O
-dq~ az

sotto la trasformazione (l), che porta la (2) nella

(2 ' ) f (QZ) ; O

-
(dove f (QZ); f.qi~Z), z(<bZ)J,/,

diventa
r - r

_T aQ . T " Z) k . òf 'Q .T , Z
"Or --:;qk • --- dq + \.Qr --- + , dz = O

Z -:aK oZ 7

cioé
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( l .4) ~ dO r af
O+ -- dz =)Or aZ

ai' /
-

o anche,posto: P.
af

= -aQf --, aZ

(3") dZ - P.dO
i

= O,

Inoltre, se
g(qz) = O

è l'equazione di una seconda superficie
n n n

.' • e le S e [ sono tange~

ti in Po' cioè se

of I À~'I = ÀP: ; af
Ip

ag I D'D· = aQllP = D =- = À- Ip -, aq' p - , az az
o o o o

dalle relazioni

3f
aqi

i
dq +av

i
aq

= Di aQl< +
3Z

DaQ"i<

e analoghe, si ha, con notazioni ovvie:

D =.P' .. k k'

(i=l. .. n), p=-l

,

l

-n -n
e quindi le superfici trasformate S e L sono pur esse tangenti fra

loro.

2. Trasformazioni di contatto.

Ci si può porre un problema più generale del precedente. Sia dato in

R
n
+

l
un camoo di vettori covarianti p. = p.(qz), ,

Sia assegnata. po, la trasformazione, niD generale, della ( l ) .
(

JOi
i

z p)= ~ (q o = '" . ( q z p)..
(2. l )

l ,
)

IZ = ~(q z D) ( i 1. .. n)

-
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Si vuole sapere sotto quali condizioni la relazione

(2.2) idz - p.dq = O
l

implica necessariemente la relazione

(2.3) dl - P.dO
i

= O
l

In forza della (l) il primo membro della (3) è della forma:

(2.4)
i i i

dl - ~.dO = a d z + b.dq + C dp.
1 1 1

dove le a,b,c sono funzioni di z,qp.

In virtù della (2), la (4) si ouò scrivere

dl - P.dO
i

(ap.+b.)dq
i i

= + C dp.
1 1 l 1

l'i ndi pendenza delle
i

dp. , è nu 11 a solo seche, stante dq , se e
l

i
c = O

La (4) si riduce quindi:

(2.5) dl - p.dQi = a(dz _ p.dqi)
1 1

(sostanzialmente a è un moltiplicatore di Lagrange).

Se p. =~ dove f è una funzione delle ql ... qn, le (2) rappre-
1 aq 1

sentano l 'ortogonalità fra lo spostamento tangente alla superficie S di

equazione z = f(q) e il vettore (Pi ,-l)

Le p. sono allora funzioni di q,z e sostituendo queste funzioni
1

nelle ed eliminando le q si ottiene una equazione l = F(Q).

Le P., in virtù delle (3), sono ortogonali a questa superficie. E' evidente
1

che due superficl, tangenti nella rappresentazione qz. si mantengono tan

genti nella rappresentazione Ql.
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Una trasformazione (l), per la quale sussista la (5), è detta tra­

sformazione di contatto non omogenea.

Se nello spazio Rn+l si trattano tutte le n+l variabili simmetri

camente, conviene scrivere le (l) nella forma:

(2.")
i i

Q = ~ (qp ~ = l ... n+ l

. d d (n+l l'nolntro ucer. o uno componente f-l del vettore covariante p.

In questo caso il procedimerto già seguito porta a scri~ere la (5; nel­

la forma:

= a P. dQ i
l

e in questa conviene prendere a = l, cambiando per es. la scah c'e' ve,

tori P ..,

(2.6)

Una tra~formazione (l') che soddi s" i

p. dq i = D. dI) i
l 1

a relazione

è detta trasformazione di contatto omogenea.

La trasformazione non omogenea può pure essere caratterlzzata J> 1

(5) nella quale si divida oer a, e si ponga

o. p.
D • .1 -p. ~

_l
i a l a

Con cià si ha:
o dO i n+l

dq dq
)

= P
l o

n+lZ = q

(,=1."n).

Sostanzialmente non vi è quindi differenza fra trasformazionI di

contatto omogenee e Quel le non omogenee: si tratta di due descrizlon 1 dI

verse della stessa situazione, dove, nel primo caso, le variabili sono trar

tate simmetricamente, mentre, nel secondo caso, una variabile viene 150;atè

dalle altre. Tuttavia è conveniente trattare separatamente le 1ue fOI~le

della trasformazione perché le trasformazioni omogenee si prestano a una
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trattazione più semplice che può essere utilizzata per le trasformazioni

non omogenee.

3. Trasformazioni di contatto omogenee.

Si consideri la trasformazione (2. l )

(3. l ) Qi i o , . (qp)= $ (on) =i l

per 1a qua le sussista la (2.6)

. (3.2) 9. dQ i p.dq
i

=
l ,

Esplicitando mediante le (l ) si ha

k
i

k
i

(3.3) \( 3d> dq ad> do. ) p.dq
aq' + =

'j D . , ,. ,
Per l 'indioendenza dei differenziali

necessaria e sufficiente per la validità

3$k
(3.4) \ -aq' = Pi

idq ,dp.
l

di (3 )

Se l e •
k

non sono tutte nulle, la matrice

si ha come condizione

k

~k
)d>

O=,p.,
Qd>k

l è singolare.-
ap. I

l

Sia n-r i l suo rango. Allora fra le
k

d> , considerate come funzioni

('l = 1. .. r)

delle p, sussistono r relazioni non contenenti queste variabili. Tall

relazioni dipendono invece in generale, come è ovvio, dalle q.

l n l n
F (q ... q • d> ... $ ) = O.,

o anche

(3.5)

-
In base alla (2)

l n l n
F (q ... q ; Q ... Q ) = O,

2 l i dQkn differenzia i dq. non sono indioendent

Il numero dei differenziali indipendenti si ricava dal numero delle"
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Differenziando le (5) si ha

(3.6) ~ d i ~ dQi = Oaq l q + a(ll

con queste
i idq ,dQ .

La (2) è conseguenza delle (6)e costituisce

algebrico di r+1 equazioni nelle 2n incognite

un sistema

Es,i S tE:

dunque una combinazione lineare nulla delle righe della matrice del si­

stema:

(3.7) = O

Queste relazioni esprimono vettori p,P come trasformati l'uno

dell'altro.

Si consideri il sistema di n equazioni lineari nelle r incognite

(3.8) ~ Cl
aq 1 p = - p.

1

Il suo rango è r. Infatti il rango della matrice I:~ll è r in virtù

del secondo sistema (3.4) e quindi il primo sistema (7) ammette r solu-

zioni indipendenti 'l Cl
o . Le o indipendenti sono in numero di r anche

per il secondo sistema se e solo se

Risolvendo allora r

I~I è anch'essa di rango r.aql

equazioni del sistema (8) corrispondenti ad

un minore non singolare di ordine Clr , si ricavano le p che sono qui!:'

di funzioni lineari di r delle p. Introducendo poi queste espressioni

nelle restanti equazioni del sistema (8) si ottengono n-r relazioni

fra le qQp, lineari e omogenee nelle p. Accoppiando queste n-r rela

zioni alle r relazioni (5) e risolvendo questo complesso di n equazi~

ni rispetto alle Qi. si ottengono le .i. Ma poiché le n-r equazioni

(5) coinvolte contengono le

tengono le Il·l
solo per il

p., in forma lineare e omogenea, le Qi
l

tramite dei rapporti di queste ultime: le

con
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sono quindi omogenee di grado zero nelle p e cioé

(3.9) = O (i = 1. .. n)

Inoltre dal primo sistema (l): Pi = p" :~~. poiché le p sono

contenute solo nelle "p e vi sono contenute linearmente, si vede che

le ~.(=P.)
l l

sono lineari omogenee nelle p..
l

Perché il sistema ~.
l

ammetta soluzione unica la matrice

, i I
l~ deve avere rango massimo.: aqr,

Sotto questa ipotesi ricavando le ~ dal primo sistema (4:

1jJ. =
l

'a~ I i
Iaq-I

i

(II_H: indica che la
aql

ima colonna della matrice ; Hl!aqr è stéta sostitui

ta con la colonna delle Pi) e ponendole nel secondo si ha

l
,a~ I i

ali I
= O

ossia

= O

e questo è lo sviluppo,secondo la prima riga, del determinante.
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I

I
I l
I "
I_O_~_

I aqn

Di conseguenza si ha:

o

= O

(3.9)
kr

À
kr

À P = O
r

Il sistema differenziale

(3.10)

è integrabi1e se e solo se le sono simmetriche negli rl~dici. (La

dimostrazione viene lasciata

Moltiplicando allora per

come
~aq,

aqr

esercizio).

s i ha

aq,j a/ k aq,j ~m aq,
----aqK = À aqm aqkaPk

e analogamente
d<jJj ~

Àk m aq,j ~

~ aq,
aqK = aqK aqmaPk

Per la s immetri a delle À si ha sommando

(3.11)

che sono ancora condizioni di integrabi1ità del sistema (10). Le ;): "

sono dette parentesi di Poisson (PP).
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Siano date, viceversa, n funzioni J(qp). Si riconosce che esse in

dividuano una trasformazione di contatto omogenea se soddisfano le tre

b) la matrice

condizioni:

a) le ~ sono omogenee di grado zero nelle p:

~I è non singolareClq

c) le PP delle ~ sono nulle.

Siano infatti n soluzioni del sistema

d)
w
'k

= p.
l

per la b))

allora, essendo per le c)

i t
~.(~~)=O

l

si ha, usando le condizioni d) e a) e l a (4 ) :

i t i t t
~ )<1> Cl~ :':;1; Cl~

Ow ClqK- = 'l'. 'aqK = Pk =, i ClPk l ;'Pk aPk

ossia

(,' ,

l

= O'l'.
J

La condizione b) assicura che questo sistema possiede solo la solu­

zione nulla,

e quindi le 'l' soddisfano anche la seconda delle condizioni (3.4).

Si ha così:

Condizione necessaria e sufficiente perchè un sistema di funzioni

determini una trasformazione di contatto omogenea per la quale le

univocamente determinate è che siano soddisfatte le condizioni a)b)c)

siano
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4. Interpretazione geometrica.

Si consideri il caso in cui esiste una sola equazione (3.5)

(4. l ) F(q,Q) : O

E' conveniEnte introdur'e gl
- -n

e A(Q) E K .

spazi R
n

ed -nR dove
n

A(y) E R

la (l) é l'equazione di una varietà (n-l) dimensionale

Assegnata una n
pla

tutti i punti di

n
di valori qo delle q, cioé un punto AoER,

-n
-A c R :

:)

corrispondono. mediante la (1), a P. Volendo
Ao

scegliere, fra i punti di l: un punto determi na to, é necessario as-
Ao

....
sociare al punto A un vettore Poo

Questo si può vedere in base alla discussione fatta nel n° precede~

te direttamente dalle (2.1'). Le relazioni (2.1')

rOi
i

= $ (qp)
(4.2)

~ Pi
: ~ . (qp)

l

'-

quando sussiste la (2.6), implicano la (4.1). Ciò vuol dire che, posto

q : qO nelle (4.2). al variare delle p, le prime n delle (4.2) for

niscono la mentre la seconda pla
n fornisce certi vettori p app1icall

nei punti di Un punto particolare sulla varietà si ot-

tiene introducendo nelle (4.2) accanto alle q , le componenti di un
o

~

vettore p (aoplicato in A). In forza delle (3.7), che ora si riduco
O O

no a

(4.3)
aF

Pi : - ° aqi
aF

pi : °aoi
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~

nel Ao(qo' po) .i l vettore Po(qopo) è ortogonale a [ punto
Ao

In tal modo le (4.2) fanno corrispondere all'elemento (n-l) dirne.'::
n -

sionale (q,p) "v l c:R , l'elemento (n-l) dimensionale (CP)"V l c o

n- n- o A'

D'altra pérte la (l) fì cor~ispondere a

ovviamente passante per e se i n

~ una superficie

si applica proprio il

Ao
vetto

~

re P orecedentemente considerato, mediante le (2) si risale, oltre
o

una normale covariante

ha

i n A.
o

dalle (2) alla normale

La superficie

precedentemente conside-Po

(3) è ortogonale a

e diversa da [-.
Ao

p' che è legata

[­
Ao

dà luogo, mediante la (l), ad una superficie

anche al vettore
Ao

virtù delle

E .-A
o

Ao
contenente A

o
pur essa

Un altro punto A'E-

1\

rato. i; quale. in

che al punto

in

-
portata a fA in A'.

o

spondente ad un diverso punto di

E' ovvio viceversa che.

passano infinite superfici date dalla (l)ognuna corriCos ì per p
o

-"A
ad es .• per

ed aventi in A normali diverse.
o

A passano infinite superfici,
o

ognuna corrispondente ad un diverso punto di

covarianti diverse.

f- e aventi normali
Aù

~o
-- A'

A'
o
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(vedere l'identica discussione nel n° 5 del Cap. VI: tale di~,cussione

poggia sulla (3.12) dello stesso capitolo e questa formula è analoga

alla (2.6) del capitolo presente).

Sia assegnlta ora in qn una superficie S di equazione f(q) = O.
-n -

Ad ogni punto A € S la ( l ) associa in R una superficie EA Co-
o

o
me si è visto or ora, per individuare,mediante le ( l ) un pun';o partic~

l are i n
..

occorre dare un vettore p. Si scelga il vettore
o

e sia A il punto di
o

, Rn
ln una superficie

af
p = À aqi ..

'A corrispondente a p . A A corrisponde
o o

o
E- con la seguente proprietà: la normale aA

o

in A
o

ha la direzione di e quindi è normale ad S.

In tal modo che (2) associano al

famiglia (l) che è tangente ad S

punto A € S una superficie della
o

in A . Poichè ciò si può ripetere
o

per tutti i punti di S. si conclude che dalla famiglia (l), riguard~

ta come una famiglia di superfici negli n parametri O, si può estra~

re una famiglia parziale della quale ogni membro è tangente ad S in

un punto. La superficie S è quindi l' inviluppo di questa famigl ia

parziale.

Le componenti
af

Pi = À~ delle normali ad S sono funzioni delle

coordinate del punto di applicazione:

funzioni nelle (2) si ottengono le n

p. = p.(q).
l l

funzioni

Introducendo queste
i i [ -O = <t> .q, :) (q ) " Al

variare di A su S si ottiene allora una superficie S la quale,

essendo le q vincolate dalla relazione f(q) = O. è la trasformata

di S. Se ci si sposta su S si ha

dO i
i i

dqka<t> a<t>

-':~- )= (aqJ<" +
aPr aq

dove l e dq k l S . - t l' hsono prese ungo ,e Cloe sono a l c e
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i k
= P ~ dq

i aq'

Moltiplicando le precedenti per P. si ha
l

+ P. ~~ d k
l aP

r
aq q

i
Ma per 1e (3.4) è P. ~ O . P. a</>

°k= , aqK =l ap l
r

e quindi

(4.4) p.dQi i
O= p.dq =

l l

- dQkDetta f(Q) = O l' equazi one di S, poichè le sono spostamenti
-

tangent i a S, le P. che per le (4) sono ad essi normali, sono del ti po
l

P.
af= waqil

Si scelga ora su S un punto A e sia
o

-n
Si prenda i 1R . ancora su LA runto

o

of I
'q l ! P .

o

come si-
"L ,

Ao
corrisponde su

L la solita superficie in
Ao

A corri spondente a p =,o i -

af I(Ao ' aql )
o

SAllora all 'elemento di

è detto in precedenza l'elemento (A ,P.
o l

af
= w aQi). Perciò le normali a

e ad S sono parallele e le due superfici sono tangenti in

A . Ripetendo ciò per tutti i punti di
n

-
S, si vede che questa superficie

è invi1uppo di una famiglia parziale di superfici -n
L C R , appartenente

alla famiglia di superfici (1) negli n parametri q.

E' evidente la silTl11etria fra gli spazi R
n -Rne .

Se le equazioni (3.5) sono in numero di r, esse definiscono una varie

tà ad n-r dimensioni. Quindi un punto A€ Rn ha come trasformato un

-n -
R tutta una varietà (n-r) dimensionale Lp(n-r). Preso in A un
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vettore covariante p., le n equazioni Oi = ~i(qp) individuano su
l

- n-r
LA un punto determinato A. Le restanti equazioni Pi = Vt(qp) as

soci ano in A
- n-r

su [A i n A

--n-r
una normale covariante a Lp :infatti ogni spostamento

aF .
soddisfa alla relazione -aqi d0 1 = O )ssia

a ~ dÒ i
O; di per le (3.7) è P_dO i O. Perciòp = conseguenza =ao 1 l

- n-r
? è, come si è detto, normale a Lp

l

in un punto opportuno di questa.

in ogni suogo delle p si pongano le

f(q) = O
i

= ~ (qp), i n l uo

e deter

s,

assegnata una superficie

f(q) = O (dove nelle Oi
af-aqt calcolate su S), la

- n-r
punto, è tangente ad una

Come per i l caso r.; l ,

minata la sua trasformata

Infine una discussione analoga si può fare partendo, anziché da una

superficie S assegnat3 di equazione f(q) = O, da una varieta ad UrI

numero minore di dimensioni, dato da s equazioni

f.(q) = O
l

(i=l ... s<n).

In tutta la discussione precedente è fondamentale il fatto che le

non arbitrari, ma appartenenti ad una L.

•• come funzioni delle

implica che, fissate le
_ Oino punt l

D, siano fra loro dipendenti: tale dipendenza
i

q nelle (2), al variare delle p si otteng~

5. Proprietà delle trasformazioni di contatto omogenee.

La discussione precedente può essere invertita: si ricon0sce in tal

modo che l'esistenza delle varietà F del n° precedente ha un ruolo
"di condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza di una trasforma

zione di contatto omogenea.

Siano assegnate r equazioni:

(5. 1) F (qO) = O
a

(ù = 1. .. r)



- 46 -

e si supponga che le F, come funzioni delle q, siano indipendenti. e

l· aaqFalcioé il rango della matrice sia r.

In corrispondenza ad ogni npla di valori delle O, le (l) sono le

equazioni di una varietà ad n-r dimensioni. Per individuare le norma-

li a tale varietà, si osservi che, indicando con dqi (i = l .... n)

uno spostamento tangente a queste varietà, la normale deve soddisfare

alla relazione:

(5.2)
i

P.dq = O
1

In altri termini il vettore di componenti

al vettore di componenti dqi tutte le volte

sfa alle relazioni (l), ossia alle relazioni

p. deve essere normale
1

che questo ultimo soddi-

(5.3) (ù'=l ... r)

o ancora sotto la condizione che le dqi siano legate dalle (3). Appl~

cando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange si vede che i vettori nor

mali alla varietà sono tutti e soli della forma:

(5.4) p. = À
1 ù,

Le n+r

incognite

equazioni (l) e (4) costituiscono un sistema nelle n+r
l nO ···0 , À l ·· .\. Poiché valori arbitrari delle ,forniscono

sempre normali alle varietà (l) è chiaro che tali parametri non hanno

un particolare interesse e conviene eliminarli fin dall 'inizio. In effet

ti il sistema (4) è equivalente al sistema di equazioni ottenute ugua­

gliando a zero i minori di ordine r+l della matrice
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aF l aF l

l naq aq

aF aFr r
l n

aq aq

Naturalmente delle n
( ) equazioni che in tal modo si cttengono
r+ l

sono, con notazione ovvia, della forma:

interessano unicamente quelle alle quali si perviene uguagliando a ze­

ro i soli n-r minori contenenti un minore di rango r della matrice

:aFa I l . ..,-, : ta , equaZ'Onl
,3q !

<lF l 3F l aF l-
;q'l aqi r k

aq

aF :JF aF
(5.5) r r r O (kiil,· .. i r )=

aqi l i k3q r aq

Pi Pi Pkl r

e sono

~ l (qp)

pertanto lineari omogenee nelle p. Ogni eventuale soluzione
n... ~ (qp) è quindi omogenea di grado zero nelle p.

Il sistema (l) (5) è risolubile rispetto alle Q se le F
)

sono

indipendenti come funzioni di tali variabili cioè se la matrice

1&1laO'I •

(5.6)

ha rango r. Queste soluzioni siano:

Q' i ( )= ~ qp
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Riintroducendo le (6) nelle (l) si ottengono delle identi":à. Deri­

vando queste identità si ha:

(5.7) ~+~
aq' aQk

k
a~ - O;aq' -

k
a~
-= O
ap.,

Sostituendo le (6) nelle (4) si ricavano certe funzioni A

Cl
Posto

(5.8) ~. = - \
, Cl

in virtù delle (7) soddisfano le seconde dellesi vede che le

(3.4) e quindi

~.,
le funzioni i

~ ~. individuano una trasformazione di con,
tatto omogenea.

La condizione sufficiente perché ciò avvenga é che il sistema (l)

(4) sia risolubile rispetto al complesso delle variabili Q,À, cioé

che la matrice

O ••• o

3F aFr r
O O-- ...

aQ l aQn

a2F
?

(5.9)
a F aF l aF

Cl Cl r
\ --- \ = ~

Cl l l Cl l n l laq aO aq aQ aq aq

2
a2 Fd F aF l aF

a Cl rÀ -- \ ---
a n l

Cl aqnaOn n naq aO aq aq

abbia rango n+r (per ogni valore delle \, cui valori numerici
uplacome si é detto, sono irrilevanti, perché ogni loro r individua
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una normale alla varietà (l)). D'altra parte come si vede da uno svi­

luppo esplicito. il non annullarsi della matrice (9) implica che le matrici

I aF I
I--~I abbiano entrambre rango r.
, aC k

In conclusione:

Date funzioni di 2n variabili Qi i
tali che la matrir F e q

" -

ce 6 data dé 11 a (9) sia non singolare sulla varietà F = O per
a

tutti i valori delle l" le equazioni (6) e (8). individuano una tra­

sformazione di contatto omogenea.

Per una trasformazione di contatto (2.1') le condizioni precedenti.

relative alle (3.5) sono necessariamente soddisfatte. Dalla simmetria

della matrice (9) segue che. scambiando il ruolo delle q e delle Q

nella discussione del presente numero si ottiene una trasformazione di

conta tto

(5.10)
l

q = <t(QP) p. = 0/ .(QP)
l l

Questa trasformazione è l'inversa della (2.1'). come è evidente.

Inoltre orese due trasformazioni di contatto

p. = ~. (QP)
l l

i ~ i (QP)q =

i i
( = n (qp)

dalle relazioni

p.dq i p.dQi= e
l l

~i

i
~.d ~

l

= o. (qp)
l

i;; p.dq
l

segue
p.dQ i = ~. d (i

l l

e quindi anche la trasformazione PQ ~ ~ ~ è una trasformazione di con-

tatto.
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Poiché la trasformazione identica Qi: qi;

te una trasfol'mazione di contatto omogenea, il

P. : p. è certamen­, ,
complesso delle tra-

sformazioni d' contatto omogenee ha le proprietà:

l) la composi::ione di due trasformazioni di contatto è una tl'asforma

zione di c Intatto

2) ogni trasf..rmaiione di contatto ammette una trasformazionE! inversa,

che è pur ,!ssa una trasformazione di contatto

3) esiste la:rasformazione di contatto identica.

Di consegul!nza il complesso delle trasformazioni di conta:to omo­

genee in 2n variabili costituisce un gruppo.

Naturalmen:e Der la trasformazione (10) si hanno le analoghe delle

(3.4)

k i
(5.11) o.

aq
: Pi ~- O-Ql< Pr =, , aP k

Derivando le prime rispetto a Qj si ha

i i
ap i aq ap. aq,

O-- :

aQj aQk aQk aQj

o, indicando i 1 primo membro con (Qj. Qk)

(5.12)

L'espressiJne iQj ,Qk) è detta la parentesi di Lagrange (PL) delle
j kquantità Q,Q.

Dalle seconde delle (11) si ha analogamente:

(5.13) : O

Infine

a11 e Qk

derivando le prime

sottraendo (l).

rispetto alle P.
J

e le seconde rispetto

(l) osservare che nelle equazioni delle PL la covarianza é rovesciata.
Infatti le PL sono soltanto dei simboli.
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Per 2n funzioni
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k
{P. ,Q l

J

l 2n
u ... u fra loro indipendenti, si hanno le

auo i api, o k~ au
aqt = 6 k -- = 6.au1 aua aPk 1

i o o
~ au

O
api au= = aqkauo aP k auo

e analogamente

oau
aq"

aq'
--+

auB

oau
dP
"

Usando queste relazioni è facile ricavare la relazione che sussi3te fra

le PL e le PP dalle 2n funzioni u. Si ha, scrivendo esplicitamente

le somme:
n o g o 'I

o~l(u u ){u u} =

dU
8 au" au8 ~

aqK - aqr ap
k

)( auo
aq"
au~

=

e aqc au8
[( au K ~ 6") 6

8= 6 + dqK =aQl< auY Cl auY K 'I
K"

cioè

(5.15) (
o 8. o 'Il 8u u j{u u = 6

'I

S . h 3 Q8e per es. s1 a u = , uY = QY , la somma precedente vale

u = Q' si
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ha rispetto

[ Cl B et (P ,QB){p ,P }j OE (Q ,Q ){Q ,P-fl+ =
il a Y

e

[l(Qo ,Pg){Q",QY} • (P ,P ){P ,QYìl = oY
o B Cl • B

Utilizzando l: (12),(13) 2 (14), le ultime tre relazioni diventano

(5.16)

Queste relazioni, assieme alle (12),(13 e (14) sono fondamentali:

esse non sonc però caratteristiche delle trasformazioni di contatto

omogenee (vecere il n. 7).

La PP goce di una proprietà notevole e di grande util ità. Date

tre funzioni f 9 h delle q, p slIssiste l'identità, detta iden

tità di Jacot i:

(f(g h)) + (h(f g)) + (g(h f) = O

che si può d·mostrare con un calcolo d~rp.tto.

Infine è ·mportante la seguente proprietà delle PP: la PP di una

generica coppia di funzioni è invariante sotto trasformazioni di con­

tatto omogenee(anche per questa proprietà v. nO 7): infatti se u(qp),

v(qp) sono due funzioni delle q.p, si indichino con u(QP) v(Q P)

le loro trasformate sotto la trasformazione di contatto qp ~ QP e

cioè le funzioni

u[q (QP) •p(QPn - ii (QP); v[q (QP) .. p(QP)] _ v(QP)

A11 ora è

..
av- -aP.

l

..
au
aP.

l

-av
aQ l =



- 53 -

av
. ( acjK --iEk ) + (

aP.,
k

au aq au an,) (:-=t< - + - .::.u.-
aq aP. aPk aP., ,

che prova l 'a 1 fermazione fatta.

Come ultimi conseguenze della invarianza della PP sotto TC convie

ne menzionare alcune semplici relazioni che sono utili in dinamica.

Le uguaglianzl

. k i k
(O' ,q )qp = (O q )OP

in termini espliciti si scrivono

e infine

kaq
~= ­aq

kaq
aP

s

(5.17)
kaq

aP.,
In modo ana l 0'l0 si riconosce che sussistono le relazioni

ò Pj
k aP' aO iaq

~~ --22.k(5.lì' ) = aQf ~= - aqK =:;Pk aO aP.
I

6. Trasformazioni di contatto non omogenee.

Come si è 'I i s to nel nO 2, se nella relazione

(2.6) P.dq i p.dq i
=

I ,
si pone Pn+l = -l

si ottiene un3 trasformazione non omogenea

r Oi i l n+ l
Pl ... pn)I . = <j> (q ... q ,

(6. l)
I,
~ l n+l
I P. = ~ . (q . .. q , Pl ·· .Pn)
I

, ,
...
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caratterizzata jalla relazione pfaffiana.

(6.2) p.dQi
l

: p dqet _ dqn+l
et

( i: l ... n+ l )

(et= 1. .. n)

Da 11 e (l ) si ha:
i l

i i
l

0/ . (
3<P dq 3<P d et + 2-L dp ) dq "

aql + aqet q : + p dq
l ap et et

et
da cui

i i i
(6.3) w

a<p
l ; 0/.

a</> p "

d<P Daqh+l : - -: --:, i l aqet et i 3p
et

Queste equazioni si possono ottenere dalle (3.4) ponendo Pn+l
: - l :

ciò prova esplicitamente che una trasformazione di contatto non omogenea

si può ottenerE da una trasformazione di

P - -l. Georretricamente la variabilen+ l -

contatto omogenea ponendo
n+ l

q è trattata diversamente

dalle altre, ccme nel caso in cui si scrive, ad es. l'equazione di una

superficie nella forma z: f(xy) anzichè nella forma f(xyz): O

Viceversa, se nelle (3) si pone

(6.4) P P, /0'
et: et' n+ l

si ha indicando con la funzione i
<P (qp)

(6.5)
i

: ~
ap

et
(non sommare su a):

~ usando quest'ultima:

( 6 . 5 )
a <P ' i ~ a Pa iL. p' ...2.n.

,
::...c_'il=( o )

o <l
: : '. p , 2 : --1'1

ap' l ap ap' a p p' GP , -. ~p'n+ et n+l et n+l n+ l ~
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Moltiplicando la prima delle (3) per -p' l e osservando che èn+

i
a~

----aqK =

(6.6)

a~ , i

aqk
s i ha

-o I !.t' •
o n+ l l

~1oltiplicanco poi per -P~+l le seconde delle (3) si ha, usando le (4)

(6.6' ) - D I "}

o n+ l o i = p'
C<

Moltiplicanco infine per -P~+l le ultime delle (3). oppure usando le

le ultime delle (5) si ha

(6.6") = O

Infine dalle seconde delle ( 5) si ha

D'
_?1l 1 i ;1J; 1 i

= - p ---
n+l a ' 3pPn+l

o,
C<

e moltiplicando oer"i e tenendo conto delle ultime delle (3)

(6.6''') o = p ~.
Cl ,

Introducendo le funzioni

~~(qp')
l

, l n+ l
= -p l~(q···q ;n+ l

D'_o.L
Pn+l

le (6),(6'),(6"},(G"': si possono scrivere



- 56 -

(6.7)
i d$ ! i

\v'
)0

o' \fil Oaqr = , =
l 'k aPk

Le (7) mostre no che la trasformazione di contatto

è omogenea.

E' ovvio che se si passa dalla trasformazione o~logenea ad una ncr. omog~

nea, col proced-mento ora descritto si ottiene la trasformazione omogenea

di oartenza.

n+ì=-dq +pdq'
o.

moltiplicandcl0 Jer-p'l' si han.,.

, . l--, l,,·oq
n- l

, d n+ l
= pn+ l q

e questo pfaffi,no è relativo a una trasformazione di contatto omogenea

Naturalmente è

P. = " (qp) = - o' •
l i ' n+ l i

, i
= i ,:,tD I

:--.qKI ~ O

e deve essere puce

fe O

La dimostraz one di questa ultima proprietà viene lasciata come eserciZlO.

Conviene ora scrivere le (5.12),(5.13).(5.14) esplicitamente per i~ caso

non omogeneo A tale scopo basta utilizzare sistematicamente le (5: e le

analoghe:
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o~J o ( , ~) -~
, (~ oPa l::= = - pn+l - oPoP' oP' Pn+l i n+l oP'

n+1 n+l et n+l
OW'

(6.8) = -~ +p ~n+ l et oP

I

o~ , i l O~" o
= l

op' D' op

l
o "n+ l et

Servendosi di queste, si trova:

o (,p'i,p'k)
o,p,i o,p'k o,p , i o,p , i

= = ---aqI oq1 =
qp' op' :.p'

1 1

~Li ò,p,k
+

o,p , i o,p'k o,p , i o,p,k o~ , i o,p,k
= òqn+l - oqn+1op' oqet 00' oqet oP' Cl 'et ' n+ l et Pn+l

Utilizzando le (5), tenendo presente che

nuova parentesi, si ha:

P, f O e definendo una
n+l

o anche

io,p
op

a

o,p ~
-- +

op
et

ò,pk
op

et

i
o,p

= O

r i k
J(6.9) I.,p 4> =

Analogamente

~
op

et

k
04>
oqn+l

__ o,p k
op

et

i
J,p ) O
oqn+ l =

( W' ""') =(_
" i k qp'

~
op

et
) -

o~'.( -~ + -'-"- p )
k oD et"et

o~n+ l
oqet P'n+l

ossia appl icando la definizione data dalla parentesi [J :
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e analogamente

(6.11)

Come per il :aso omogeneo, si riconosce che n+l funzioni i
~ soddi-

sfacenti ad opp)rtune condizioni, individuano una trasformazione di con

tatto non omoge1ea.

Siano
i 1+1 funzioni soddisfacenti le seguenti condizioni~

a) I
d</>'

Idq~ F O

b) [ </> i </> k1 = O (eqq. (9) ) .

= - l0/,
1

Si risolva i] sistema di equazioni

d~i
dqn+i

(6.12)

0/.
1

= p
Cl

Questo sistema lineare di n+l equazioni nelle n+l i ncogn ite "
i

~er a) è risolubile con la regola di Cramer.

L'unica soluzione di (12) soddisfa inoltre alle ultime delle (3).

(6.13) 0/.
1

= O

; O •(0/ ,
1

+ D

'"

iInfatti, poiché le </> soddisfano le (9), moltiplicando queste ultime

e sommando su i si ha:per 0/ •
1

i
0/.

d</>
1 ap

Cl

L'ultima parentesi è nulla per le (12). Resta quindi:
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~
k k

(6.14)
a~ a~

= O'l'. -+ p aqn+ I)l ar aq" "" i
Questo è ur sistema di n+l equazioni nelle incognite: 'l'.

Hn
l ap

"
e basta dimostrare che esiste un sistema di n equazioni estratte da

(14) aventi la sola soluzione nulla per concludere che le (13), cioè le

ultime delle (3), sono soddisfatte. (Ovviamente valori tutti nulli delle

incognite sodcisfano anche l'ultima equazione). Ciò equivale a trovare,

I
a~i

,

nella matrice a n+l righe ed n colonne + p a~'

aq" aqn+l un
"

minore di ordine n non nullo,

Risolvendo le prime n+l delle (3 ) si ha:

l k-l k+l
n+l

ad>
ad> ad> a~ aql-p aqT aql aqll

a,,1 (-1/
l k-l k+l n+ l

(6.15) a~ a~ a~

~q I
w - a~ aqz aq2 aq2'k -pz aqz

l k-l k+l n+l
- l

[i4J a<l> a~ a<l>

aqn+1 aqn+l aqn+t aqn+ l

1
Ponendo "

J~

i
a~
-'[
aq

si ha,sviluppando il membro destro dell 'ultima

riga ( ( k) indica l'assenza dell a colonna delle ~ , )
k

l n+l I. (k) n+ l
( k)

"l" '</>1 -p <l> !. , . ~ ll
l

- $ ... . • . •
~+ l

l
~. .

n+l
n+i

'$

n+ l

-p
n

2
<l>.
n

n+ l
. d>

n
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l 3 n~l
( k) I n+1 ( k) l Z n+1 ( k ì

-p ~l ~l""~l ~ l' ..~ I P1 ~ n+1 ~I ... ~ I1

z
+ ~I + = + +

(6.16) -p
n

3 n+1
<Ii ••• <b

·n n

I n+1
<b . . . <b

n n

z n+1
~n .. ·$11

l 2 3 n+1 (k)

<bI P1 ti <bI ~I

+ + ...

l Z 3 n+1
~n o <bI <Ii <bn'n o

Si può notare che questa è una somma di matrici di ordine n aventi a

due a due n-l colonne uguali: le colonne diverse contengono(tranne che

per la prima matrice) le P1' .. Pn' Per es. le orime due matrici hanno solo

la prima colonna diversa. Sommandole si ha:

Questa matrice differi sce ora dalla terza matrice che compare nella (16)

per le sole prime due colonne. Si può però osservare che, se si scrive

1 z z 3 n+l
(lI + P1<P n+l <bI + Pl~n+l <bI <bI

(6.17) . . . . . . ... . . . . . . . . . .........
I n z 2 3 n+l

q>n + Pn<b n+l ~ + Pn<li n+l <bn <bnn
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si ottiene effettivamente la somma delle prime tre matrici nel1 'ultimo

membro della (16). Infatti ;crivendo la (17) come somma di matrici, si

ottengono, oltre alle prime tre matrici (16), anche la matrice

2

~r+l ~n+l
p

~1 ......1
'n

che ha determinante nullo p~rché ha due colonne uguali.

E' chiaro allora che, se si procede in questo modo, la somma delle

n+l matrici (16) può essere scritta come un'unica matrice

(6.18)

sposte dei rr.inori di ordine

Fra l e soluzioni w de l
i

essa w é diversa da zero e, k'

(14) ha determinante non nullo. Perciò sussistono le (13).

Si conclude che se le ~i soddisfano le condizioni a) e b) esse indi

viduano una trasformazione di contatto non omogenea.

Appendice al n. 6.

Nel caso in cui la (6.2) sia data esplicitamente nella forma (2.5)

(6.19) i idZ - P.dQ = a(dz - p.dq )
l l

(i = l ... n)

ci si riconduce alla (6.2) scrivendo:

D • 1 i
- -- dZ + .-:-l dQ = - dz + dqa a pi

dove ora z ha i l ruo lode 11 a
n+l

q nella (5.2).
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Posto

~ ;;; - --
, n+ l

si ha la forma :2).

p.
~. - ~, a

Le (9),(10) = (11) si tr ducon) facilmente in termini delle ZOP.

Per O,Z si hò direttament

poiché le funzioni <I>,</> i che compaiono nelle (2.1) sono della stesso

tipo del caso precedente.

Analogamente usando le (10) si ha:

l'P P J=
- Cl B

'~ .,,8
! =w -, n+ l

l r .
2 L~ ~ l

~ Cl B-
n+l

w J
n+l

+ ---'!'.a...-'., n+ l

- ,
1~11I

" ' B'
n+l

=

=(per le (10))=
l ò~

-o-(~ ~­
'r Cl òZ

n+ l

ò~Ci)
~B az

_~ (~ 3~n+l

~ l Cl azn+
.'_ w --'..Jl... )

. n+ l ~z

w
"

(~ n+l
,

w~

, n+ l

dove ha i l ruolo di n+l
z q

Inoltre:

a'l'B _ òo/n+ l
òZ ~B::lZ = O

I~:') - o6ì =
'n+l

(
(,

... é +.
~n+l p ),

30"
a2 )+

6
5 '" .6

= + 'O. o
~

n+l Ci ~ n+l
n+l

se CiF B e B F n+l risulta

Se Ci=B F n+l si ha:

- BlF'O! =0
Ci -

=

[p ()Cil = _
Ci •

l
0/

0

= a
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Se, infine. aiB = n+l s i ha

[p z]
a

.,
= -r ;;

n+l
aP

CL

Raccog l i endc

r [ZOa] = rQaOB] = [P P ] = O , [P QB] = ao B

I - a B a CL

(6.20) <l [pz] aP

I
=a a

,

7. Trasformazioni di contatto non omogenee ristrette. (Trasformazioni

canoniche).

_ n+ l n+l n+ l l n
e della forma ~ + q + ~ (q ... q Pl"'Pn)

qn+l, la trasformazione di contatto è detta "ri

n+l
~Se la funzione

CLe le ~ non contengono

stretta" .

Sono di questo tipo le trasformazioni canoniche della meccanica anali-

tica. In seguito si userà sistematicamente l'espressione trasformazioni

canoniche (T C )

La relazione (6.3)

(6.3)
i

"a~ = l ~. i aqn+ l - ; i
i

a~

aqa = p ; ~,
a l

i
a~

ap
a

= O

=~ n+l
cioé= - 1~n+ l

n+l n+l n+l (l n
si scrivono per ~ + q + ~ q ".q ".Pl" .Pn):

n+l
a~

aql

a~B n+1
a~B n+l

w ~
a~ cioé ~B - ~

a~= p = P'8 aqa n+l aqCL a aqa a n+l aqa

8 n+l
a~8 n+l

0/
a~

0/
a~

O cioé a~-+ = 0/ -- = - 0/
S ap n+l ap 8 aD n+l apa Cl 'a a
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o i nfi ne

( 7. l ) ~ n+ l
; -l

, S
'r ,4>S -~ ;

n+l
+ it­

P" aq"

l ' d' d . d n+lDa questa segue che e ~ sono 1n 1pen ent1 a q

Le (5.9) si scrivono

k ~
; (4) 4> )+p (

"

i
a4>
ap

"

k
a4>
aqn+l ; O

Per k, i ~ n+1

relazioni:

è
k,~

a4>
aqn+1 ; O e quindi le precedenti si riducono alle

Si ha inoltre

r n+l S] (n+1 B) _ P (,G> ,4> ; 4> ,4>
"

n+l
it­
ap

"

n+ l
a4>
aq l

; O

ed essendo
n+1

a4>
aql = l, resta

Dalle (6.10) segue

[ ~ ,~ k1 ; ~,
1 1

essendo le ~
n+1indipendenti da q Poiché inoltre

l'~ '~kJ ; ('Uk)+P (
. 1 1"

si ha infine

a~i

aqn+l

Dalle (6.11) si ha poi,come sopra:
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(i # n+ l )

e quindi

( n+ l)
\~ (i = n+ l )

( ~+ D
'B aD

'B

n+l
a~

aqn+l -

n+l
a~

ap
Cl

=

n+l
= 6 + ~

Cl Cl

e infine

Raccogliendo

n+ l
a~

aqn+l = ~Cl

- D
'8

(7.2)

(~ ,~ )
Cl B

(n+l B) a~B
cl> ,~ = p~

~ ap
Cl

( n+l ) aw~
~ ,~ = ~ - p ~

Cl Cl 8 ap
Cl

Sicché per le Te le (6.9),(6.10),(6.11) si riducono alle (7.2). La prima

riga di queste relazioni coincide con le (5.16) e mostra che le più ge­

nerali trasformazioni di contatto, per le quali sussistono le relazioni

di commutazione, sono le Te. Si riconosce facilmente che anche l'invarian

za delle PP di due funzioni sotto Te sussiste come per le trasformazio

ni omogenee.
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Ricalcando il procedimento del n° 3 si riconosce che:

Se l e " (" = l ... n) sono n funzioni, fra loro indipendenti,

delle l n
q ... q ,Pl' .. Pn' soddisfacenti le relazioni:

" B(~,~)=O

n+l
e ~ una qualunque funzione di soddisfacentt le

relazioni

l e equazi oni

( n+ l B)
~ ,~ = P"

~
ap

"

(7.3)
n+l

q
n+ l

+ ~ = 0/

"
dove le 0/ sono univocamente determinate dalle (6.3), determinano una

TC per la quale

p dO n+l + P dO" =
n+ 1 a

d n+ l d U- q + p q
"

cioé, essendo

e infine

(7.4 )

p = - l :n+ l

dO" d" d~ n+lp = P q + ~

" "

"P dq
"

Questa relazione caratterizza le TC.
n+l "Viceversa, essendo ~ funzione delle variabili q p , si ha dalla

"(7.4):
n+l

a~~a4> + P= - p
aq" " ~ aq"

n+l
~a4> p=ap y ap

" "
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e da queste si ricavano le ultime due righe delle (2).

E' facile riconoscere, infine, che se sono date 2n funzioni

soddisfacenti le relazioni che compaiono nella prima riga delle (2) è
n+lpossibile determinare una funzione $ che soddisfi le restanti rela

zioni (2).

Dalle (6.3) si ha infatti:

(7.5)
n+ l

a$ = •
Y

- p ;
a

n+l
~ = ~
ap l

a

Se l e a
$ , ~

a
sono date, si può dimostrare che le condizioni espre~

se dalla prima riga della (2) assicurano che
n+lsiano le derivate di un'unica funzione, $

no. Si ha infatti con calcolo diretto:

i secondi membri delle (5)

e cioè che le (5) sussisto-

y

eh H' a2$'a
(~

H'
Pa)aqS -- - = -'- -- + ~ aqaaqSl aqa aqS aqa l

a
(~

a$'
DS)

a~ a$Y a2$'
aqS - = ::..:..::t- + ~aqa Y aqa aqS , aqaqB

e sottraendo

a
aqS ( ) - ( )

essendo S a(q,q}la PL delle q rispetto alle $~.

Analogamente si ha

a Y
H Y

(~ ~) a
(~ O- -- = (PaPS) =

aPs Y ap ap Y aPSa a

e infine

a$' _ 2a
(~ pa) ~ a$y a $' - 6= + ~ aS

aPB Y aqa aps aqa Y aPBaqa
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a a.p Y a'l'y é.pY
'l'

a.pY
aqll(\ ap

8
) = --,

aqll 'P Y ap
8
aqCl, 8

e sottraendo

Cl Cl
6

8 = O(o8 C! 1 6 = 6
8

-
c8 Cl

(Le PL sono nulle in virtù dell 'ipotesi che si annullino le P.P.).
n+1

Esiste quindi una funzione.p soddisfacente le (5): in definitiva

tutte le (2) sono soddisfatte e pertanto le 2n funzioni
Il.p '!' sodd i

>

sfacenti le relazioni canoniche delle PP, individuano una Te.

Questo risultato sarà usato a proposito dei gruppi di funzioni e, in pa~

ticolare, nel caso degli integrali primi del moto.

Se le 8 omogenee di grado nelle.p sono zero, p
Cl

una trasformazione omogenea. Infatti si consideri il

si deve ottenere

sistema

( n+ l B) O
<P ,lP = (8 = 1. .. n)

Date le <p 8 questo è un sistema differenziale lineare e la identi

tà di Jacobi mostra che esso è completo: esso possiede quindi 2n-n = n

integrali indipendenti. t4a le <p 8 sono già n integrali in virtù delle
n+l

relazioni di commutazione. Quindi <P è funzione delle <p 8 . Le (4) dan

no in questo caso

a<p 8 n+ l 8 a.pB
f

a<p ò.p
'l'= P ,

8 òq()
a~B òqCl Cl B òp

Cl

ossia
n+ l 8 n+ l

( .., ò.p
)

ò<P : . ('!' -
ò.p- ò.p B paqll ,
ò<p 8B Cl B

= O

Queste relazioni sono le (3.4) quando
n+l

ò.p
ò.pB

si ponga

e quindi la trasformazione è omogenea.
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Si torni ora alle (3). Se
3~a Il O eliminando le PB dalle re-
3p

a

lazioni Oa a e sostituendole nella On+l n+l n+l
si ha= ~ = q + ~

( 7. 6) ~. n+ l = On+ l _ qn+ l l n l n
w = F(q ... q , O ... 0 )

questa funzione in dinamica è detta generatrice della TC.

Più in generale se il rango della matrice I :~~ ~ è n-r esistono,

l n l n
oltre alla (6) altre r-l funzioni F (q ... q ; O ... 0) (a = 2... r)

a
tali che le equazioni

(7.7)

sono conseguenza dell 'annullarsi di

(k = 1. .. r)

Come nel caso omogeneo si ricavano le relazioni:

3F
3qa

a
- o 3Fc. '

3qa

che si riducono alle (3.7).

(7.8) P =
a

3F
30a

3F
3qa

se la matrice ha rango massimo.

Come nel caso omogeneo e nel caso non omogeneo generale, le trasforma

zioni non omogenee ristrette formano gruppo.

Siano allora qo ~ pn e OP ~ qp due TC. Dalle relazioni

n.d ~
i i

+ d wl (q~)= p.d q, . , .

P.dO' p.d q
,

+ d w2(qO)=, ,
sottraendo a m a m si ha

P.d Oi = ~. d ~ i + d(w 2 - Wl ) •, ,
Dett~ quindi w la generatrice della trasformazione ~n ~PO, si ha
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W=W 2 -W 1

dove naturalmente la funziore w va espressa nelle variabili 4,0.

A tale scopo, poiché w2 dipende dalle q e dalle O, mentre w!

dipende dalle 4 e dalle q, basta esprimere l e' q

4 e de 11 e O,

Dalla TC di generatrice wl

i i
hi (o n)q = a (pn) p. =

l

e dalla TC di generatrice w 2

in funzione delle

Oi i ( )= c qp , P. = d.(qp)
l l

si ottiene per sempl ice sostituzione la TC individuata da w2- vi

Oi -i - i
= c (o o) P. = d (or,)

l i
Invertendo le prime n di queste si ottengono l e ,( pO ) che sostitui

. i
~ otte nelle a' (00) forniscono le q in funzione delle

Come caso particolare della discussione ora fatta, e come del resto è

ovvio dalla (4), se una TC ha generatrice w, la TC inversa ha gener~

trice - w.

In dinamica hanno un ruolo fondamentale le famiglie ad un parametro

di TC. In generale una famiglia ad un parametro di trasformazioni di

contatto

(7.10)
i

$ (q P t) P.=~.(qpt)
l l

é una famiglia di trasformazioni tali che per ogni vòlore di t (in un interval

lo opportuno)la trasformazione precedente è di contatto. In partico-

lare se le (la) sono trasformazioni canoniche, per ogni valore di t

esiste una funzione generatrice della corrispondente trasformazione. Esi­

ste dunque una famiglia di generatrici, ossia una funzione F(q O t). Poiché
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per ogni t = t la trasformazione è canonica, sussiste la relazione
o

aF d i +aqr q

aF dt (l) si può scri vere
at

i aF
= Pidq -~ dt + dFp.dQi,

i i
P.dO = p.dq + dF/ t t,., =

o
denota l'espressionedF/t=t

o
togliendo

nella quale

Aggiungendo e

dove ora dF indica il differenziale totale di F nelle 2n+l variabili

qQt. Questa relazione è fondamentale in dinamica.

8. Trasformazioni di contatto infinitesime.

Si consideri ancora la famiglia ad un parametro (7.10).

Il caso più interessante è quello in cui (7.10) costituiscano un gru~

po ad un parametro (nel oarametro t)

corrispondente alla identità, cioè:

sia t = O il valore del parametrt

l i
q = ~ (qpO) ; p.= '.(qpO)

, l

La trasformazione corrispondente ad un valore ot piccolo del para­

metro è:

(8. l ) P. = p. + c,ot
l l

Si cominci col caso in cui le trasformazioni siano omogenee. Introdu­

cendo Te (l) nella (2.6) si ha:

k ia( a'(8.2) O ~ O.n. + Pk aqT< = Pk =, aP k
Se si introduce l a funzione

(8.3)

(l) Si supoone F di classe opportuna in tutti suoi argomenti.



- 72 -

si ha, utilizzando le (2)

(8.4 )
:le
-- = oaq l . k

k
a~-----r = - Il. ;aq l

:le--=
ap.

l

Confrontando l'ultima con la (3) si ha

(8.5)
acc = p --

k aPk

e quindi c è omogenea di primo grado nelle p.

Ciò si vede anche utilizzando la (3.9) che in questo caso si scrive

= O

Le
i

~ sono cioè omogenee di grado zero nelle p e quindi, per la

(3), c è omogenea di grado uno in queste variabili.

Viceversa, assegnata una funzione c delle q e delle p, omogenea

di grado uno nelle p, le < e le n definite dalle (4) soddisfano le

(2). Infatti si ha
k
~Pk = Pkap.

l

2a c

e questa è nulla perchè c è omogenea di grado uno nelle p. Inoltre in

vi rtù deIl a (5)

i
a~ ac

aqk

i ac
et P. ac

= q + -- = Pi - -- et
ap. l :lq l

l

di primo grado nelle p. Ino ltre ogni funzione di qu~

e quindi sussistono entrambe le (2).

In conclusione

Ogni trasformazione di contatto omogenea infinitesima è definita da equ~

zione del tipo

dove c è omogenea

sto tipo genera una trasformazione di contatto omogenea infinitesima.
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Se l a trasformazione non è omogenea, preso Pn+l
; -l le (6.3) si

scrivono:
n+l :> n+1 ac;e

(8.6)
a( + ac;

O
a(

Pe O (o.,e 2... n)n. - P aqr - ; ;

l aql a aD ap
a a

e se si pone

F a n+ l
; p C; - C;

a

si può scrivere infine:

aF a aF n+ l aF
F1. ; ( ; -- C; ; p -l aql ap a ap

a a

Viceversa per ogni funzione F delle

soddisfatte e quindi la più generale TC

finita da equazioni della forma:

l n+ l
q ... q ,Pl" ·Pn le (6) sono

non omogenea infinitesima è de

(8.7)
n+l

6q (p
Q

aF
ap

a

- F)6t; 6q~ ; aF
ap

a

6t; 6p.
l

aF
; - ---n 6t

aq

con F arbitraria.

Queste ultime relazioni sussistono nella stessa forma anche se la TC

è ristretta.

9. Notazione compatta.

Nel seguito sarà conveniente, in qualche caso, disporre di una notazio

ne compatta che renda più spediti i calcoli.

comodità le variabiliDenotando per
n+l 2n

.~ ••• ljJ •• • ~.' •

l n
q ...q,Pl· .. Pn

e introducendo la matrice antisimmetrica

rispetto con

di ordine 2n:

(9 . l ) lO -W-1

1~lol

entrambe di ordine n), e i simboli

(dove O e denotano rispetto la matrice nulla e la matrice unità
(ì

a ~ ~- , si possono scrivere le(). al!!
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PP nella forma:

(9. Z)
aB _

(f g) = ( a fo 9
a B

mentre le condizioni di canonicità di una trasformazione w ~ Q si espri­

mono nella forma:

(9.3)

Questa notazione compatta rende molto spediti i calcoli. A titolo di

esempio si può calcolare il commutatore di due operatori lineari xl ... X
Z

del tipo

afs a ~
, aBX o f (s=l,Z)= aq l - E a aaql -s ap. ap. a S Bl l

Risulta per una generica funzione g

ik r
=E E ·(a.f1aka fza - a fza a .f.ak)g

l r ~ r ~'I

che mostra il fatto ben noto che il commutatore di Xl e X
z

è un oper~

tore lineare del primo ordine.

D'altra parte si ha pure

e confrontando col secondo membro della (3) si vede che si può scrivere:

e. per l' identi tà di Jacobi
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(9.4)

In particolare la (4) permette di controllare con facilità se un si­

stema del tipo:

(9.5) X.f=(f.f)=O
l l

(i=1. .. r<2n)

è completo o no. Per es. se nella (4) risulta (v. III n° l) per ogni e k:

( f / k) = Fi k( f l ... f r) s i ha

aB
= E 3 F. k3

B l ~

= aB ~k
E

3f
o

3 f 3 =
B a a

=

Poichè i commutatori degl i operatori X sono combinazioni l ineari de-

gli operatori stessi un si,.tema di tipo (5) è completo (CAP.I n.5)

Nel seguito, a seconda della convenienza, si userà la notazione compa!

ta o la notazione esplicit~ q p.



- 76 -

C A P [ T O L O III

Grupri di funzioni.

l. Gruppi di funzioni. Basi di un gruopo.

La teoria dei gruppi di funzioni costituisce un ponte di passaggio fra

la teoria delle trasformazioni canoniche e la teoria degli integrali pri­

mi del moto.

Sia dato un sistema di s funzioni

l n
delle variabili a ... q Pl"'Pn, Le

zioni delle q p. Se qualcuna di tali

f l ·· .fs ' fra loro indipendenti,

loro (n, PP sono esse stesse fun
21

funzioni non è esprimibile come fun

zione delle 'l ... f
s
' la si aggiunga al sistema di partenza e si formino

tutte le PP del nuovo sistema. Così procedendo si perviene infine ad un

sistema di r(~ 2n)funzioni f
l
... fraventi la proprietl che la PP di ogni

coppia di esse è funzione delle f l · .. f r stesse. Ciò è vero anche per

tutte le funzioni delle fl ... f r . Infatti se Fl = Fl(fl ... f r ) e

(F F ) ~ ~~ (f ;f )
l '2q'p= f f 12~ l a k qp

e questa è ancora una funzione delle fl ... f r .

L'insieme delle fl ... f r e delle funzioni di esse costituisce un grup­

po di funzioni di rango r.

del gruppo stesso.

Le r funzioni fl ... f r
gruo~o, costituisce una base

o una qualunque up l a
r indipendente del

Un sottoinsieme del gruppo che sia esso stesso un gruppo è pOl un so t­

togrupoo del gruopo dato.

Sussiste la proposizione la cui dimostrazione è lasciata come esercizio.

Se due gruopi di funzioni di ranghi r l e r
2

hanno intersezione non

vuota, le funzioni comuni costituiscono un sottogruppo di ognuno dei due



gruppi.

Si consideri ora il siste,a

( 1. l ) (fig)=O (i = 1. .. r)

Introdotti gl i operatori l i neari

:; af i
aqk - aqk

si ha (II n° g)

aF·k(X.,Xk)g = - ~f X g = O
1 d 0 a

cioé il sistema (l) é completo. Esso possiede 2n-r soluzioni indipen

denti gl .. ·g2 le quali,come é facile riconoscere, costituiscono unn-r

gruppo di ordine 2n-r. Infatti dall 'identità di Jacobi segue immediata­

mente che tutte le pP:(g.,g.) sono soluzioni del sistema (l) e quindi so
l J

no funzioni delle q.

I l gruppo f
l
... f r individua perciò un gruppo di base 9l· .. g2n-r

le cui funzioni hanno PP nulle con le f.(si dice anche che le g so
l

no in involuzione con le f).

I due gruppi sono detti reci proci e l e funzi oni di ognuno dei due gru[!

pi sono dette singolari per l'altro gruppo.

Non é escluso naturalmente che la intersezione dei due gruppi sia non

vuota e cioé che un gruopo contenga proprie funzioni singolari. E' ovvio

che le funzioni singolari di un gruppo costituiscono un sottogruppo del

gruppo dato e quindi anche del gruppo reciproco. Come corollariD si ha che

il gruppo reciproco di un grup~o che non contiene funzioni singolari, non

contiene neanche esso funzioni singolari.

In particolare un gruppo costituito tutto da funzioni singolari é det­

to commutativo .

Esso é un sottogruopo del proprio gruopo reciproco e quindi si ha
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r ~ Zn-r ossia r ~ n.

Poiché si ha, per ogni funzione f del gruQPo

-
(f.f) = af (f f )

l af k i k

le funzioni singolari appartenenti al gruppo sono le soluzioni del siste

ma di r equazioni

= O
af

( 1.2)
Sf

k

nelle r variabili fl ... f k. Questo sistef'la ha soluzioni f(fl ... f r ! non

costanti se e solo se il rango della matrice, (f
1
J k, ' è minore di r.

D'altra parte il sistema (Z) è del tipo (9.5) Cao. II e quindi è completo .

Perciò se r - In è il rango della matrice • (' L i
;1 r"'L/li'

l r.
i l si s tema (Z;

ammette m soluzioni indipendenti e quindi il gruppo dato contiene m

funzioni singolari.

Il numero di funzioni singolari coincide pure col numero di relilzioni

funzionali indipendenti che sussistono fra le funzioni del gruppo dato e

quelle del gruppo reciproco.

Infatti se esistono m relazioni funzionali fra le funzioni dellò ba

se e quelle di una base reciproca g, la matrice

3fl afz
:~+- ~;~n-r3ql 0<1 1

~ ~iL ~ d9Zn-r
~D :lp 3p 30'n n n 'n

ha rango Zn-m e quindi esistono m combinazioni lineari nulle delle

colonne,per es.

of i r
aqT< =s=m+l (i = l ...m)
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~
r afs 2n-r

~= L ). --t c
U ( i = l .... m)

aPk s=m+l s aqK s;l s aq

si ha così

1f· 'f· af· af'
(f. f . ) = .:..:-L- ;q~ -~

l =
, J aPk aPk

af s 3f· a9s -f·
= ~

aq~ + ;q~'. " u
S s aPk s aPk

\
afs ~ ~

ags cfj
;aqr c - 3cjKs s aPk s an

k

G
= l ... m'= . , (f f.) + ~ !'(gf.)

s s J s s J = m+ l ... r /

=-.(ff.)
s s J

poiché le gs sono singolari per il gruppo dato.

La matrice (f~fe) ha dunque m righe combin~zioni lineari delle al-

tre e quindi come si é appena visto, esistono fra lp f m funzioni singolari.

D'altra parte se il gruppo contiene m funzioni singolari

sono funzioni delle funzioni di base

~., queste

~. ; A. (f
l
... f )

" r
Ma le g sono soluzioni del sistema completo

(f g) = O
'l

= 1 .•. m

(a = l..r)

che dà il gruppo reciproco. Le funzioni g, come soluzioni di detto si­

stema sono quindi funzioni della base del gruppo reciproco e si ha:

$. = A.(fl·f ) ; 8·(gl···90)
1 l r 1 ~

i = 1. .. m

e quindi esistono m relazioni funzionali fra le funzioni del gruppo da

to e del suo reciproco.



- 80 -

2. Basi canoniche di un 9runpo.

Se le PP delle funzioni di una base hanno soltanto valore O o l,

la base è detta canonica.

Un gruppo non commutativo possiede sempre una base canonica. Infatti

sia per es. f
l

una funzione non singolare (tale funzione esiste oer-

chè il 9ruPpo per ipotesi è non commutativo) e si consideri l'equazione

af
(fl,f

k
) ; -1

af
k

o esplicitamente:

; - l ,

Questa equazione lineare del orimo ordine ammette certamente soluzio­

nl (I n° 2) e una sua generica soluzione, poiché non sono tutte nulle le

;f
( k 2 .. ,r), è funzione di almeno una f

k
k ~ 1. S~- ; con;f

k
soluzione e se si indica con o' 1a funzione f l ' si ha

(~,~);l

è una

Le funzioni " e r-2 funzioni indipendenti del 9rupPO, co-

stituiscono una base di questo.

Si con:.ideri il sistema omogeneo:

,f
(~l,f) ;

~'f!l

(2.1)

f )
~

af
af,

af
af

"

; O

; O

(a ; 3... r)

Il commutatore degl i operatori l ineari nei primi membri si calcola nel

modo visto nel g del Cap. II e si ha:

Il sistema è quindi completo. Nelle variabili indipendenti ~lw,f3, .. f
. r
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- -
esso possiede r-2 soluzioni (funzioni di tali variabili):f

3
... f r

La identità di Jacobi mostra poi che la PP di una generica coppia

di soluzioni e ancora una soluzione del siste~a (l) e quindi e funzione

delle ~3" '~r: le funzioni ~3' "~p costituiscono perciò un sottogrup

po del gruppo di partenza. Se questo sottogruppo e commutativo si ha:

= ('" f. , =(ff)=O
..) .:

(;).,~ = 3 .. . r);

-
pertanto le funzioni ~:~:f3 ... f r costituisccno una base canonica.

Se il sottogruppo non e commutative, si procede oer esso come ~er il nrup

po di partenza fino a giunqere ad un gruppo cOITmutativo O ad eSài.rire

tutte le funzioni. La base così ottenuta:

(2. 2:
~+q

~ t!: ....

m
,m~ ~ = r; q-- r )

è canonica perche soddisfa le relazioni:

I 2.3 i
i k

(""=0'('" .;. J " . : .)
\ .:

= O
k

= 1
::: 1....

Le funzioni
m+ l m+q

... , sono ovviamente funzioni singolari del grup-

go e ~uindi aopartengono anche al gruppo reciproco. Inoltre e chiaro,in

base alla definizione di sottogruppo, che ogni sottoinsieme di funzioni

della base canonica e base di un sottogruppo del gruppo dato. Se allora

dalla base canonica si omette una delle funzioni, per es.

zioni restanti

le fun-m+ l .

(2.4)
m m+2 m+q

. . . . .!·r . . . di

costituiscono la base di un sottogruppo. D'altra parte la funzione ' ..01+1

e singolare non solo per il gruppo dato, ma anche per il sottogruppo e

pertanto appartiene al reciproco di questo il quale, quindi, e del tipo:
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(2.5)
m+ l . I

U " -0,+1
~ l' ... 2(n-m) .

caso essa apparterrebbe al reciproco di (5)e

La funzione
m+l

~ non è singolare per il gruppo (5), perché in tal

cioé al gruppo (4) al (qu.9-

le invece non appartiene). Ciò ouò anche riconoscersi osservando che le
. . d l . d l ( o ' l f . . m+ l m+ qfunz10n1 e gruppo rec1proco e gruppo L) sono e unZ10n1, ...•

oiù certe funzioni che saranno indicate

zioni del reciproco del gruppo (4) sono

complessivamente con
m+2 m+q

G .•• ò ,X. Se

X.
m+l

et

Le fun-

commu-

tasse con tutte le funzioni del gruppo (5) esso apparterrebbe al reci­

proco di tale gruopo, cioé al gruppo (4) e quindi i gruppi (2) e (4) avreb

bero lo stesso gruDPo reciproco. Ora ciò non è possibile perché il reci­

proco di (2) contiene 2n-(2m .. q) funzioni e il reciproco di (4), contie

non singolare per il gruppo (5), si può trovare per que

2n-(2m+ q-l) funzioni.
m+ l

Essendo

ne

sto gruppo una funzione non appartenente al gruppo (2) e tale che:•'m+1
1'1+1

!. 1.$ ) = l. Agg1ungendom+ m+l al gruppo di partenza (2) si ottiene

un gruppo di ordine r+l per il quale le funzioni 111 •••• \j.I
, , .m+ l '

costituiscono una base canonica.

Inoltre il gruppo (2) è un sottogruppo del

Ripetendo il procedimento per le funzioni

nuovo gruppo.
m+2 m+q

11 • • .,;J Sl perv1ene

infine ad una base canonica di un gruppo di ordine r+q del quale il

gruppo di partenza è un sottogruppo.

Le relazioni canoniche

(2. 6 )
i k

(~ $ ) = O = k k
('l".k); ('f.~ ) ='

l l
( i ,k = 1. .. m+ l )

mostrano che il nuovo grupoo non contiene funzioni singolari. Infatti

per una generica funzione del gruppo risulta per le (6)

i 8 f
(f~)=-o.l
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che mostrano che nessuna funzione effettivamente dipendente dalle

~ i,~. è singolare.
l

Poichè il gruppo di ordine r+m al quale si è pervenuti è privo di

funzioni singolari, il gruppo reciproco ha la stessa oroprietà (n. l):

tale gruppo ha rango 2n-(r+m).

Denotando con
r+m+ l n

~ ••• ~ , wr+m+ l una sua base canonica, si

ha infine che l'unione dei due gruppi costituisce un gruppo di ordine 2n

orivo di funzioni singolari (gruppo massima'le) per il quale l'insieme

delle funzioni o;···~n ••.• ~ costituisce una base canonica. l n

(2.7)
k::. o.
1

(i,k = 1. .. n)

Raccogliendo si ha:

Un gruppo di ordine r è sottogruppo di un gruppo di ordine 2n per il

quale esiste una base canonica, cioè una base soddisfacente le (7).

Ricordando i risultati del Cap.II n. 7, si riconosce che le funzioni
i

~ ,~, individuano una trasformazione di contatto non omogenea ristretta
1

(trasformazione canonica). In oarticolare se le qi sono omogenee di grado

ze'ro nelle P. la trasformazione di contatto è omogenea.

Siano dati due gruQoi dello stesso ordine e contenenti lo stesso nu­

mero di funzioni singolari. Entrambi i gruppi possono essere estesi a

gruppi di ordine 2n. privi di funzioni singolari. Siano

tal i che

due basi ri spetti ve dei gruppi estesi. In vi rtù dei

n+l ,n+ l
Co ,~risultati del Cap. II n< 7 esistono due funzioni,

le relazioni:

(?.8) nn n+l n+1 Qi
'I = q + o (qp); =

i
4. (qp); P. = W.(qp)

1 1

(2.9) Q' n+ l , n+ l n+l .
=q +<1>' (q'O'};Q'l=
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definiscono due trasformazioni canoniche.

Le trasformazioni

QP ~ QP ; QP ~ Q'P'; Q'P' - q'p'

sono tutte e tre canoniche (la seconda è l'identità e la terza è l'inver

sa della (9) che è canonica) e quindi la trasformazione qp - q'p' e pur

essa canonica (II n° 7).

Essa trasforma le funzioni
i

~ '!'.
l

nelle funzioni i '
~ 'i'~

l
e pertanto

può essere individuata in forma implicita dalle 2n uguaglianze

(2.10)
i<J> (qp) = <J>'i(q'p')); '".(qp) = '!'~(q'p').

l l

Alle (13) va aggiunta la relazione:

(2.12)
n+l

+ o

D'altra parte le funzioni in base ai risultati del

Cap. II n. 7 individuano, a meno di una costante additiva, la funzione

tn+l(<!>'n+l) e quindi in sostanza la trasformazione che realmente interes

sa è quella espressa dalle (la), nelle quali non compaiono le variabili

con indice n+l.

In meccanica analitica la situazione è esattamente la stessa, come si

vedrà nei Capp. IV e V.

3. Gruppi massimali dipendenti da un parametro.

Sia f.(q P t) una base di un gruppo di funzioni di ordine 2n nelle
l

2n variabili qp, priva di funzioni singolari (gruppo massimale). Si sUE

conga inoltre che il gruppo dipenda da un parametro t e cioè che le

funzi oni costituiscano una base di un gruppo per ogni valore

di t in un aperto opportuno.

E' possibile allora dimostrare che ogni base del gruppo è sistema com­

pleto di soluzioni di una equazione a derivate parzial i del primo ordine,

avente forma standard.
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Per dedurre l'equazione, si consideri la matrice a 2n righe e

2n+ l colonne (si usa l a notazione compatta ( I I n° 9)

af l af l afl
0",1 ~n

--
o"' at

(3. l )
af

2n af2n af2n

dw l òw 2n --
"lt

Si indichino rispetto con xa e ; minori di ordine 2n di

questa matrice ottenuti omettendo la colonna delle derivate rispetto
> tad w e ò rispettivamente.

Poiché le

(3.2)

f, come funzioni delle sono indipendenti, risulta

Poiché, inoltre, la matrice (l) ha rango

-a i t f i
A a~f + y at ; O

2n, i l si stema

(i ; 1. .. 2n)

nelle 2n+l incognite -a t
'{ X , ammette autosoluzioni e poiché si tratta

di un sistema di 2n equazioni in 2n+l incognite, queste ultime sono

proporzionali ai minori della (l).

Viceversa con queste soluzioni

a derivate parziali

_'t _t . _. .
f,y Sl puo costru1re una equaz10ne

(3.3)

che ha ovviamente un sistema di soluzioni coincidente con le 2n funzio-

Ogni funzione delle soluzioni di (3) è anch'essa una soluzione di (3):

di conseguenza, quando

(f ifk) h'sono anc esse

le f. costituiscono un gruppo di funzioni, le PP
l

soluzioni di tale equazione

(3.4)
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Le (4) si possono scrivere esplicitamente

" (fifk) - (fifk) a (fil)o

"'" 2 n
-

:)w l at

(3.5) " fl fl ;; fl O
- l

... ;; .... :. n ato,.)

" 2n-'-;-.- f .....
élw 1 ot

fl costituiscano

i
= f (Lt)

e queste danno una condizione necessaria perché le

un gruppo (massimale).

E' facile riconoscere che le (5) danno una condizione pure sufficie~

te Derché le f costituiscano un gruppo massimale ad un parametro. Infat

ti se si esegue la trasformazione di variabil i

{ t

e l

= t

ln un sistema del tipo

i k ik,a ~a

aw 1 3t

, 3 . b I fl 3fla
O=

'3IJ' "t

"in ;>f2n

~ 3t

ik
funzioni

-ik
l e funzioni a ( ..,t) si mutano ln certe a (~t):

: 3.7)
ik ;;ik(;t)a (wt) =

e l a prima riga delle (6 ) si può scrivere:
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ik
da
;;t

- i k
aaIn base alle (6) i coefficienti ~ debbono essere gli stessi an

che per gli elementi del1 'ultima colonna e cioé si deve avere:

i k - ik
"a ja ··ft

=
o t --:;-:-f, t

D'altra parte dalle (7) segue:

e confrontando

ik,a
=

-ik,a

-ik,a

,t

= O

-ik
.·a

+

Perciò le àik
sono funzioni solo delle

ik (f·ifk) ... l d' hla = C10 eOUlva e a lre c e e

r
e non di t. Allorquando

costituiscono un gruppo e

cioé che il sistema (6) costituisce una condizione sufficiente percné ì~

forniscano un gruppo.

Si ha quindi la seguente proposizione:

Condizione necessaria e sufficiente oerché 2n funzioni indioendent·
I 2n

f (.t) .... f (.t) costituiscano una base di un gruppo massimale e cne

esse siano soluzioni del sistema (6).

In virtO della (2) si può ora porre
-

, x'= --:r
x

e si può scrivere la (3) nella forma:

(3. 8 i
,
.,f+~f=O

., t

)uesta equazione ha la forma della equazione degli integrali or'ml j'

un sistema canonico (v. V n. l) se esiste una funzione h tale cne

( 3.9 i

dove la matr'ce
,.

é definita dalla (9.1) Cap. II.
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Per ri conoscere l'es i s ter za

la (9) per l'inversa

(3.10)

( i

di
Ba

c

Cl
C X

'):f

h, si osservi che, moltiplicando

s i ha:

e quindi le quantità debbono essere le derivate- di un'unica

funzione. Per l'esistenza d- h è quindi necessario e sufficiente che:

(3.11)

cioé

a
= a (-; x)

B Cly

Cl
C Da x

a>.J Y

Cl= c a x
Cly B

Moltiplicando per eOBc oy si ha:

(3.11') av o
E: ':3 X

y

Viceversa moltiplicando le (11 ') per C é
WP yo

si ottengono le (11):

questi due complessi di relazioni sono quindi equivalenti e pertanto

le (11') assicurano la validità delle (10).

Si consideri ora la (8). Se le sue soluzioni costituiscono un gruppo,

sussistono pure le equazioni:

Esplicitando si ha dopo aver ripetutamente utilizzato la (8):

Cl i-J "Y [a iJ k uy i [Cl k,- a x a f + c a -x a f a f + c a f a -x o f J = O
\J Ct lJ a. Y lJ y- a

e in definitiva
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Un opportuno scambio di indici permette infine di scrilere

Posto
~p y

- E "X
"

l'ultimo sistema si può scrivere

W( fi fk O
z " " =~ y

Se questo sistema si scrive nella forma

C

y1

"
l = O

y

[Joiché esso ha 2n soluzioni fk ri su Ha
yi

O cioéc =,

e poiché questo sistema a sua volta ha 2n soluzioni, risulta

e cioé sono vere le (Il') e, in definitiva, le (lO).

Resta così dimostrata l'esistenza di h. Oi conseguenza la (8) si

può scrivere nella forma:

(3.12) (h,f) + "tf = O.

D'altra parte é ovvio che le soluzioni di questa equazione costitui

scano un gruppo di funzioni di ordine 2n e quindi si ha:

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente oprché 2n funzioni in

dipendenti fi(wt) costituiscano una base di un gruppo di ordine 2n,

é che esista una funzione h tale che esse siano soluzioni della (12).

La funzione h sarà detta hamiltoniana del gruppo.

Se si esegue una trasformazione canonica
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(3.15)

(3.16)
l l ìJ
Il a~! I---'a--'-n-y

si ha (cfr. (9.3) del Cap. I I )

(3.17) (~uq,y)n= wr
E

e quindi le u costituiscono un gruppo di funzioni perché l~m

loro PP sono funzioni (in questo caso costanti) delle o stesse.

Per il teor. precedente esiste una funzione hamiltoniana, cioé una

funzione ~ tale che

(3.18)
u

aq,
a t

= O

Applicando la (15) al sistema canonico

(3.19) u u
= (h w ) = "U ah

€

si ha/utilizzando la ( 17) cioé ponendo (q, Cl d>u) in luogo di "ue E

c u ahjp . .:) ad>
(d>

Cl q, u)
" = ar.P r. + -- = =at OWÙ

ad>" ~ oh B
pc ac ar.

= (

anBane ano aw"

dove h(nt) = h( ... t) é il trasformato di h.

Si ha dunque

~

H '0_.- ')

ar.P '.

c
am Bo Od>+ --;. E
ot anO

Utilizzando la (18) si ha

e infine

= O
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e per la (16)

(3.20)

(3.21)

Si ha quindi un sistema canonico nel quale il nuovo hamiltoniano è
-

la somma dell 'hamiltoniano trasformate, h(>lt) più la funzione u(:ìt)

che rappresenta la parte intimamente legata alla TC usata.

L'osservazione precedente permette di determinare l 'hamiltoniana

del sistema canonico trasformato del sistema (20).

Infatti per le (7.8) Cap. II si ha

aF
Pi = - aqt

dove F è la generatrice della (15).Ma, in generale come è facile r,

conoscere, si ha,per ogni funzione f:

(3.22) -(fp.),

e quindi dalla (2 l )

ao' a aF a -.li.) a F_,_l = -- ( --.) = - ( = -( -- , p. )
at at aq' aq' a t at ,

Allo stesso risul tato si perviene direttamente osservando che:

a'F k
a2 Fapi [q(qpt), q, tJ ~-= - -aqT~?at at aq' at

e aF a2 F aPj a2 F ao' a2 F i
, Pi )

. ,
6 =-- = ---

ataqk = - ataqkap ~taPk aqk aP k
k

acF a2 F k
aq= ataq i -

aqK aq ' at

Un calcolo diretto mostra poi che relazioni analoghe sono valide anche



per le
iq ,quando F

- 92 -

sia espressa nelle sole variabili vecchie (o

(3.23)

nelle sole variabili nuove, poiché la PP è invariante per TC).

In definitiva si ha tornando alla notazione compatta:

~ wc) + aw
c

= O
at ' ot

Un sistema di equazioni del tipo:

~ow
+ -- = O

et
(u = 1. .. 2n)

aa
nelle 2n incognite awY (y=1. .. 2n) può essere risolto con la reg.9.

la di Cramer in virtù della (16). Poiché i sistemi (18)e :23) sono di qu~

sto tipo, per l'unicità della soluzione si ha

a101 a (a F,=
òuoy awY at!

cioè
"U =

aF
+ G(t)--at

dove G è una funzione arbitrari a de l solo tempo.

E' chiaro che porre G = O non lede la generalità e quindi si ha in

definitiva

(3.24 )

o anche

\l(QPt) =

F(qQt)

òFat (q Q t)

r t -
= J 1; (qQr)d r

t o
dove t è un valore qualunque.

o
Si ha quindi

(3.25) H(QPt) = h(qpt) +
òF
H

La (24) può essere scritta

(3.24' )

Pe rta nto. da ta

"U.(QPt) =

F. è facile

a F
at l

risalire

[q(QPt),Q,tl])t =
l

ad 1.1. •

Viceversa, scritte le (15) esplicitamente
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i iq = a (Q,P,t) ; p. = 8.(Q,P t)
l l

ricavando le P(qQt) dalla prima
upla

n e i ntroducendo l e i n Usi ha:

e questa deve coincidere con

~(QPt) = ~·(qQt)

aF
at

e quindi

(3.27) F(qQt) =

aF (qQt)
at

dove t è un valore arbitrario.
o

In particolare se la (15) è tale che:

~(QPt) = - h{QPt)
s i ha

H(QPt) = O

e la funzione F corrispondente è la generatrice della trasformazione

che interviene nel problema di Hamilton-Jacobi (v. Cap. IV n. 5).
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C A P I T O L O IV

Equazioni canoniche.

l. Premesse. Sia z(qqt) la funzione lagrangiana di un sistema meccanico.

Le equazioni di Lagrange

( 1. l )
d H H
dt aq' - --aqT=O (i = 1. .. n)

se si esegue la derivazione rispetto a t, si scrivono esplicitamente:

(l .2)
a2 z .. j
aqJaq' q + = O

Questo sistema può essere posto in forma normale se e solo se la

sua matrice non è singolare:

( l .3)

Se si definiscono i momenti p., coniugati delle coordinate, i
q :

(l .4)

la (3) equivale alla:

( l .3' ) I ~ O

Come è noto (v. [6]) nel caso dei sistemi meccanici ordinari la rela

zione (3) è soddisfatta. Il sistema algebrico (2) nelle incognite q

ha allora soluzione

( l .5)

Il sistema (5) è equivalente al sistema (l).

Il sistema (5) è poi equivalente a infiniti diversi sistemi di 2n

equazioni del primo ordine.

Fra tutti questi sistemi è particolarmente importante, quello che si
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ottiene assumendo come incognite supplementari le quantità p, defi­

nite da 11 e (4).

Si può osservare che l e p. hanno le seguenti propri età:
1

il ) sono invertibili rispetto alle q per la (3' )

2) invertendo l e (4) ri spetto alle i si hanno l e relazioniq

( l .6)

che forniscono parte
3) l e (l) forni scono

(1.7)

. i . i
q = q (qpt)

delle equazioni del moto

.
p. =

1

nelle quali, mediante le (6) i secondi membri si esprimono in funzione

delle qpt. Le (7) forniscono allora le rimanenti equazioni del moto.

Resta quindi soltanto da esplicitare i secondi membri delle (6).

Per ottenere direttamente le (6) e le (7) nelle variabili qpt con

viene introdurre in generale un tipo di trasformazioni che coinvolgano

variabili del tipo (4): queste variabili hanno un preciso significato

geometrico. A tale significato viene dedicato il n° successivo.

2. La trasformazione di Legendre.

E' conveniente limitarsi per motivi di evidenza geometrica al caso

di R3.

Sia S una superificie di equazione

(2.1) z = f(xy)

In certi casi è possibile descrivere la (l), anziché mediante l 'equ~

zione cartesiana, mediante l 'inviluppo dei suoi piani tangenti.

E' evidente che una condizione necessaria perché ciò si possa fare

è che dai piani tangenti si possa risalire univocamente ai punti della

superficie data: nel seguito si vedrà quali siano le condizioni che oc

corrono.

E' chiaro innanzitutto che i piani che hanno come inviluppo la supe~
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ficie data debbono costituire una famiglia due parametri, se si vuo

le che ogni piano tangente individui uno e un sol punto della supe~

fi ci e.

Un piano di coordinate correnti xyz ha equazione

z - p x - p y + h = O
l 2

I parametri del piano sono tre: Pl ,P2,h .

La superficie è individuata come inviluppo di una famiglia a due p~

rametri di piani se uno dei tre parametri del piano si può esprimere

in funzione degli altri due, per es. h(Pl P2)'

Al fine di descrivere la superficie (l) mediante parametri 01

e P
2

non è sufficiente però esprimere semplicemente f(x,y) come

f[x(Pl ,P2) ,y(Pl ,P2)] ossia ridursi ad esprimere le coordinate di

ogni punto della superficie in funzione dei parametri direttori del­

la normale alla superficie nello stesso punto.

Infatti la funzione f[x(P l ,P2) ,Y(Pl ,P2)J pur individuando (sot­

to l'ipotesi f f - f2 ~ O : v. oltre) la forma della superfi-xx yy xy

cie, individua la superficie stessa a meno di una traslazione paral

l el a al piano xy (l) .

(l) Per semplicità conviene dare un esempio nel caso di una curva. Sia

y = sen x, y' = cosx = p. Risulta x = arcos p e y = sen arcos p =

= ,I 1-02 Se si trasla la curva parallelamente all 'asse x: y = sen(x+a)

si ha y' = p = cos (x+a); x+a = arcos p e y = sen arcos p =,1 l-pZ'

Sicché esprimendo la y mediante la sua derivata rispetto a x, si

perde una traslazione parallela all 'asse x.
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Per evitare ciò basta assegnare, in funzione di Pl e P2 ' cioé

in funzione della giacitura del piano tangente, l'intersezion" del

piano con l'asse z. Tale intersezione in generale si sposta lungo

l'asse z quando la superficie viene traslata parallelamente al

piano xy e quindi è atta, assieme alla funzione f[x(P1P2)~(P1P2)J

a individuare la superficie. La condizione è, come si è accennato in

precedenza, che ad ogni coppia di va l ori di Pl e P2 si risalga

ad un unico punto della superficie.

Sia P = (xoYozo) un punto di S. Il piano tangente ad S i n
o

P ha equazione:
o

z - z -(x - x)f - (y - yo)fy = Oo o x

Le coordinate del piano sono:

(2.3) h = x f + v f - zox 'oy o

in funzione diPer esprimere h

prime due delle (3) rispetto a
Pl

x e y
o o

e P2 basta risolvere le

e sostituirle nella terza

(2.4 )

Viceversa per determinare le coordinate del punto delle coordina-

te del piano tangente basta derivare l a (4) rispetto a Pl e a P2

h = + Pl
axo

P2
ayo z axo 2LJL =x --+ - z x

Pl o aPl aPl ex aPl oy aPl o

h = Y
P2 o

si hanno infine le relazioni simmetriche

(2.5)
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La trasformazione (5), che fa passare dai punti della superficie

alle coordinate del piano (e viceversa) è detta trasformazione di Le

gendre.

Va notato che essa è una trasformazione più generale di una trasfo~

mazione puntuale, perché coinvolge, oltre a punti, elementi superfi­

ciali: infatti essa è una trasformazione di contatto, come si ricono-

sce facilmente.

Le prime due delle (3) sono invertibili rispetto a

e solo se sulla supericie risulta

x e a y se
o o

(2.6) f f -f =0.
xx yy xy

L'inversione non può quindi essere effettuata per superfici sviluQ

pabili, come del resto è evidente dal punto di vista geometrico.

Nel caso di Rn le analoghe delle (5) sono (omettendo per conve­

nienza l'indicie O)

i l n
= 1: X p, - z (x •.•x )

l(2.5 ')

z . = p
Xl . i h

p.
l

i
= x

con ovvio significato dei simboli. E' pure ovvio il significato geom~

trico della trasformazione.

L'analoga della (6) è

(2.6' ) __"'-C(,-z+x1-.0"'-'-'~zX~n.L-)_ f O
"(xl .. , xn)

Infine è chiaro che la trasformazione di Legendre può essere effet­

tuata rispetto a parte soltanto delle variabili.

3. Equazioni di Hamilton.

L'ultima osservazione del n° precedente può essere applicata al

caso della funzione L(qqt). Effettuando la trasformazione di Legendre



rispetto alle sole qi

- 98 -

si hanno le relazione (2.5') nella forma:

= E qi p. - h(qpt)
l

(3. 1)
__a:....h_ . i= qap.

l

Le ultime forniscono direttamente le (1.6) in forma esplicita.

Quanto alle (1.7) si ha:

.kaqaqr =

In definitiva si ottiene il sistema di equazioni

. i ahq = ap.
(3.2)

l

ah
Pi = - aqr

Questo sistema ha forma canonica (cfr. 1(5.3)) e le equazioni che

lo costituiscono sono dette equazioni canoniche o di Hamilton. La fun

zione h è detta funzione hami1toniana del sistema meccanico.

Introducendo le PP, si possono scrivere 1e (2) nella forma:

[ . i iq = (h,q )
(3.3)

p. = (h,p.)
l l

o, nella notazione compatta

(3.4)

4. Trasformazioni canoniche.

Se una trasformazione invertibi1e

(4. 1 )
i i

'" = ~ (nt)

lascia invariata la forma canonica delle equazioni del moto essa è una Te.
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In altri termini, se, qualunque sia h, si può trovare una funzione H:

tale che il sistema

(4.2)

si trasforma, per effetti della (l), nel sistema

(4.3)

la trasformazione (l ) é una TC.

Si applichi infatti al si stema (2 ) la trasformazione (l ) . Si ha

a.pY
Q.... +

a.pY ~À a h all a.pY aQo
= E - aw\aQ" at aQP aw~ anO

dove h(nt) = h(wt) La precedente si può scrivere

Poiché si vuole che sia conservata la forma canonica delle equazi~

ni, le n debbono essere date dalle (3)

e infine

(4.4)
aq,Y r(QpQ~) a h K~ ~J= a.pY
aQ~ afiP - E aQK at

Poiché la matrice J
= Il a.pi

/I non é singolare perché la (1) é
aQ~

invertibile, i l sistema (4) si può risolvere con la regola di Cramer.

Indicando con ja la matrice J

ta sostituita con la colonna delle

nella quale la colonna

a.pY si ha
at '

ma
a é sta

Il membro destro dipende esclusivamente dalla trasformazione (l) e
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non dagli hami1toniani h e H.

Quindi il primo membro, per ogni scelta di h (e per ogni trasf0.l::

mato H) deve essere indipendente da questa funzione. Poiché si ha

e inoltre

a h
allO

KÀ
; E

-ah
allo =

KÀ
E (h0.~)

'"

a H
allo

si ha infine che la quantità

deve essere indipendente da h e H e cioé deve dipendere solo dalla

trasformazione.

Posto

dove, come prima h(llt) = h(wt) , si ha che

è indipendente da h. Si deve dunque avere \ l)

(hr:")
w

o, esplicitamente

- ~
- (h Il) = O

[

oa
E

ossia

ah
awO

aB
E

Poiché la trasformazione è invertibi1e si ha

e quindi sono nulle le quantità nelle parentesi quadra

(1) Per una dimostrazione più rigorosa, anche se più macchinosa v. [5J
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Se h è arbitraria, queste relazioni sono vere se e solo se

o

pa aB
E = E

oaw
ans

p o pa
(w w ) Il = E

cioé se la (l) è una trasformazione canonica.

Si possono allora utilizzare i risultati del n° 3 Cap. III, in partico­

lare le (24) e (25). Detta F la generatrice della (l) del presente nu

mero si ha
a F
a t

e quindi

(4.5) H(QPt)
dr= h(qpt) + ~(qQt)

5. Osservazioni sulle TC.

Osservazione 1.Si inc1chino con qqqt), L(qQt) le funzioni lagran-

giane relative ai due hamiltoniani

ta l e di F è

h e H rispetto La derivata to-

dF
dt

aF i aF 'i
= - q + --, Q

òqi aQ'
aF

+--
at

Utilizzando le (7.8) Cap. II e la (4.5) del presentE capitolo, si ha:

p,Qi + H - h = L(Qqt) - l(qqt),
(Notare che nel caso di una trasformazione puntuale, ~iOé d~l tipo

Qi = Qi(qt) l'ultimo membro è nullo).

Si ha quindi nella notazione 4el,Cap. II n° 7:
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. n+ l n+ l n+l
F = J L(QQt)dt - J z(qqt)dt = Q - q = ~

Le quanti tà
n+ l

q sono l'azione (v. Cap. VI n. l) e la

sua trasformata ed F è la loro differenza (a questo proposito ve­

dere Cap. V n. l).

Osservazione 2. Nel Cap. II n° 8 si è trovata la forma più generale

di TC infinitesima (v. 11(8.7).

(5.1) Oqn+l a F i= (p -,--- - F)ot,oq
Cl d P

Cl

aF
= - et

ap.
1

aFop. =---. et
1 aql

con F arbitraria.

Se si sceglie F coincidente con h si vede che le relazioni

precedenti, eccetto la prima, coincidono con le equazioni hamiltonia

ne. L'hamiltoniana è quindi la funzione generatrice delle trasformazio

ni che fanno passare dai valori derre variabili canoniche calcolati

in un istante generico, ai valori delle stesse variabili calcolate in

un istante infinitamente vicino. Il moto si svolge perciò come una

successione di TC infinitesime. D'altra parte, poiché le TC for

mano gruppo e quindi la successiva applicazione di TC è ancora una

TC, anche j valori delle variabili canoniche in istanti separati da

un intervallo di tempo finito, sono legate da una TC. A questo probl~

ma sono dedicati il n° successivo e il Capitolo VI (v. anche Cap. V

n. 3).

Quanto alla prima delle relazioni (l), per F = h essa diventa

(5.2)
n+ l

èq
ah= p ---- - h = qqqt)

Cl ap
Cl

dove ~ è il lagrangiano. La (2) esprime la variazione dell 'azj·one

(v. Cap. VI).

Osservazione 3. Si torni alla relazione che esprime la canonicità della

trasformazione qp ~ QP:
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(5.3)
i

= p.dq
1

aF
- ---- + dF(qQt)at

In questa relazione la generatrice F1 è funzione di qQt: l'indi

ce è stato apposto per convenienza, per distinguere questa gene-

ratrice da altre tre funzioni generatrici che verranno ora introdotte.

Come conseguenza della (3) si hanno le relazioni usuali:

(5.4 )
a F

Pi = - aqi
iUna trasformazione di Legendre che sostituisca le q con l e p.,

1

trasforma la relazione pfaffiana (3) in una nuova relazione pfaffiana

(3) l'identita
i

F2 = F1+Pi qe definendo la funzione

che si può ottenere semplicemente introducendo nella
i i ip.dq = d(p.q ) - q dp.

1 1 1

(5.3' )
i i aF oP.dQ = - q dp. -~ + dF

21 1 (l t

relativa alla

che 1a
i

~ Q P..
1

SI riconosce facilmente
i

TC: p.q
1

(3') è ancora una relazione pfaffiana

Da 11 e (3') segue

(5.4') P. =~
1 aQ1

Analogamente scegliendo come variabili indipendenti le p,P e definendo

F = F - p.Qi si ha:
321

(5.3")

da cui segue
Qi = _ ....llJ. i _ 2E.3.

af'. q - ap.
1 1

Infine scegliendo come variabili indipendenti le P, q e ponendo

F
4

= F
3

- qi pi si ha

(5.3'" )
i

= p. dq ­
1

aF4--+
at

dove
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(5.4") ~
aP.

l

p. =
l

5. Il teorema di Hami1ton-Jacobi.

Nel n° precedente si è notato che i valori delle variabili canoni­

che relativi a due istanti generici sono legati Ja una Te. In partic~

1are comunque si assegni un istante t appartenente all'intervallo

temporale in cui si svolge il moto, i valori delle variabili canoniche

q ,p , relativi a11 'istan­
o oq(t),p(t) sono legati ai rispettivi valori

te iniziale t , da una Te.
o

La conoscenza di questa Te relativa ad ogni stante, e cioé la co

noscenza della famiglia ad un parametro di Te che facciano passare dai

equivale alla conoscenza completaq(t),p(t)ai và10riva 1ori qo 'Po

della soluzione delle equazioni canoniche; Infatti la famiglia di trasfor

mazioni è data da : q(t) = q(t q P ); p(t) = p(t,q p) e cioé rapprese~o o o o
ta l'integrale generale delle equazioni canoniche.

Si può osservare che la Te inversa, che fa passare.da11e q(t) al­

le q p , cioé a variabili canoniche che siano tutte costanti del moto
o o

riduce le equazioni canoniche alla forma più semplice possibile, cioè

alla forma q = O, P= 0(1).

Per determinare la famiglia di Te che connette i valori iniziali

qopo con i valori all'istante generati, conviene ricercarne la gener~

trice.

Poiché le nuove variabili canoniche Qi

costanti del moto, le equazioni canoniche

~i =~
aP.

l

i P.- qo; - Poil

sono

aH
OaQi =

sono tutte

(1) E' ben noto del resto il metodo di semplificare le equazioni di
qualunque tipo con opportuni cambiamenti di variabili.
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Il nuovo hami1toniano H non dipende dalle variabili canoniche

QP.; esso dipende solo dal tempo e quindi può essere posto uguale a

ze~o (1)

h(qpt)

S=S(qqt).
o

dove

La relazione (4.5) diventa (la generatrice è indicata col simbolo

S, usuale nella letteratura):

eS+ -- = O
et

Poiché, inoltre, è
eS

P. = - ---- si può scrivere
l eq l '

(5. l ) h(q, eS- --eq ) ~ = O,t +
et

La (1) è l'equazione di Hami lton-Jacobi. Come si è visto nel Cap. I

n° 5 questa equazione è equivalente al sistema canonico. Un suo inte

gra1e completo permette infatti, come si è visto nel Cap. I di deter­

minare, con procedimento di inversione e di eliminazione, la soluzione

generale del sistema canonico. Dalla discussione ora fatta si vede che

un integrale completo della (l) è la funzione generatrice di una TC

che fa passare dalle variabili canoniche, calcolate all 'istante gener~

co t, ad un sistema di costanti iniziali.

(2) Sia H(t) il nuovo hamiltoniano. Se S è la generatrice della tr~

eSsformazione che porta da h(qpt) ad H(t) = h(qpt) + 3't-, la

funzione 5 = S - ftH(t)dt genera una TC che porta da hall 'hami 1

toni ano K = O. -
Infatti si ha òS eS H(t). Inoltre K= h eS-- = -- + -- =et et et

H eS aS H eS aS H O= - - + = - --+ -- - =at òt et et
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Se si considera la trasformazione inversa:

i qi(tqOPO)q =
(5.2)

p. = Pi(t qopo),

si, hanno complessivamente le relazioni (7.8) del Cap. II nella forma

(5.3)
aS

Pi = - aqi

Invertendo le seconde delle (3) rispetto

qi(q p t) che, introdotte nelle prime delleo o

La conoscenza dell 'integrale completo F

ialle q si ottengono le

(3), danno le Pi(<iaPOc).

della (l) permette quindi,

come si è detto più volte di ricavare le (2) con soli procedimenti di

inversione e di eliminazione.
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C A P I T O L O V

Integrali primi del moto.

l. Caratterizzazione degli integrali primi di un sistema hamiltoniano.

Nel capitolo precedente si è visto che le equazioni cinoniche pos­

sono essere scritte nella forma [IV (3.3)J

(1. l )
• ; i
q : (h ,q )

Le derivate temporali sono calcolate lungo le soluzioni delle equ~

zioni stesse.

In forma analoga si può scrivere la derivata temporale di una qua-

lunque funzione

tende la derivata

f(q P t). E' ovvio
d
dt f[q(t) ,p(t)t]

che per derivata temporale si i~

dove le qi(t), p.(t) costitui­,
scono una generica soluzione delle (l). Lungo una soluzione si ha

af . af af i af af+ --- p. + --- : ---·(h q )+ -- (h p)+ -- :
ap.' at aq" ap.' at, , (h,f)

af
+ -­

at

In particolare per f=h si ha:

( l . 2 )
dh ah
dt : at

Una funzione costante lungo le soluzioni del sistema (l)(con valo­

ri della costante in generale diversi da soluzione a soluzione) viene

detto un integrale primo del moto. In particolare, in base alla (2),

h stessa, se non dipende esplicitamente da t, è un integrale primo

del moto.

Per gli integrali primi del moto risulta

( l .3) (h,f) af+ -- :at -
af af ah af
ap. aqi - aqi ap., ,

af+---:0
at

La (3) ha l'aspetto di una equazione a derivate parziali del primo

ordine nella incognita f. La strada seguita per ottenerla fa pensare
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però a prima vista, che essa non sia una effettiva equazione diffe­

renziale. Infatti perché la (3) sia una equazione differEnziale è n~

cessario che le derivate di f annullino il primo membrc qUéndo si~

no calcolate in un punto qualunque·del campo in cui è deiinito il mo

to e cioé, per valori di q P t liberamente scelti in tale campo. I~

vece la (3) è stata ottenuta, non in questo modo, ma derivando lungo

una soluzione del sistema (l) e cioé derivando rispetto alle qi ,Pi

riguardate non come variabili indipendenti, bensì come variabili vin

colate dalle equazioni di una curva soluzione del sistema (l).

Va osservato però che in ogni punto del campo in cui è definito il

moto, passa una (e una sola) curva soluzione del sistema (l) e quindi,

comunque si scelga un punto in tale campo, le derivate parziali di f

soddisfano, in quel punto, alla relazione (3). Un integrale primo sod­

disfa quindi necessariamente la (3) come equazione differenziale.

Viceversa, sia assegnata l'equazione a derivate parziali (3) nel

campo in cui è definito il moto. Le derivate di una soluzione f, che

certamente esiste (I n. 4), soddisfano la (2) in ogni punto di tale

campo: in particolare lungo una soluzione del sistema (l) il primo

membro delle (3), si riduce a :~ e quindi f è un integrale primo

del sistema canonico (l).

Si può concludere

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione f

sia un integrale primo di un sistema meccanico di hamiltoniano h, è

che essa sia una soluzione della equazione a derivate parziali, del

primo ordine lineare, omogenea

( l .4)
af

(h f) + ---- = O, at

Il sistema caratteristico associato alla (2) è, come si riconosce

immediatamente, il sistema canonico (l).

La (3) è una equazione in 2n+l variabili e possiede 2n soluzioni



- 109 -

indipendenti fl(q·p t) .... f
2n

(q p t): ogni altra soluzione é fun­

zi one de 11 e f l . .. f 2n .

Un sistema canonico possiede quindi 2n integrali primi indipende~

ti .

In particolare se h non dipende esplicitamente da ':, si possono

trovare 2n-l suoi integrali primi indipendenti dal tempo come solu­

zioni della equazione in 2n variabili indipendenti.

(1.3') (hf)=O

Si può osservare che nel caso in cui h non dipenda da t, un si

stema di 2n soluzioni della (3) si può ottenere a~sociando alle

2n-l soluzioni. della (3') una qualunque soluzione della (3) stessa,

per es. una funzione del tipo

dove $(qp) é soluzione della equazione

(1.5) (hf)+l=O

E' ovvio che la funzione f 2n così ottenuta é indipendente dalle

2n-l soluzioni della (3): la ., stessa é indipendente da queste solu

zioni perché, in caso contrario sarebbe anch'essa soluzione della (3')

e non potrebbe essere soluzione della (5).

Se 2n integrali ottenuti sono ad un sol valore, dalle relazioni

in virtù della indipendenza delle f, che implica che

J = F O

si possono esplicitare le variabili canoniche in funzione di t e delle
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i i
q = $ (t cl" ,c 2n ); Pi = '!'i(t cl' ooc2n )

e quindi la conoscenza di un sistema completo di integrali primi for

nisce la soluzione del problema del moto.

Nel caso in cui h non dipenda da t, se si conosce un sistema com

pleto di soluzioni a un sol valore delle (3'), delle relazioni

si possono ricavare 2n-l variabili canoniche in funzione di una di

esse, per es,

Q
$" (q l

Cl" ,c2n- l ) (il 2, , , n)q = =

fi(q
l
cl '·,c2n ) ( i 1. , . n)Pi = =

e si ottiene la traiettoria rappresentativa del moto nello spazio del

le fasi, Resta però incognita la legge oraria,

Se l 'hamiltoniano dipende esplicitamente dal tempo, si riconosce im

mediatamente che esso, assieme ad un sistema completo di suoi integr~

li primi, costituisce un sistema di 2n+l funzioni indipendenti delle

2n+l variabili q p t, Infatti se fosse h = X(f l ,oof2n ), lungo una

traiettoria si avrebbe, utilizzando la (2)

ah dh ah dfk = O- = = -at . dt a\ dt

Poiché per i potes i h è funzione esplicita di t, esso non è fun-

zi one dei suoi integra 1i primi,

Si associ ad h un sistema arbitrario di 2n funzioni g .. 0092, n

in modo da ottenere complessivamente 2n+l funzioni indjpendenti: in

generale nessuna delle funzioni g è integrale primo di h, ma certa­

mente ogni integrale primo di h è funzione di h, gl",g2n ' L'equa-
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zione (3) diventa:

af (h,h)
ah

cioé

af
+ - (h,gk)ag

k

af+­
ah

Questa

af r h ..1.9.k. , af
79k.~( gk) + at J + --at1

equazione é equivalente alla

~= O
H

(2) ma la scelta delle g pe!:

mette una maggiore flessibilità nei coefficienti. Naturalmente se le

Di sono integrali primi di h si ricade nella (3), perché risulta

.2!- = Oo, ah ah = Oo at

In particolare, se h non dipende dal tempo, esistono, come si é

visto, 2n-l integrali primi indipendenti dal tempo. Si può riconosc~

re che un sistema di 2n funzioni indipendenti si costruisce associan

do ai 2n-1 integral i primi di h un integrale primo di un suo inte­

grale primo.

Siano infatti

2n-l soluzioni della

(h f) = O

e si cons i deri l' equazi one

(fkf)=O (k n) .

Tale equazione ha certamente h fra le sue soluzioni.

D'altra parte il gruppo di funzioni f l .· .f2n - l può essere compl~

tato, con una funzione f, in un gruppo di ordine 2n privo di funzio­

ni singolari.

Scegliendo le funzioni f l ... f 2n_l f in modo da ottenere una base

canonica di tale gruppo, poiché h commuta con f
l
... f 2n_1, é neces-
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sariamente

(h f) F O

cl'oe' f- 'la f' . t (1) dl' h'. f-e unZlone conluga a non è quindi coniugata

da nessuno degli integrali primi di h( distinti da h) e si ha in

particolare

(\,f) = O

cioè la funzione che completa il gruppo è integrale primo di f k(k=2., .2n-l,

2. Connessione col teorema di H-J

Assegnati due hami1toniani in 2n variabili canoniche e scelte
i i idue bas i canoni che $ W,, ~ 'l'. per loro integra 1i primi, si ponga:

l ,

p: = ".(q P t) = 'l'(Q p t) = P',
l l l

Le trasformazioni q P t - q'p't' e Q P t - Q'P't' sono cano-

zione qp - q'p,

tere di integra 1i

te al teorema di

niche perché le basi scelte per i gruppi degli integrali primi sono

canoniche e quindi soddisfano alle relazioni di commutazione. Inoltre

le TC q'p' - Q'P' è l 'identita e perciò si può scegliere per la sua

generatrice una forma nota. Si può osservare inoltre che la trasforma

oltre ad essere canonica è proprio (stante il cara~

primi delle ~i ,'1'.) una trasformazione corrisponden
l -

H-J, cioé una trasformazione canonica che fa passare

dalle qp, ad un sistema di 2n costanti del moto. Ovviamente una os

servazione identica si può fare per la trasformazione QP - Q'P'. Si i~

dichino allora con s e con S rispetto le generatrici delle tra­

sformazioni qp - q'p' e Q P - Q'P'. La trasformazione q'p' - Q'P'

~he è 1'identitl e, nelle variabili canoniche q'Q' ha generatrice

(l) In una base canonica si dicono coniugate le coppie di variabili
la cui PP è diversa da zero.



- 113 -

nulla (IV n" 5)J ha generatrice che è somma (II n° 6) delle generatr~

ci della TC: q'p' ~ q p, cioè -s della TC: qp ~ Q P, sia essa W,

e della TC: QP - Q'P' cioè S. Si ha cosi

o = - s(qq't) + W(qQt) + S(QQ't)

ossia

(2. l ) ~ qQt) = - S(QQ' t) + S(qq , t)

In conclusione la generatrice della TC ~i,~._ ~i~. è la differen
l l

za delle generatrici delle TC relative ai problemi di H-J dei due

hamiltoniani h e H.

Naturalmente per calcolare W(q Qt) occorre esplicitare Ql(qQt)

e ql(qQt) negli argomenti delle funzioni S ed s(l).

Si può osservare che la (4) non è altro che la (7.9) del Cap. II la

quale ha in questo modo una interpretazione diretta.

(l) Utilizzando una diversa generatrice per la TC identica q;p'- Q'P'
s i trova i n ogni caso che l a sonma

- S(qq't) + W(qQt) + S(QQ't)

espressa in n variabili del gruppo q'p', e in n variabili del

gruppo Q'P', è indipendente dal tempo.
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3. Mutua riduzione di due hamiltoniani mediante TC.

Un calcolo diretto mostra che la PP di due integrali primi f i ' f k

di h è ancora un integrale primo di h.

Infatti risulta, utilizzando l'identità di Jacobi:

La PP di due generici i ntegra l i primi è quindi funzione delle 2n

soluzioni f l ·· .f2n ·(Spesso accade che la PP di due integra1i primi

f i ... f k sia funzione delle sole funzioni f. ed f
k

e quindi non
l

sia un nuovo integrale primo indipendente da questi). Poichè le PP

di tutte le possibili coppie di integrali primi sono funzioni degli

integrali primi stessi, si conclude che gli integrali primi di un si

stema canonico, per ogni valore di t, costituiscono un gruppo di fun

zioni di ordine 2n: ogni sistema di 2n integrali indipendenti costi­

tuisce una base del gruppo.

Inoltre il gruppo che si ottiene per ogni fissato valore di t, es

sendo costituito da 2n funzioni indipendenti, è privo di funzioni sin

golari (IV n° l). In conclusione: in un conveniente intervallo di va­

lori di t, 2n integrali primi indipendenti di un sistema canonico ln

dividuano un gruppo (ad un parametro) di funzioni privo di funzioni

singolari.

In base al risultato finale del n° 2 del Cap. III due gruppi di

funzioni dello stesso ordine e con lo stesso numero di funzioni singo­

lari possono sempre essere trasformati l'uno nell 'altro med-ante una TC.

Si assegni, allora, accanto ad h, un secondo hamiltoniano H(QPt)

ancora in 2n variabili canoniche; poiché gli integrali primi di H,

Cl" .F 2n costituiscono anch'essi, 'per ogni valore di t, un gruppo

di funzioni di ordine 2n privo di funzioni singolari, esiste una Te

T'" fche trasforma il gruppo individuato dalla base, i nel gruppo
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individuato dalla base F..
l

Questa trasformazione trasforma l 'hamiltoniano h nell 'hamiltonia

no H secondo la solita relazione H(QPt) = h(qpt) +
a w
a t

dove

w è l a

H' (QPt)

.-
generatrice della trasformazione T . Infatti si indichi con

a w
= h(qpt) + --- la hamiltoniana in cui la trasformazione Ta t

tras forma h. Il

mato del gruppo

F e quindi le

grali primi di

gruppo degli integrali primi di H', come trasfor-

f l f . T*, '1., sotto a tras ormaZlone è ancora l gruppo
l.

Fl ... F2n costituiscono un sistema completo di inte-

H'. D'altra parte un sistema completo di integrali

primi individua l 'hamiltoniano a meno di una inessenziale funzione

additiva del solo tempo. Infatti il sistema algebrico:

aF'-j--
aQ

aX
aQK =

aFi
3t

(i=l ... 2n)

per l'indipendenza delle. F., ha matrice
l

aF aF---
3Q aP

non nulla e quindi individua univocamente le incognite

e cioè individua x a meno

aX
aP.

l

di una funzione additiva indipendente dal-

le variabili canoniche.

Di conseguenza H e H' coincidono.

Se si scelgono basi canoniche

sformazione canonica che porta

~.o/. ,~.o/. per i due gruppi, una tral l l l
h in H è (III n° 2)

( 3. l ) Q. = ~.
l l

~. = \{I.
l l

In particolare siano t l . ,e t 2 due istanti appartenenti all 'inte.!:

vallo temporale in cui si svolge il moto. In questo caso le funzioni di

costituiscono un gruppo e lo stesso accade

per le funzioni di q p ~i(qpt2) o/i(qpt 2).Allor'a le uguaglianze
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forniscono una TC: tali ugJaglianze individuano una corrispondenza

fra i punti di quel sottospazio dello spazio qpt, che costituisce lo

spazio delle fasi all 'istante tI e i punti di quel sottospazio (de.!

lo spazio qpt) che costituisce lo spazio delle fasi all'istante t 2.

Inoltre poiché le $i o/i sono integrali primi del moto, le relazioni

precedenti, scritte nella forma espressiva

cost

cost

mostrano che il punto [q(tl)P(tl )] e il suo trasformato [q(t2)P(t2):

stanno su una stessa traiettoria: per la (2.2) quindi, durante il moto

le variabili canoniche relative a una generica coppia di istanti sono

legate da una trasformazione canonica. Si ritrova così il risultato

del Cap. IV n° 5: il moto appare come una famiglia ad un parametro di

trasformazioni canoniche.

Se gli istanti tI e t 2 sono separati da un intervallo finito,

la trattazione appropriata è quella variazionale (v. Cap. VI). Se in­

vece si ha t 2 = tI + dt, si ricade nella trattazione fatta a proposi­

to delle trasformazioni canoniche infinitesime: il confronto con la

trattazione attuale è lasciato come esercizio.

Le trasformazioni canoniche che conducono dalI 'hamiltoniano h 01-

l 'ha~iltoniano H sono infinite. Per dimostrarlo si esegua una TC

che faccia passare dalle funzioni assunte come variabili indi-

pendenti, a certe funzioni

$ .0/ .
l l

a k($ o/t), Bk($,o/,t)

Poiché la trasformazione per ipotesi é canonica, si ha:

(a.,a
k

) = (B.B
k

) = O; (a.B
k

)
l $' l $0/ l $'

k= 6.
l
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Anche la trasformazione QP ~ ~~ risulta canonica perché le

~(QPt) e le ~(QPt) soddisfano le relazioni di commutazione. Dalla

canonicità delle trasformazioni QP ~ ~~ e ~~ ~ aS segue che la

trasformazione QP ~ a B (dove à(QPt) = a[~(QPt),~(QPt),t] e ana-

loghe) è pur essa canonica; le funzioni

anch'esse le relazioni di commutazione.

Se ne conclude che esiste una TC, che fa passare dalle qp alle

QP, individuata in forma implicita dalle relazioni

(3.3) ~.(qpt) = ~.(QPt); ~.(qpt) = 8.(QPt)
l l l l

Tale trasformazione è diversa dalla (l) e può perciò essere conve­

niente indicare le variabili QP con nuovi simboli E, n.

Esiste una TC che fa passare dalla QP alle E, n; essa è indivi­

duata dalle relazioni:

(3.4) ~.(QPt) = :.(;nt); L(QPt) = 8.(QPt)
l l l l

Le funzioni ](~~t), 8(~~t) sono funzioni di integrali primi di H

e quindi le funzioni J(QPt) B(QPt) sono integrali primi di H. Di

conseguenza la TC individuata dalla (3) trasforma anch'essa h in H.

Ciò si può esprimere dicendo che le funzioni H(QPt) e H(E,c,t) otte

nute mediante le TC (l) e (3) sono di forma funzionale identica o

anche dicendo che la TC (4) lascia invariata la forma di H.

infiniti modi, si riconosce che le

Poiché le funzioni a( Ht) e B(~~t) possono essere scelte in
,.• :'~ ;~'.;:""S

TC che fanno passare da h ad H
:~: ' -; '.

sono infinite. Si può anche dire che esistono infinite TC che ,fanno
~ . ,I-P'"

passare da h ad hamiltoniani che hanno la forma funzionale d.i H.
",;., C.~H,:',-, 1(, ~

Si torni ora alla TC (4) che lascia invariata la forma funzionale

di H: essa è individuata da due 2nuple di integr~li primi di H
. ".• IÙ '

stesso. Tutte le TC individuate da sistemi completi di integrali
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primi di H lasciano quindi H invariata in forma. Il risultato può

essere invertito: se una TC lascia invariata la forma di H, essa

può essere sempre ottenuta mediante due sistemi completi di integrali

primi di H. Infatti (v. il successivo n° 4) una TC trasforma gli

integrali primi di un hamiltoniano negli integrali primi dell'hamilto­

niano trasformato e quindi la TC può essere individuata proprio dal

sistema di integrali primi scelto e dal suo trasformato.

Il risultato, nel caso di hamiltoniano invariante in forma, segue

immediatamente.

Si ha quindi che

condizione necessaria e sufficiente perché una TC lasci invariata la

forma funzionale dell'hamiltoniano é che essa sia individuata da due

sistemi completi di integrali primi dell' hamiltoniano stesso, nel sen

so de 11 a (4).

4. Equazioni degli integrali primi eTC.

Siano assegnati, al solito, gli hamiltoniani h ed H e due siste

mi completi di integrali primi

La trasformazione

f. ,F ..
l l

(4. l ) f.(qpt) = F.(QPt)
l l

è una trasformazione canonica soltato per particolari scelte delle due

2nuple di funzioni. Essa ha però la proprietà di trasformare h in H,

come si riconosce ricordando che(n.3).che-da un sistema completù di integrali

primi si risale ad un'unica funzione hamiltoniana (a meno di una inessen

ziale funzione additiva indipendente dalle variabili canoniche): ai due

la (l) lascia invariata la forma canonica delle

sistemi completi

Da ciò segue pure

f.
l

che

ed F. corrispondono quindi
l

h e H rispetto

equazioni del moto.

Allo stesso risultato si perviene osservando che la (l) trasforma

l 'equaz ione

(4.2) af(h,f) + ---- = O
at
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che ammette il sistema completo di soluzioni f., nella equazione
1

(4.3) aF
(H,F) + ---- = Oat

che ammette i l sistema completo di soluzioni F.

Infatti da 11 e (l) si ha

2!i=~
aQs aF· aP s+~

r aQS r
aP raq aq aq

S

af' ~ aQS ~ aPs~= ---- +
ap aQS ap aP apr r S r

af·
.::.:..l. =

at

aFj

aP
S

~ + _a.:..;.F....i _

at at

Sostituendo nella (2) si ha:

(4.4) ah aQS _~ aQs aQ_ + s)+
r rap aq aq- aD at

r ,. . r

aFj(~~ _
raP ap aq

S r

ah aPs aP s ) +
aFj

O- -- + =raq ap at atr

Questa equazione coincide con la (3 ) perché ri sulta

ah

ap
r

aQS _
raq

ah
raq

aQS
+ -- =

at

aH
=--

e analogamente

ah ~ ah aPs +~) P aH
= = - --r r s aQsap aq 'q ap atr r

Le QS P sono calcolate mediante la loro dipendenza dalle q,p,t ., S
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Se la trasformazione (l) non è canonica non risulta (si pone, al solito

h(QPt) = h(qpt)]

(h PS)qp (h PS)QP
ah

= = aQs

(h QS) - s ah
= (h Q )QP = --

qp aP s

ma risulta sempre

(h QS) +
aQs . s

= Qat

e analoghe (l) o

Nel caso particolare in cui la (l) sia canonica, utilizzando le (3.18)

e la (3.24) del cap. III si ha:

_ (~ QS) . ~ = _ (
at ' 'at

aw
at

, p )
s

e quindi la (4) si riduce immediatamente alla (3).

Poichè la (l) trasforma la (2) nella (3),essa trasforma pure il si­

stema caratteristico della (2) nel sistema caratteristico della (3).In

altri termini la (l) trasforma il sistema canonico relativo ad h nel

(l) D'altra parte se 2n funzioni indipendenti gk' di 2n+l variabili
ix soddisfano due equazione del tipo (2)

2n+l
[

i = l
a . ...i.9l = O

l ax l (k = 1. .. 2n)

i due sistemi algebrici nelle incognite ao e rispetto bo, e aventi
l l

la matrice Il :;~II di rango 2n hanno le soluzioni proporzionali ai
l

minori di detta matrice e quindi le a.
l

a. = k bo. Ne segue che sistemi (3) e
l l

e le bo
l

(4) sono

sono proporzionali:

equ i val enti ,i nd i pe!!

dentemente dalla dimostrazione fatta dopo la formula (4).
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nel sistema canonico relativo ad H.

A questo punto si può dare una dimostrazione nuova e più rapida del

la proposizione dimostrata nel cap. III nO 3; ad ogni gruppo di funziQ

ni di ordine 2n privo di funzioni singolari, è associato un hamilto­

niano h i cui sistemi completi di integrali primi coincidono con le

basi del gruppo stesso.
iInfatti, sia ~~. una base canonica del gruppo. Scelto un hamilto­

l

niano H(QPt) in 2n variabili canoniche, si consideri una base ca no­
inica ~ ,~. del gruppo dei suoi integrali primi. La TC

l

i i i
~ =~ ; ljJ. = ~

l

fa corrispondere (secondo la relazione H = h + ~) H
at ~d un certo

hamiltoniano h(qpt) per il quale le ~i,~.
l

costituiscono un sistema

completo di integrali primi.

Come corollario si ha che se le f. sono una base di un gruppo di
l

ordine 2n, privo di funzioni singolari, il sistema di equazioni

(i=1. .. 2n)
tap

r

+ b (qpt) ~ + ~ = O
r

afj
raq

a (qpt)
·r

~a sempre soluzioni

"unzione h(qpt)

a.,b. che sono le derivate parziali di un'unica
l l

a
r

=
ah
ap

r
b

r
ah

= - aqr
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C A P I T O L O VI

P · .... 1·(1)rlnclpl varlazlona l.

1. L'azione come generatrice del moto.

La generatrice S(qq t) della trasformazione canonica di Hami1ton
o

Jacobi mette in relazione fra loro. come si è visto nei nn. precedenti,

le variabili q(t),p(t) relative ad un istante generico con le qopo

corrispondenti a11 'istante iniziale. Stante l'arbitrarietà de11 'istante

iniziale si può anche dire che la funzione 5 mette in relazione i va­

lori delle variabili canoniche relative a due istanti qualunque. Vi è

così una differenza sostanziale fra la teoria di Hami1ton Jacobi e le

teorie 1agrangiana o hami1toniana le quali sono basate su equazioni dif­

ferenziali, e quindi mettono in relazione fra loro i valori delle varia­

bili relative a due istanti "infinitamente vicini".

Ciò suggerisce l'idea che la teoria di Hami1ton Jacobi possa consent~

re di determinare il moto del sistema meccanico quando siano assegnate le

configurazioni di queste relative a due istanti diversi t. e t
2

. Il pr~

b1ema consiste quindi nel calcolare la funzione S.

Lungo il moto si ha

dS aS. i aS . i
dt = aqT q + at = Pi q - H = ~

e quindi

Poichè, come si è visto nel ~o 7 Cap. I I se una trasformazione ha g~

neratrice 5 la trasformazione inversa ha generatrice -S, si ha pure

dS(-t)
dt l

(l) Questo capitolo ha carattere prevalentemente descrittivo.
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e quindi in generale

(1.1 )

La "azione" S è già stata incontrata nel n° 5 del Cap. IV.

Poiché nel membro destro non compaiono q1 e q2' é necessario mette

re in evidenza che la espressione di Snella (1) va intesa nel senso che

l'integrale va calcolato lungo il moto effettivo q(t), che si svolge fra

gli istanti tI e t 2 e fra le configurazioni q(t l ) e q(t2) assegn~

te relativamente a questi istanti.

La funzione in (1) è determinata quando siano note le funzioni q(t)

nell'intervallo (t
l
,t

2
): ma le q(t) sono proprio le incognite del prQ

blema. La difficoltà può essere superata se si riesce a determinare qual

che proprietà che caratterizzi l'integrale (1) lungo la effettiva solu­

zione delle equazioni del moto, nella classe degli integrali calcolati

con funzioni q(t) arbitrarie.

Una caratterizzazione del genere viene data nel n° 3.

2. Alcuni spazi.

Si consideri un sistema meccanico ad n gradi di libertà.

E' conveniente introdurre alcuni spazi nei quali la descrizione del mo

to risulta particolarmente perspicua A second'a degli aspetti che si

vogliono mettere in evidenza conviene di volta in volta scegliere uno sp~

zio diverso.

Nel seguito si useranno i tre spazi seguenti:

1) lo spazio delle configurazioni (spazio Q) avente dimensione n e nel

quale i punti sono contrassegnati dalle n coordinate lagrangiane del

sistema meccanico.

2) Lo spazio degli eventi (spazio QT) avente n+l dimensioni, ottenuto

dallo spazio Q con l'aggiunta dell 'asse dei tempi.

3) Lo spazio delle fasi (spazio QP) avente 2n dimensioni, e nel quale i
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punti sono contrassegnati dalle 2n coordinate canoniche del sistema mec­

canico.

Nello spazio O ogni punto corrisponde ad una configurazione del si­

stema meccanico e viceversa, ogni configurazione del sistema possiede un

punto rappresentativo in tale spazio.

Un moto del sistema è noto quando siano assegnate le coordinate lagra~

giane in funzione del tempo, qi = $i(t) e cioè quando sia assegnata nello

spazio O una curva, parametrizzata mediante t.

Per individuare un moto mediante le equazioni di Lagrange occorre ass~

in corrispondenza ad un istante (iniziale) t,. o
e q'(t): occorre cioè assegnare nello spazioo

le 2n quantità

O un punto Oo

e il vettore tangente in O alla traiettoria che corrisponde al moto
o

cercato.

Nel problema che si vuole affrontare, data, come sempre, la funzione

rispetto agli istanti

01 e O2 dello spazio O e

nel quale il punto rapprese~e si considera il moto

lagrangiana, si assegnano invec p due punti

due istanti t 1 e

tativo passa per

3. Principi variazionali.

Si consideri due punti 01, O
2

nello spazio O e una curva r che li

contenga. Si supponga che r sia la traiettoria(de110 spazio O) corri­

spondente ad un moto effettivo

( 3 . l ) (i = 1. .. n)

e qutndi, det-

Le (l) sono ovviamente le equazioni parametri che di r e, stante l~

~ercon'cnza( l e.l!

meccanico neilo

scelta del parametro t, esse forniscono pure la legge di

ge oraria) del moto del punto che rappresenta il sistema

qi(t)
d i . ispazio O, Note le sono note anche le q
dt = q

ti t 1 e t 2 gli istanti nei quali tale punto transita per 0
1

e O
2

,

l'integrale:



(3.2)

- 125 -

t 2
S(q1 ,q2;t1t 2) = J R. (q q t)dt

r tI

è noto su r. In partenza l'integrale (2) è quindi definito soltanto 1un

go l'effettiva soluzione (1) delle equazioni del moto.

Una volta definita la funzione S mediante l'integrale (2) è però po~

sibile svincolarsi dal moto effettivo del sistema meccanico dato.

Si considerino infatti fissi gl i istanti t l e t 2
e i punti °1 e

°2
e si consideri una nuova curva t che congiunge i punti

°1 e °2'
-E' possibile ideare un moto lungo r nel modo seguente.

Si ponga una qualunque corrispondenza biunivoca e continua fra i punti di
-r e di r. Poichè ad ogni punto di r corrisponde secondo le (1) un ben

-determinato istante, la corrispondenza introdotta fra r e r fa cor-
-rispondere ad ogni punto di r un ben determinato valore di t. In tal

modo, anche se a priori non esiste una parametrizzazione di r mediante

il tempo, passando attraverso r si possono scrivere per r equazioni

parametri che nella forma:

Cii = "i(t)

o anche, introducendo il divario fra r e r

(3.3) - i i i
q = ~ (t) + B (t)

Le considerazioni precedenti possono essere generalizzate ancora.

Siano assegnati due punti del l o spazio O, °1 e °2 distinti da

°1 e °2' Siano inoltre assegnati due i stanti t' e t' distinti dal 2

t l e t 2 . Si indichino con O' e O' i punti di r relativi ai valoril 2 o ;~

t' e t' rispetto del parametro t, cioè i punti per i quali ne], mo(to eJ-1 2

fettivo, il punto rappresentativo transita agli istanti t'
1

Assegnata una curva r
_ _ I .... : '~i

che passi per 01 e 02 si ponga una co.rrislio!).
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denza biunivoca fra l'arco di r connettente Ql e Q2 e l'arco di

r connettente Q' e Q2· Come nel caso precedente si può allora ass~ .l
gnare al detto arco su r una parametrizzazione del tipo(3') .

A seconda della corrispond~nza scelta fra r e r si ottengono

diverse funzioni (3') e quind diverse leggi di percorrenza dell'arco di
-r . In definitiva si ottengo IO su r infiniti moti (in generale fittizi).

Viceversa è ovvio che. a partire da r è possibile costruire una cur

va (3), assegna rido le funzioni ei(t) cioé assegnando il vettore ir (t)

{~ corrispondenza ad ogni punto di r stessa.

La velocità del punto rappresentativo su r è

:i
$ i (t) de i

q = +
ossia dei

dt
~i . i(3.4) q = q +--

dt

Indicata con 6f(t) la differenza dei va l ori di una funzione f

calcolati su r e su r per lo stesso istante t( variazione sincrona),

si scrivano (3) e (4) nella forma:

(3.5)

(3.6)

i i6 q = e

. i i d i~=6 q = d"t 6 q
dt

Quest'ultima relazione si può scrivere

(3.6' )

che mostra che le operazioni 6 e
d
dt sono commutabili.

La definizione dell' integrale (2) per moti "fittizi", permette di carat

terizzare tale integrale lungo i moti effettivi: tale caratterizzazione

si otterrà confrontanto il valore dell 'integrale (2) relativo al moto ef­

fettivo con i valori dello stesso integrale relativi a tutti i possibili

moti fittizi che differiscono "di poco" da quelli effettivi. Con questa

ultima espressione si intende dire che i moti fittizi·di confronto vengono
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presi su curve r "infinitamente vicine" a

nitamente vicini" al moto(l).

Pertanto saranno considey'ate infinitesime le quantità et l " ti - t l
e ~t2; t 2- t

2
. l'er eSetll\l11 Iler eSllr1mere 1a c1asse de1le curve r

e i moti di esse, si può introdurre un parametro s, di cui si conside

rino solo valori tendenti a zero, in modo che si possa scrivere

1dove l e n sono funzioni opportune.

i i .i .i
6 q = s n ; 6 q = s n .

Nel seguito si continuerà però ad usare la notazione 6 q', 6Q'.

Si ha ora:
t 2 . t 2

S~ - Sr =_J l(q q t)dt - ) l(q q t)dt =
rt' rt, l . l

t 1 .

= 1 l(q q t)dt
et'. l

q t)

t 2 . t 2
dt +.1 l(q q t)dt J J l(q q t)dt

rt
2

rt
l

t
l,

=_J
rt'. l

-l,q

t
: 2 _: t 2q t)dt + 1 l(q q t)dt + 1- -rt

2
rt l

H' i
aqrlr 6q +

t
2

1 l(q q t)dt
rt l
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Si considerino il terzo e il quinto integrale. Nel prime di questi

due la funzione I è cal'olata su r (e non su r). Inoltre sul-

le due curve si è stabilita Jna corrispondenza biunivoca che associa

due punti (uso su r, l'alt su r) corrispondenti allo stesso va-

lore di t. Perciò l 'elemen o di r corrispondente ad ur· determinato

valore di t contribuisce nell'ultimo integrale COn il termine -I(qqt)dt

e c'è un elemento di r che contribui sce, medi ante il terzo integrale,

con il termine I(q q t)dt relativo allo stesso valore d- t. Poiché

in entrambi gli integrali t varia fra gli stessi estrem" t l e t
2

,

due integrali hanno somma nulla; in sostanza,in virtt del a cO'risponde~

za scelta, nel terzo integrale sparisce ogni traccia dellil curia r.

Poiché considerazioni analoghe possano farsi per il quartI) integrale, si

ha:

S- - Sr r

.
1(q qt)dt

t'
2

+ f
i't2

a1
aq

i a1 ioq + ---.i oq )dt.aq

e con

I primi due integrali, poiché gli intervalli temporali ti' t l e

t' - t sono infinitesimi, possono essere sostituiti rispetto con - o t,
2 2

o t
2

. Nell'ultimo integrale si può eseguire una inteçrazione pa~

ziale del secondo termine:
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i
~ dt =

dt

=

t 2 a~ d if ~ dt 6q dt =
t aq,

d aL i
dt aql 6q dt

Raccogliendo si ha:

i at I6q ~ +
q t

1

(3.7)

Le variazioni

i a~ I= ~6t2 - ~6t, + 6q ~ -
aq t

2
t 2

a~ d a~ i
+ f ( aql - dt aql) 6q dt
rt,

i i6q sono' e di fferenze fra i valori d,~11 e q ca1-

colati ne'10 stesso istante t.

Conviene introdurre le variazioni delle coordinate relative agli estre

mi °1,°, e °2,°2 dei due archi di r e di
primo estremo:

-r , Si ha per es. per i'

-i i
=q (t, +6t,) -q (t,) =

Nei due estremi, quindi, trascurando gli infinitesimi di ordine superi~

re, si ha

(3.8 )
l\qi(t,) _ qi(ti) - qi(t,) = 6qi(t,) + qi(t'I)6t,

l\qi(t
2

) - qi(f
2

) qi(t
2

) = 6qi(t2) + qi(t
2

)6t
2
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La (7) si scrive allora, ponendo òS _ S­
r

i
+ [p. (òq, i[p. (òq,

l l
. a

dove si è posto, a so ltO, p. =~
1 'dq

niana h = p,qi_ ~ si ha infine:,

Introducendo la funzione hamilto

(3.9)

-In particolare, se r e r hanno glistessi estremi Ql = Ql e Q2=Q2'

s i ha:

(3.10)
a~. d a9. i

aqi - dt aq' )oq dt

La (10) fornisce una possibile caratterizzazione dell 'integrale (2)

relativo ai moti effettivi. Infatti se il moto su r è un moto effettivo

le quantità in parentesi sono nulle in virtù delle equazioni di Lagrange

e quindi si ha:

(3.11) òS = Or

La (11) esprime la stazionarietà dell'integrale (2). Il risultato si

può esprimere nel modo s.eguente:

L'azione S è stazionaria rispetto a variazioni sincrone fra estremi

fissi.
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L'enunciato precedente va sotto il nome di principio di Hami1ton(1).

Tornando alla (9) si vede che se r è una traiettoria sulla quale so

no soddisfatte le equazioni di Lagrange, si ha:

(3.12)

Le derivate di S sono quindi

aS I--aqi 2

L'ultima di queste è l'equazione di Hami1ton-Jacobi

(3.13) h +~ = O
at

E' immediato riconoscere che la trattazione precedente può essere

fatta anche nello spazio QT: in questo spazio, come è ovvio, la para­

metrizzazione di una curva r mediante t non richiede alcuna preci

sazi one, ed è soggetta alle so l ite condi zi oni che i ntervengono quando

si parametrizza una curva mediante una coordinata.

Le (1) in questo caso rappresentano le equazioni parametri che della

proiezione della curva r nello spazio Q; interpretate nello spazio

(1) Si può riottenere la meccanica hamiltoniana assumendo il princi­
pio di Hami1ton come punto di partenza. La variazione di S fra
estremi fissi è data dalla (10). Postu1ando che per i moti effet­
fivi sia ~S = O si ha:

t2 a~ d a~ i
J ( aq' - dt aqi)oq dt = O
t
1

In base a11enma fondamentale del calcolo delle variazioni (v.per
es. [l]Vol.. I pago 185 nelle ipotesi poste per le oqi, si annul­
lano le quant'l'ta' irfparentesi é ci6e sliss'istono le equazioni 'di La
grange.
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Qr sono invece direttamente le equazioni 'parametri che della curva.

Una trattazione analoga può essere fatta nello spazio delle fasi,

come ora si accennerà rapidamente.

L'integrale (2) nello spazio delle fasi va scritto:

t
2

.
Vr=f [Piq'-h(qp)]dt

rt
1

dove r è una curva nello spazio QP.

Per variazioni delle variabili indipendenti qp, si ottiene una

nuova curva r percorsa con legge oraria dipendente dalle variazioni

assegnate.

Risulta, con calcoli analoghi ai precedenti:
t2· t2·

òV=V-V = f (p.q' - h)dt - f (P.q' - h)dt =r r, ,
rt

1
rt

1

ah
- - op.

api '

dove le ~q sono definite dalle (8).

"h .- -- oq)dtaq'

t 2
+ l(p.lIq. - hòt)1

" t 1

Come si vede, il sussistere delle equazioni di Hami1ton riduce la

variazione di V alla variazione fra gli estremi data dall'ultimo ter

mine.

D'altra parte le equazioni di Hami1ton conducono al seguente princ1

pio:1'azione V è stazionaria rispetto a variazioni sincrone fra estre

mi fissi.
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Viceversa, postulando che l'azione, calcolata fra estremi fissi, sia

stazionaria e valendosi del lemma fondamentale del calcolo delle va­

riazioni, si ottengono le equazioni di Hamilton.

4. Estremali. Estremali trasverse a una famiglia di superfici.

D'ora in poi ci si ~orrà sistematicamente nello spazio OT. Le cur

ve di questo spazio sulle quali si annulla l'integrale ·;3.9) sono det

te estremali dal problema variazionale.

Va ricordato che l'espressione integrale (1.1) di S è da intender

si nel senso che l'integrale è calcolato su una curva congiungente 01

e 02 e corrispondente all 'effettivo moto del sistema: in altri ter­

mini, l'integrale è calcolato su un arco di estremale congiungente 01

e 02' Anche la variazione (3.12) va intesa come varia;:ione di S

quando ci si sposti da un arco di estremale ad un altro i cui estremi

sono legati agli estremi del primo arco dai differenzia"li che figurano

in detta formula.

Nel seguito si assumerà l'ipotesi aggiuntiva che ogni coppia di pu~

res tan

esiste

so1a es trema
n

~ estremale. Ciò vuol dire che assegnati

e

ti A, B nello spazio OT possa essere congiunta dauna
il

tAqA (i = 1. .. n) fra le
nli uscenti da A (corrispondenti agli ~ modi di assegnare le

ti condizioni iniziali del moto per t = t
A

e cioè le ~i(tAD

una e una sola estremale passante per il punto, pure assegnato, B

cioè esiste uno e un solo moto per il quale il sistema partendo dalle

configurazioni qA all'istante t A, raggiunge la configurazione qB

a11' istante t
B

.

Il valore di S(AB) verrà detto distanza geodetica fea A e B.

Si osservi ancora che, la funzione S è soluzione dell 'equazione

e quindi le soluzioni

ha forma canon i ca, sono curve caratteri sti che de11 a stes,;a

di Hamilton-Jacobi come è espresso dalla (3.13)

qi(A) del sistema caratteristico associato, che in questo caso (I n° 5)

equazione(3.13).
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La"inc1inazione"della generica estrema1e è datjl, in ogni punto, dalle
. i "
q calcolate in quel punto.L'inc.linazìCnedelle estrema1i può pure e~

sere data assegnando le p., che, in virtù delle (1.4) e (1.3') Cap.!!!, .
sono legate biunivocamente alle q'. Perciò tanto le soluzioni delle

equazioni di Lagrange, quando le soluzioni delle equazioni di Hami1ton

possono essere usate, co-e è ovvio, per individuare una generica estre

male.

Si torni a prendere in esame una coppia di punti A,B appartenen­

ti allo spazio QT.

Sia L una superficie passante per A e si considerino tutte le

estrema1i congiungenti B con i punti di L. E' possibile definire

una distanza geodetica di B da 1: come si è definita la di stanza

geodetica di B da A. Sia A e L un punto tale che la di stanza

geodetica S(PB) sia stazionaria in A al variare di P su 11 a supe.!:.

ficie in un intorno di A.

Sia S(PB) stazionaria in A quando B è fisso; allora nella

(3.12) scritta nella forma:

bisogna porre lIS = O i
lIq /B = O

e quindi si ha per P = A

(4.1 ) h(q P t)lIt -
i

OPi llq =

D'altra parte se

(4.2) X(q t) = O

è l'equazione di L, si ha pure

(4.3) aX i aX
aql lIq +~ lIt = O

Nella (1) gli n+1 differenziali non sono indipendenti perché deb-
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bono soddisfare alla (3) che esprime l'appartenenza del punto alla

superifi ci e E.

Moltiplicando la (3) per un fattore À indeterminato e somman­

dola alla (l) si ha

ax) i aX
(h + À at ~q +(-Pi + À -aqi)~t = O

Se si sceglie À in modo che uno dei coefficienti dei differen­

ziali sia nullo, a sinistra resta una combinazione lineare di n dif

ferenziali indipendenti, i cui coefficienti debbono quindi essere nu1

l i .

Si hanno così le condizioni:

(4.4)

o anche in termini

h = -p;
ax aX
at aq'

del lagrangiano

1
. i al- q

aq' -Pi
(4.5) =

aX aX-- ;qr-at

le (4) (o le (5) costituiscono le cosiddette condizioni di trasver

sa1ità de11 'estrema1e rispetto alla superficie L. l'estrema1e che sod

disfa tali condizioni si chiama "trasversa" rispetto a L. Il valore

di S(B A) si dice distanza geodetica di B dalla superficie L o icona1e:

l'icona1e misura quindi la distanza geodetica stazionaria di B dalla

superficie E.

Se per ogni punto di una regione intorno alla superficie L si può

portare un'estrema1e trasversa, si dice che si ha un canpo di estrema­

li. Allora ad ogni punto B, di questa regione corrisponde uno e un sol

punto di L e cioé quello dal quale esce l 'estrema1e trasvers6 passa~

te per B.

In particolare un campo di estrema1i associa ad ogni punto della re

gione considerata un vettore p..,
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Se, lasciando fissi A e B, si considera una nuova ~uperficie,

ancora passante per A, ma distinta da L, la distanza ge'odetica di

B da questa nuova superfic'e, sarà in generale diversa calla prece­

dente e sarà differente l'e' tremale per B sulla quale t.ale distanza

è stazionaria: si ottiene ctsì un nuovo campo di estremali e precisa­

mente il campo delle estremali trasverse ·alla nuova superficie.

Così proseguendo si vede che ogni estremale per B è trasversò ad

una certa superficie passante per A: se si cambia la direzione del-

l 'estremale passante per B si trova, mediante la corri,;pondenza in­

dividuata dalla trasversalità, una superficie passante per A e vice

versa, se si prendono superfici diverse passanti per A si trovano

estremali diverse, ad esse trasverse e passanti per B(s'j confronti col

n° 4 del Cap. II).

In conclusione si riconosce che nello spazio QT esi:;tono ~n

campi di es trema l i: ad ogni estremale per B corrispond,~ una superf.!.

cie alla quale l 'estremale stessa è trasversa e alla quale sono tra­

verse tutte certe estremal i "parallele" a quella passant? per B.

In corrispondenza ad ogni estremale passante per B si ha perciò

un campo di estremali diverso.

Un particolare campo di estremali può essere assegnat) quindi dan­

do una superificie alla quale esso è trasverso.

Naturalmente, in modo equivalente, un campo di estrem~li può essere

dato assegnando un campo di vettori covarian~ p. soddisfacenti ad
1

opportune condizioni che assicurino la validità dell'equazione di Hamilton

Jacobi (v. nO 7).

Da quanto precede si riconosce che esistono ~n campi di estremali

ed ogni campo è costituito.a sua volta da ~n estremali: le estrema

li sono quindi in totale ~2n e infatti esse sono le soluzioni del si

stema hamiltoniano. In sostanza un campo di estremali è costituito dal

complesso delle soluzioni del sistema canonico ottenute prendendo "tut­

te le possibili q, corrispondenti ad un ben determinato campo di vet

tori P.,
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Poiché un campo di estremali è costituito da una famiglia di

curve, esso è rappresentato parametricamente dalle equazioni

n
~

(4.6)

sono i para" tri della famiglia.cl ... cn

Si consideri una superfi :ie E che possegga un campo di estremali

dove

trasverse. A partire da ogni punto della superficie, sulla estremale

trasversa passante per il punto, si riporti, sempre dalla stessa pa~

te rispetto alla superficie E, una distanza geodetica assegnata ~

S=fLdt=Q.....

L'insieme dei punti B così ottenuti forma una superficie che si

dice parallela a E. La superficie di partenza e la distanza assegn~

ta individuano univocamente la nuova superficie.

L'equazione della nuova superficie è proprio

S = a..-
mentre l'equazione di E è ovviamente

S = O

E' facile dimostrare il fatto prevedibile che le estremali trasver

se a E sono trasverse a tutte le superfici che sono ad essa parall~

le secondo la definizione ora data.

Siano infatti El e Ez due superfici parallele.

Ciò vuol dire che S(A
l

A2) = K

dove K è costante quando Al

varia arbitrariamente in El e A2 sia

il punto di Ez appartenente al-

l'es trema l e trasvers a a El e uscen

te da Al'

Se B è un a'1't~0 punto sulla estre

male per Al e A2 si ha
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ossia

B
f ~ d t

Al

A2
: f ~ d

Al

t .

i
h d t- - P - d q- : O

A iA A

S(A
1

B) : K + S(A
2

B)

Poiché l'estrema1e A
1
B è trasversa, si ha oS(A1B): O.

D'altra parte K è costante e quindi si ha:

che mostra che l'estrema1e A
2
B,(cioé A1B) è trasversa pure a E2 .

Il differenziale della distanza geodetica fra due punti (ossia del

la distanza misurata lungo la estrema1e che li congiunge) è espressa

dalla (3.12). Nel caso della distanza geodetica di un punto da una s~

perficie, il differenziale di S ha un significato diverso dal prec~

dente. Infatti nel caso di due punti A,B le coordinate t A qA' tBqB

possono essere variate arbitrariamente: per es. uno dei due punti può

essere tenuto fisso e si può far variare solo l'altro.

Nel caso della distanza di un punto da una superficie la situazione

è diversa. Riprendendo la notazione precedente, se B, E, a B cor­

risponde un ben determinato punto A € E e cioè quelle appartenente

a11'estrema1e per B trasversa a E. Di conseguenza qLando si varia

B vi sono due possibilità: se B viene spostato 1unge· la stessa estre

male trasversa, il punto A corrispondente non varia. Se B viene

spostato invece al di fuori di questa estrema1e, occorr'e spostare anche

A: la nuova posizione di A è l' intersezione di E ce,n la estrema1e

trasversa passante per la nuova posizione di B. In entrambi i casi il

contributo portato alla variazione di S dello spostamento di A è

nullo. Ciò nel primo caso è banale, mentre nel secondo caso è consegue~

za del fatto che ci si sposta da un'estremale trasversa a E ad un al

tra pur essa trasversa a E. Il contributo dato dallo ~;postamento di

A è
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perché il vettore (-d ql ' d tA' tangente a L è tra;verso al vet­

tore (h,p.) per la condizione (4.1).
1

Il differenziale de11 'icona1e è quindi

(4.6)
i

dS = - h d t + p.d q
1

Dalla (6) si ricava che le derivate dell'icona1e son·)

distanza geodetica fra due punti. Si vede così che

(4.7)

come nel caso

aS
--aqi

della

= p. ;
1

aS = _ h
at

(4 _8)

l'icona1e soddisfa all'equazione di Hami1ton-Jacobi.

Sussiste anche la proprietà reciproca: se S(q-t) è una soluzione

dell'equazione di Hami1ton-Jacobi, esiste un campo di estrema1i tutte

trasverse alle superfici S = costo

In questo caso S denota la distanza geodetica dalla superficie

iniziale in questo campo di estrema1i.

Per dimostrare l'affermazione fatta, si parta da una soluzione S

dell'equazione di Hami1ton Jacobi e si definisca

aS
Pi = ---aqr

Inoltre dalla stessa equazione si ha

(4.9) h(p q t)
aS

= ---
at

Si consideri il sistema differenziale

_i ahq = --
api

sostituendo i n h le (8) in luogo delle p. : con ciò i secondi membri
1

diventano funzioni di q e t so l tanto.

La soluzione generale del sistema (10) consiste in Lna famiglia di
n

~ curve. Lungo queste curve le Pi sono allora funzioni del solo

parametro t e si ha:

(4.11)
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Derivando la (9) si ha poi

élS élh
-+~élq1él:; élql

~ = Oélql

e usando le (8) e le (10)

__..:..él..:..h,- .k+ - + q
i

élq

Confrontando con le

(4.12)

(11) si ha infine:

. él h
Pi = - ---aqr

che con le (10) caratterizzano la famiglia di curve considerata, co­

me una famiglia a n parametri di estremali.

Si osservi che si ha una famiglia ad n parametri e non a 2n pa­

rametri (come ci si potrebbe aspettare dato che il sistema (4.10),

(4.12) è il sistema canonico), perché ci si è limitati al solo campo

di estremali individuato dalla famiglia S = costo

Si vede pur immediatamente che le estremali trovate sono trasverse

rispetto alle superfici S.

5. Cenno sulla costruzione di HUYGENS.

Anche se in questa esposizione non si trattano problemi di ottica,

la costruzione di Huygens è tanto vicina a11 'argomento svolto, che non

si può fare a meno di dare un breve cenno.

Nel n° precedente, sfruttando il concetto di campo di (oon) estremali

trasverse ad una superficie assegnata E si sono definite le superfici

parallele a E come quelle che hanno in comune con E lo stesso cam

po di estremali tra9Verse.ln questo n° si considera il problema duale

del precedente.

Scambiando termini della questione, si considerino tutte le estr~

mali passanti per uno stesso punto B e si prenda su ogniestremale, a

partire da B la stessa distanza geodetica a. Si ottiene cosi una
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superficie che ha come "centro" B e che é spontaneo definire "sfera

geodetica" di raggio a. Al variare di a, le superfici S = a sono

le sfere geodetiche di centro B.

Le estrema1i uscenti da B appartengono a campi tutt-i diversi fra

loro, perché ognuna di tali estrema1i é trasversa ad una diversa fami

glia di superfici (va ricordato che data una superficie !)enerica, da

B esce una sola estrema1e trasversa ad essa). In particolare i campi

p_ sono tutti diversi fra loro sulle diverse estrema1i che irradiano
1

da B.

detiche aventi i centri

nei punti di L l e rag-

gio comune a2-al' Per

ogni punto B € LI la

As segnata una qua 1unque superfi c i e L, S i a B1 il punto

in cui essa é incontrata dalla estrema1e trasversa uscen-:e da B. Sia

poi a la distanza geodetica B B
1

e si consideri la ,;fera geodet.!.

ca n e raggio a.

Si riconosce subito che le due superfici L e n sono tangenti in

B
1

. Che B
l

€ \1 é evidente perché n é il luogo dei pUllti aventi da

B distanza geodetica a. Inoltre l'estremale B B
1

, ch,! per ipotesi

é trasversa a L ( e che quindi soddisfa su tale superfi,:ie alla condi

zione di trasversalità) é ovviamente trasversa anche ad n perché qu~

sta é una sfera e qui ndi l a di stanza da B di tutti i s'Joi punti é

stazionaria. Le due superfici avendo lo stesso raggio.tr,lsverso in B
l

sono ivi tangenti, perché per entrambe il vettore oq1,0: é trasverso

allo stesso vettore p.,-h.
1

Si consideri ora una famiglia di superfici parallele ~ cioé aventi

lo stesso campo di estremali trasverse.

Fissate due superfici LI e L2 della famiglia, di eqrJazioni rispe!

tive S = al' S = a2 si

considerino le sfere ge~
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relativa sfera geodetica è tangente a LZ nel punto in cui questa

superficie è incontrata dalI 'estre~ale uscente da B e trasversa al

la famiglia.

La superficie LZ è quindi l'inviluppo delle sfere ~Ieodetiche aven

ti i centri in LI e raggio pari alla distanza geodetica fra LI e :z

(costruzione di Huygens).

(Il breve cenno dato mette in evidenza che in certi ci.si le estre­

mal i uscenti da un punto B possono appartenere in rea', tà tutte ad uno

stesso campo ed essere tutte trasverse ad una stessa superficie.

Questo fatto è fondamentale nella teoria dell 'ottica ondulatoria.)

(i=l ... n)(6. l )

6. Integrale invariante di Hilbert.

L'espressione delle derivate di S permette di riconoscere che

l'iconale è l'integrale di un differenziale esatto.

Nello spazio QT si connetta un punto (fisso) A con un punto

(variabile) B, mediante una curva regolare '€. Si introduca la coordi

nata t come parametro su ~, e siano:

i i
q ;a (t)

le equazioni parametri che di ~.

Sia inoltre dato un campo di estremali

(6.2)
i i ... c )q = <P (t cl n

(v. (4.6)).

Per ogni funzione F della posizione B sussiste l! espressione:

dove la curva sulla quale si

(6.3) F(B) ; F(A)
B F . F

+ J (~ dq' + _a dt)
A aq at

integra da A a B è arbitraria.

Per l'iconale S è quindi indipendente dal cammino l'espressione

B
S(B) = StA) + J( ~i dqi + aS dt)

A aq at

Utilizzando le (4.7) e integrando sulla curva (l) si ha:
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B i
S(B) = S(A) + f (p. ~dt - hdt) =

€A. ' dt

B
at dai . i

= S(A) + f ( aqi -- - p.,p +.lo )dt
-eA dt ,

e infine

S(B) = S(A)

Questo integrale non dipende dalla curva

le invariante di Hilbert.

~i) :~;Jdt

C e vienI! detto integra-

E' usua l e scri verl a ponendo e

cando per ogni punto

dai
dt

P, con un apice la derivata

~ i = ci i e ci oé i nd i

rispetto a t calco

lata lungo la curva C, e con un punto sovrapposto la derivata rispe!

to a t, calcolata lungo l'estremale del campo scelto, passante per P.

Si ha così:

Se i n

si ha

B
+ (q il _ qoÌ) aaqt, IdtS(B) = S(A) + f[~

~A

particolare C è l 'estremale del campo congiung,!nte
i I • ;

q = q e quindi

B
S( B) = S(A) + f t d t

A

A e B,

e si riottiene la definizione di S.

Le considerazioni precedenti si possono compendiare nella proposizione:

Se si costruisce un campo di estremali trasverse rispetto ad una supe~

ificie z di equazioni fL d t = a e se u sono le loro pendenze,

definite dalle equazioni

(6.4) ~- ui
dt -

(6.5)

Allora l'integrale

B
-efA[ _(q'i - u

i
) :u\]dt

è indipendente dalla curva ~ che porta da A aB.
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i
ovvial1)ente sono le derivate delle q lungo c.

Se viceversa, è dato un

(6.6 )

campo di vettori p.,
A l

S = J(p.q'i - h)dt
B l

tale che l'integrale

siaindipendente dalla curva che connette A e B, le funzioni p.
l

sono le quantità di campo di un campo di estrema1i e l'integrale for-

nisce la distanza geodetica. in questo campo, fra A e B.

Infatti se l'integrale non dipende ~a1 cammino, tenendo fisso A

si ha i n B:

e perta nto S,

aSaqr = Pi ;

come funzione

aS = -hat
de11 ' es tremo superiore dell'integrale

(6) soddisfa l'equazione di Hamilton-Jacobi.

Ma ogni soluzione di tale equazione è la distanza gecdetica in un

campo di estrema1i (nO 4) e quindi si ha la proposizione,inversa del

la precedente:

Se le funzioni u(t) rendono l'integrale (5) indipendente dal cam
n. mino, le equazioni (4) hanno come soluzioni un sistema <1i ~ estre-

mali che soddisfano alla condizione di trasversa1ità ri!petto alle su

perfici S(qt) = costo

7. Il ruolo dell 'equazione di H-J.

Nella trattazione precedente si è visto che il sussLtere della equ~

zione di H J è una condizione necessaria e sufficiente .perchè un ca~

po di vettori covariante (p., .. -h) nello spazio QT dl!Scriva un siste
l

ma meccanico di hami1toniano h.

La necessarietà della condizione è stata data in var',e forme e, 'in

particolare, nell 'ultimo teorema del n° precedente; la ,;ufficienza del­

la condizione è conseguenza immediata del fatto che il ;;istema caratte

ristico associato alla equazione'di H J ha forma canon' ca.

E' ovvio, quindi, che un campo di vettori assegnato .Id arbitrio nel

10 spazio QT non descrive un sistema meccanico perché in generale non
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soddisfa all'equazione di H - J.

Tuttavia non è difficile riconoscere, almeno in term'ni qua1itativi,

che, sotto condizioni molto genera1 i ad un campo di vettori nello spa­

zio QT si può associare un sistema meccànico.

Sia data la varietà

(7.1 )
1 n n+1

F(q ... q q P1 ... Pn) = O

2n+1 .nello spazio R • All' equazlOne (1) si può associare un'equazione

a derivate parziali del primo ordine

(7.2)
1 n

F(q ... q u P1" .Pn)
au(p. = -.- )

l aq

e questa equazione, a sua volta, può essere ridotta (I 'l0 5) alla

forma di

(7.3)
l n+1

pn+1 + h(q ... q P1... pn) = O

Ciò può essere espresso dicendo che ogni equazione.a derivate par­

zia1 i del primo ordine descrive un sistema meccanico. ,\nzi, se si

può risolvere la (2) rispetto a più di una delle p, si ottengono al­

trettanti sistemi meccanici relativi alla stessa equazi,)ne (2). Natural.­

mente questi sistemi sono distinti fra loro per il di/erso signific~

to assunto di volta

(2) rispetto a Pk'

che la funzione h

in volta dalle variabili: infatti s~ si risolve la
ksarà q ad avere il ruolo di temp,). Inoltre an

nella (3) sarà di volta in volta differente. E'

chiaro però che, una volta scelta la variabile che deve avere il ruolo

di tempo, l'equazione (2) individua un unico sistema me:canico.

In conclusione si può dire che ogni volta che si ass?gna nello sp~

zio QT un campo di vettori e una relazione (1) alla ~ua1e questo

campo deve soddisfare, si ottiene un sistema meccanico.

Se si parte da un principio variaziona1e nello spazio QT,
iof(p.dq - h d t ) = O

l
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assegnando il campo (p. - h) è ancora necessario aggilJngere una
l

relazione di tipo(l), la quale. assicuri che sussista l ',!quazione di

H - J.

I principi variazionali ai quali si è accennato nel n° 3 non hanno

invece richiesto alCuna relazione di tipo (l). Negli spazi Q e PQ

sono infatti state assegnate le funzioni t(q q t) e ri;pett. h(q p t),

le quali forniscono le limitazioni necessarie ad assicu"are la validi

ti dell 'equazione di H-J.

In sostanza, quindi, per ottenere un sistema meccanico da un princ~

pio variazionale:occorre

l ) o assegnare un lagrangiano

2) o assegnare un hami ltoni ano

3) o assegnare un campo di vettori ed insieme una equazione di tipo (l)

che equivalga alla equazione di H-J.

In quest'ultimo caso si segue una strada inversa di quella che si

segue nei primi due casi; nei casi a) e b), infatti si parte dalle

equazioni del moto e, in particolare dalle equazioni canoniche; nel

secondo caso si perviene alle equazioni canoniche come passo finale,

rfcavandole come sistema caratteristico dell'equazione di H-J.

o o O o O o O o O
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