Presentazione. -

Lo scopo di questa esposizione € essenzialmente didattdlco: gli ar
gomenti sonc queldl thattati usualmente nel corsd di Meccanica Anall

tiea. La thattazione perd non € Atandard per vard moXAlvi.

Anzitutto sono statl presentatl certl preliminari matematici che
sono essenziall pen Lo studio della Meccanica Analitica, ma che sonc
di solito sconosciutl alla maggion parte di coloro che agfrontanc pern
La prima volta quesita discdplina: Lall argomenti non Aone perd fornd-
L come pure premesse. SL 2 cercato Lnvece di metfere 4n evdidenza AL
fatto che essL sonc spesso pacce importanti della Meccanica Analiti-

Ca- .

Questo ¢ uno ded motivd per 4 quaki La prima parte, di premesse |, @
pil estesa della seconda: pern es. varnd argomentd che sonc thattatli di
solito come argomenti di Meccandica Analitica, vengono qui esposti ned

£'ambito defle equaziond difgerenziali in generale.

In secondo Luocgo sonc stati inserdtl argomentl per cosi dire com-
plementari (ma non pen questo meno Amportanti) rnispetto a queldi usual
mente thatiati, Lasciando Lnvece fuord varl argomenti impontanti che
54 trovance facifmente nella Letteratura.

[nfine aleund arngomente sono trattatl in maniera del tuito diversa
da quella wsuale.

L'esposdzione in vard puntd non cura molto AL nigore: in particola
ne L'ultimo capitolo ha un carattere puramente desciittivo e mira sol
tanto a gornine qualehe Adea fondamentale sull'arngomento che thatia.

Per concluderne € doveroso dine che il capitolo 11 @ una Libera nie
sposdizaone [(con poche aggiunte essenziall pen La Meccandica Analitica)
di parte del Cap. VI di [4] (v. bibliogragia) .
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CAPITOLO I

Equazioni a derivate parziali del I ordine.

1. Inviluppi.
Si consideri la famiglia ad un parametro di curve
(1.1) f(xy;») =0

dove f & una funzione di classe apportuna nei suoi argomenti, inciu

so il parametro .
Ad ogni valore di x» corrisponde una curva della famiglia. Sia }o

un valore fissato di X e si consideri, oltre alla curva

(1.2) fxysr ) =0
la curva
(1.3) f(x,y;3 Ao dr) =0

Per determinare i punti di intersezione di(2) e (3) si scriva quest'ul
tima nella forma:
af 2
] . 1 =
(1.3"). f(xy’Ao)+aA d% +0(x ) =0
A=A

I punti della curva (3) appartenenti anche alla curva (2), soddisfa

no quindi la relazione:

af|

aafn =0 0L =0

Se, quando dx - 0, 1 punti intersezione tendono a posizioni limite,

queste sono fornite dal sistema

( flxysr ) =0
(1.4) 1£r "
IX|A=A
0

Al variare del valore AO del parametro, i punti individuati dal

sistema (4) in generale variano: se essi appartengono ad una curva I,
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tale curva e detta 1'inviluppo della famiglia (1). Cido accade, per es.,

se dal sistema (4) scritto per X generica, Si possono ricavare x e

y in funzione di i.

>
1

x(2)

y = y(x)

- S N —

ottenendo cosi la curva inviluppo in forma parametrica (tale curva pud

consistere di diversi rami).

L'equazione cartesiana dell'inviluppo si ottiene risolvendo rispet

to a x Tla seconda delle (4) e sostituendo A(xy) nella prima

(1.5) fxysrx{xy)] =0 .

Se 1'inviluppo esiste, per es. se ad ogni valore di A le (4) fan
no corrispondere un ben determinato punto P0 di coordinate X(AO)
y(AO), la curva FO della famiglia (1), corrispondente al valore

A= ko e 1'inviluppo T , sono tangenti nel punto PO

Infatti un sistema di parametri direttori per la normale a FO e

of  of

sf L of @ af L af m
ax

3X  8X T3y 9x 3y )A=AO

(

ay)A=Aoe per la normale a T & (

3 X
\ . of
D'altra parte sulla curva ro si ha : I

=0 equindi T e T
0 0

I\
0
in PO avendo la stessa normale hanno pure la stessa tangente.
In modo analogo si pud procedere nel caso di famiglie di superfici.
Sia data la famiglia
(1.6) f(xyz;x) =0 .

Si supponga che la curva intersezione delle due superfici:

j-f(xyz;x) =0
1 f(xyz;a+dr) = 0

quando dx - 0 tenda ad una posizione limite (curva caratteristica).
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Al variare di 1 si ottiene una superficie (la quale pud consistere
di diverse falde) che viene detta inviluppo della famiglia ad un para
metro (6). Come nel caso precedente, si trova che le equazioni della

curva caratteristica sono

r
|f(xyz;x) = 0
laf
Lo
e 1'equazione della superficie inviluppo si ottiene, eliminando » fra

queste due equazioni, nella forma:
fxyz3a(xyz)] = 0

Come nel caso precedente, si riconosce che la superficie inviluppo
e tangente ad ogni superficie della famiglia lungo la rispettiva carat

teristica.
Sia data infine una famiglia a due parametri di superfici:
(1.7) f(xyz;i,u) =0

L'equazione della superficie inviluppo si ottiene eliminando » e

fra Ta (7) e le equazioni:

3 du

e questa superficie & tangente ad ogni superficie della famiglia (7).

Introducendo una relazione u = ¢(x), si pud estrarre dalla famiglia

(7) una famiglia parziale ad un sol parametro:
(1.8) fxyz;r,0(x)] = 0

In corrispondenza ad ogni scelta della funzione ¢ esiste una di-
versa famiglia parziale e questa possiede un inviluppo la cui equazione
si ottiene eliminando » fra la (8) e la equazione

of L 8f du_

A p  dai 0



(in questo caso non & — =0 ).

La estensione delle considerazioni precedenti a famiglie di varieta

nello spazioc a n dimensioni (n > 3) & immediata.

2. Equazioni a derivate parziali del I° ordine: teoria di Cauchy.

Per motivi di evidenza geometrica si esporra, in maniera d'altra par
te molto succinta, la teoria di Cauchy delle equazioni a derivate par-

ziali del primo ordine nel caso di due variabili indipendenti.

. . 5 . . ..
Sia data in R una varieta V4 a quattro dimensioni:

(2.1) F(xyupq) = 0 .
Scegliendo u,p,q come funzioni di x e vy tali che sussista an-

cora la (1), queste tre funzioni determinano parametricamente nella varieta

V4 una varieta VZ' S1 supponga che wu(xy) sia di classe C] e p(xy)

. . 0 . :
e q(xy) siano di classe C . Se sussiste la relazione

du(xy) = p(xy)dx+g(xy)dy

cioé se

() = 5% = usalxy) = 20 =
LAY ax"x’qy_ay‘y

la funzione wu(xy) & detta una soluzione della equazione a derivate

parziali del primo ordine.

(2.2) F(x yu u uy) =0 .

Geometricamente la (2) pud essere interpretata nel modo seguente: fis

3 . . .
sato un punto Po(xoyouo) e R™ la (2) esprime una relazione fra i pa
rametri direttori poqo(-]) della normale in P0 alla superficie
u = u(xy) soluzione della (2)(5uperficie integrale). In ogni punto PO

nel dominio di definizione della (2), questa rappresenta una relazione

ad un parametro fra tali parametri direttori della normale: facendo va
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riare ad es., p, si ottiene g dalla (2). Cid mostra che esistono
in P0 infiniti elementi di superficie,che soddisfano la (2) e cioé
tutti quelli le cui normali soddisfano tale equazione. Queste normali
individuano altrettanti piani, ad esse normali e cioé tangenti alle
varie superfici menzionate: si tratta dei piani tangenti alle possi_
bili soluzioni della (2) passanti per Po‘ Questi piani passano tutti

per P0 e, in generale, dipendendo come si €& detto, da un sol para-

metro, individuano un cono, il cono di Monge in PO. Cosi la (2)
ad ogni punto associa un cono elementare (si tratta, come sempre, di

considerazioni locali) come inviluppo dei suoi piani tangenti.

Volendo determinare le generatrici del cono di Monge in Po’ Si
osservi che una generatrice & contenuta in un piano tangente ad una

possibile superficie integrale. Sia
.3 -u = - -
(2.3) u-u = p(x=x_) +aly-y )
]'equazione di un tale piano, dove ovviamente
2.4 =
(2.4) Fxy,upa) =0

Scegliendo (se cid é possibile) come si & accennato prima, p come
parametro dell'insieme dei piani in PO, si ricava da (4) q = q(p).

Volendo procedere in maniera pil simmetrica, si ponga

(2.5) p=p(r) 5 qg=q(r)

adottando un conveniente parametro. Naturalmente le (5) soddisfano al-
le (4). Due piani corrispondenti a valori prossimi di A hanno equa-

zioni
u-u = p(x)(x=x_) + q(r)(y-y.)
(2.6) ° °

oy
|

o
]

PU+AN) (x-x ) + q(1+dh) (y-y,) -

Le (6) sono le equazioni della retta intersezione dei detti piani
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per Po' Siscrivano tali equazioni nella forma

Cumu = p(ex ) + a0 (v-y,)
(26') ﬂ U—UO = p(A)(X—XG) + Q(U(Y‘yo) ¥
' ()4 (x=x ) + 9" ()d(y=y ) €07 (dn)

Quando, nella equazione del secondo piano, x y u appartengono alla
retta intersezione, la seconda equazione, in virtd della prima si ri-
duce a:

0 () (xx ) + 0t (1) y-y,) #0(d7) = 0

Al tendere di dx a zero la retta intersezione tende ad una posizio

ne limite, che & una generatrice del cono di Monge. Le generatrici han

no quindi equazioni:

]

u-u_ = p(A)(x-x )+q(3)(y-y )
(2.7) ° ° °

1

10 =0 00ex) + ') (3y,)
|
y

Le (7) si possono scrivere anche nella forma

.
d d
| el) Eral)
(2.8) 4
Lo =iy 9x iy dy

La prima delle (8) esprime 1'ortogonalitd dei vettori (p(2),q(x),-1)

d dy dy

(ds ds ds)’ cioé la ortogonalitd fra la normale al piano tangente e

la generatrice presa. Ovviamente questa ralazione non basta per indivi-
duare la generatrice, e quindi & necessario assegnare un secondo piano

[che nelle (2.7) & parallelo all'asse ul

Derivando la (4) rispetto a » si ha
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(2.9) F P (M) #F ' (3) = 0

[1 sistema costituito dalla (9) e dalla seconda delle (8) & omogeneo

e ammette autosoluzioni se e solo se:

| dx dy |
- ds S i
| o
F F F
P q
Cioé se
dx _ : dy
e KFp . = C KFq

Allora la prima delle (8) si scrive

du

Introducendo il nuovo parametro

si possono scrivere le ultime tre equazioni nella forma

dx _ o . dy o . du_
(2.10) ds = Foids “Fqids ™ PPyt *

e queste sono le equazioni di una famiglia di curve, (curve focali o di
Monge) quando siano dati i secondi membri. Ad ogni punto della curva

x(s),y(s) z(s) @& associato un elemento di piano di normale p(s),q(s),-1.
In base alle (10) la normale p, q, -1 a questo elemento di piano &

dx dy du

ortogonale al vettore ds ds ds

(che & tangente alla curva) e quindi

1'elemento di curva dx,dy du giace nell'elemento di piano. L'insieme
costituito da una curva con gli elementi di piano in tutti i suoi punti

costituisce una striscia.
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IT sistema delle quattro equazioni (1) e (10) nelle cinque funzio-
ni incognite x y u p q, & indeterminato. Ogni sua soluzione & detta

striscia foca!e(]). Le strisce focali appartenenti a superfici inte-

grali della (2) sono dette strisce caratteristiche.'Ogni superficie in

tegrale e tangente in ogni suo punto al cono di Monge e quindi contie
ne una striscia caratteristica. Percid ogni superficie integrale con-

tiene strisce focali.

Se si impone ad una curva focale di appartenere ad una superficie

integrale, si perviene a due nuove equazioni.

Si supponga assegnata una superficie integrale u = u(xy). Poiché
i membri destri delle (10) sono noti, le prime due di tali equazioni
definiscono nel piano xy una famiglia ad un parametro di curve. Se
da ogni punto di una di queste curve si conduce la perpendicolare al
piano  xy fino ad incontrare la superficie integrale data, si ottie
ne, su questa, una curva. Le prime due delle (10) individuano quindi
sulla superficie integraie data, una famiglia ad un parametro di cur-
ve e su questa, essendo u =P, uy = q perché u € soluzione di
(2), si ha

du dx dy _
ds ~Yxds "YUy ds T Fpp ¥ qu

cioé & soddisfatta la terza delle (10). Quindi le curve cosi generate

sono curve focali e generano la superficie integrale.

Dalla (1) si hanno le relazioni:

i
o

r
| Fx-+ Fup + Fppx + F q

"
m
<
+
-
c
o
+
M
©
©
<
*
-
0
1
o

el e ———

(1) Per ogni scelta delle funzioni p e q il sistema (10) (che & au-

tonomo) ha «° soluzioni.
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che valgono identicamente sulla superficie.

Essendo poi py = qx, le precedenti si scrivono:

i
o

' F
Fx ' Fup ¥ ppx ¥ quy
+ F
I qqy

I
o

(
!

(2.11) i F +fq+F
\ Y u p

Se allora, sempre mantenendosi sulla superficie, ci si sposta lungo

una curva focale, si possono sostituire le quantita Fp e Fq con

%E e %% risp., sicché gli ultimi due termini nella prima delle (11)
diventano:
_ dx dy o _dp
Fppx ¥ quy " s Px s py T ds

e analogamente

dg
Fq = —
qux ' gty T ds

In definitiva sulle curve focali giacenti su una superficie integra

le sussistono le cinque equazioni differenziali ordinarie:

(
d
%g =F a%rz F s %% = pF _+qF curve | curve focali appartenen
P g P focali| ti a superfici integrali

(2.12) < / (curve caratteristiche)

4 . (FapF ) Yo s v qF )

ds x Pyl ds T y Ty

\ J

Le ultime due sono le (11).

IT sistema (12) & detto sistema caratteristico della (1). Per questo

sistema differenziale ordinario la funzione F & un integrale primo.
Infatti, usando le (12), si ha:
dF ¢ dx dy du dp

q
+ L — b — -
Fy ds ¥ Fu ds ¥ Fp ds ¥ Fq ds 0

o

ds = "x ds

e quindi ogni superficie F = cost @ costituita da soluzioni di (12).
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Si inverta ora il procedimento seguito.
Anziché partire da una superficie integrale, si parta dal sistema (12):
tale sistema & autonomo e definisce una famiglia di «*curve nello spa
zio x y u p q. Allora dalla famiglia a quattro parametri di soluzioni
di (12) si estragga una famiglia a tre parametri imponendo la condizione
che Tungo queste soluzioni la F sia nulla: ogni soluzione del sistema

caratteristico che soddisfi 1la F = 0 & detta striscia caratteristica:

una curva spaziale x(s),y(s) u(s) che porti tale striscia & detta cur-

va caratteristica.

Sussistono le due proposizioni:
1) Su ogni superficie integrale esiste una famiglia ad un parametro dj
curve caratteristiche e di corrispondenti strisce caratteristiche.
2) Se una striscia caratteristica ha un elemento xyupq comune con una

superficie integrale essa appartiene tutta alla superficie integrale.

L'ultima affermazione & conseguenza sia del fatto che una superficie
integrale é costituita di strisce caratteristiche sia della unicita
della soluzione del sistema (12): se la striscia avente un elemento in
comune con la superficie non giacesse su questa, dall'elemento comune
partirebbe, oltre alla striscia data, anche quella appartenente alla su
perficie.

Per completezza conviene dare un cenno sul problema di Cauchy che con
siste nel ricercare le (eventuali) superfici integrali della (1) che
contengono una curva assegnata T.

Se la curva T non & una caratteristica, la soluzione passante per
essa € la superficie luogo ad un parametro delle strisce caratteristiche
passanti per i punti di Tr. Se la curva T & una caratteristica, per

essa passano infinite soluzioni della equazione (1).

Per 1 particolari si rimanda ai trattati speciali ([1],[2],[3])
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Risulta evidente che Ta conoscenza della soluzione generale del siste-

ma caratteristico (12) permette di costruire le soluzioni della (1).

Sussiste pure la proposizione inversa: la conoscenza di un integrale
completo della (1) permette di risalire alla soluzione generale del si-

stema (12) (v.nn. 3 e 5).

3. Tipi di intearali delle ecuazioni del orimo ordine.
Una soluzione della (1) dipendente da due parametri
(3.1) u="vxyab)

si dice integrale completo della (1) se la matrice

\\lrr W Ur:

X xa xb
(3.2)

\ +r W W

y ya b
ha rango 2. Sotto questa ipotesi, quindi, u & detto integrale completo
se la (1) soddisfa la (2.1) identicamente per ogni valore di a e b. Poi
ché i parametri si possono far variare arbitrariamente, si pud scegliere

in particolare b = ¢(a) dove ¢ & una funzione di classe opportuna. La

(1) si pud scrivere allora
(3.3) u=¥(xyao(a))

L'inviluppo di questa famiglia ad un parametro di superfici si ottiene

facendo sistema fra la (3) e la

Se si pud ricavare a da guesta equazione, si ha una funzione

a = a(xy)

la guale sostituita nella (3), fornisce una soluzione della (2.1)

(3.4) u = u(xy)
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che & T'inviluppo della famiglia (3). Poiché la (4) dipende dalla scelta
della funzione ¢, si ha in tal modo una soluzione dipendente da una fun
zione arbitraria: una soluzione di questo tipo si dice integrale generale

della (1).

Se la famiglia a due parametri (1) possiede essa stessa un inviluppo,
anche queste €& soluzione della (2.1) e, come nel caso delle equazioni dif
ferenziali ordinarie, €& detto integrale singolare. Un integrale singolare

si ricava quindi con procedimenti di eliminazione dal sistema

(3.5) ¥(xyab) - u =0, L 0, yb =0 .

L'esistenza di un integrale singolare & una proprieta della equazione
(2.1) e la sua determinazione non dipende dalla conoscenza di un integrale

completo. Infatti sostituendo la (3.1) nella (2.1) si ha:
F(xy ¥ wx Wy) =0
identicamente in a e b (perché ¢ & integrale completo).

Derivando rispetto ad a e ab si ha

Fy +Fv +Fy =20
u a p Xa g ya

Fuwb + prxb + quyb =0

Se ¥ & integrale completo si possono usare le (3.5) e si ha:

Fy +Fv =0
p Xa q ya

prxb + quyb =0

Questo sistema, nell'ipotesi

qJxawyb ) qJyawxb 70,
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non ha autosoluzioni e quindi é
(3.6) F =F =0

Esiste una connessione stretta fra le curve caratteristiche e gli invi
luppi di soluzioni della (2.1). Formando 1'inviluppo della famiglia ad un
parametro (3)

u - ¥{xya,¢(a)) =0

+ ¥ ¢ =
fa byt =0

(

(3.7) <

IL

si ottiene la curva di contatto fra 1'inviluppo e la superficie della fa-
miglia corrispondente al valore a del parametro. Poiché la funzione o

si pud scegliere in modo che ¢(a) e ¢'(a) siano valori prefissati, le (7)

rappresentano una famiglia a tre parametri di curve. Queste curve sono le
caratteristiche della (1). Infatti lungo queste curve sono tangenti due

superfici integrali e cioé la (3) e Ta superficie inviluppo: questo ¢ pos
sibile solo lungo una caratteristica. Cid fornisce i1 risultato inverso

del precedente. Si ha quindi la proposizione:

Noto un integrale completo della (2.1) si possono ricavare da questo le
caratteristiche e cioé la soluzione generale del sistema (2.12) (v.n° pre

cedente).

In questo senso 1'equazione a derivate parziali del I ordine e il siste

ma caratteristico sono equivalenti.

La dimostrazione esplicita della proposizione enunciata verra data a

proposito della forma di Hamilton-Jacobi dell'equazione a derivate parziali

nel n? 5 .

4. Caso di n wvariabili indipendenti. Equazione lineare omogenea.
Estendendo in maniera diretta la discussione del n: 2 si riconosce che

all'equazione del primo ordine in n variabili
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(4.1) Fix' ..M, u pyep ) =0

@ associato il sistema caratteristico

i )

dx i

— = v = L e— = - T+

Ty L R (Fei + Fupy)

Le curve e le strisce focali, le curve e le strisce caratteristiche

si definiscono in modo ovvio.

Come nel caso tridimensionale si dimostra che una superficie integrale
e luogo di curve caratteristiche ed é costituita da strisce caratteristiche.

n

Inoltre se una striscia caratteristica ha un elemento x1...x up]...pn

in comune con una superficie integrale, essa appartiene a tale superficie.

I1 problema di Cauchy € anche analogo al problema del caso tridimensio-
nale e consiste nel ricercare le eventuali soluzioni passanti per una data

varieta (n-1) dimensionale T.

Si hanno i risultati: se la varieta I non & luogo di strisce caratte-
ristiche, 11 problema di Cauchy ammette una ed una sola soluzione. Se la
varieta I & luogo di strisce caratteristiche (varietd caratteristica)

il problema ammette infinite soluzioni (v. per es. [1]).

Anche nel caso n dimensionale, quindi, la soluzione generale del si-
stema caratteristico permette di risalire alle soluzioni della equazione
a derivate parziali. Per la proposizione inversa vedere i n.n. successivi.
Infine un integrale completo & una soluzione della (1) contenente un numero

di costanti arbitrarie uguale al numero delle variabili indipendenti.

In particolare se 1'equazione (1) & lineare omogenea

(4.2) a.(x co.X )p. =0

le equazioni caratteristiche sono:
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dx i
. =F = a
(4.3) " o
q :
(4.3") E’Z““Zpia1 = 0
s P e kP me e st o ap;
(4.3) ds TP - =l - Coaxl o ds 3xKax1  ds ds
g

Come si vede le (4.3") sono conseguenza della (2) e delle (3); la solu-
zione u della equazione a derivate parziali nel caso lineare omogeneo
e poi integrale primo del sistema (3) (che & detto ora esso stesso siste-

ma caratteristico).

Viceversa se ¢(x1...xn) e integrale primo del sistema (3), sostituen
do in tale integrale le soluzioni del sistema e derivando rispetto ad s

si trova

(4.4) 0:*'=Z:_i':__:z ;ka
Questa relazione & vera sulle curve integrali del sistema (3), cioé
e vera quando le x sono variabili, non indipendenti, bensi vincolate dal
le equazioni di una curva soluzione delle (3). Tuttavia la (4) sussiste
identicamente nel campo di definizione del sistema (3), perché per ogni
punto di tale campo passa una curva integrale del sistema (v. 1'identica
discussione nel CAP. V n° 1). Poiché ¢ soddisfa identicamente la (4)

essa e soluzione della (2).

G1i integrali primi indipendenti del sistema (3) sono n-1: ogni inte-
grale primo del sistema & funzione di n-1 integrali primi indipendenti
e viceversa, come € ovvio, ogni funzione di integrali primi & un integra
le primo.

Nel caso della equazione lineare omogenea (2) si pud dare quindi espli
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citamente la soluzione generale, sotto forma della piu generale funzione

(di classe C]) di n-1 integrali primi del sistema caratteristico asso

ciato (3).

Per maggiori particolari si rimanda a [1]

[1 significato geometrico della (2) e evidente. Poiché il primo membro &

il prodotto scalare del vettore (al...an) e del vettore (éET-... Gun

ax 3 X

)7

la (2) esprime che ogni superficie integrale & tangente in ogni punto al

vettore (aT...an) in quel punto.

. R . 1 n
IT cono di Monge come & ovvio, degenera nel suo asse (a ...a ),(asse

di Monge).

5. Forma di Hamilton-Jacobi dell'equazione del primo ordine.

L'equazione generale
1 n \
(5.1) Fix ...xup,p,) =0
1 "n
pud essere ridotta ad una forma che ha grande importanza in dinamica.

Si ponga u= x e sia

una famiglia di soluzioni della (1), in forma implicita: risulta ovviamen

te a¢/ax # 0. Poiché si ha inoltre:
n

+1
n+1
3u ax a¢/axj
p.: - = - = = ——————
! ax1 ax1 a¢/ n+1
ax
- 3 n+l -
t = = = -
posto pk axk (k 1 n) X t, pn+1 pt s

(5.1") F{x ...x ...x Sm—




- 2] -

Nell'ipotesi che sia Ef;-# 0(]), risolvendo la (1') rispetto a p

Py t

e riscrivendo p in luogo di 5, si ha infine la (1) nella forma

1 n

(5.2) p, .+ H(x ...x Py---P ) =0

t
detta forma di Hamilton-Jacobi.
Si indichi con S(X]...Xnt P, pnpt) il primo membro della (2) e si

osservi che 1'equazione caratteristica relativa alla invariabile t é:

Per scrivere il sistema caratteristico della (2) conviene quindi assume
re come parametro la t.

I1 sistema & allora:

i dp.

dx . oH i oH
(5.3) — =3 == ——=-(3 i+ 3p.) = —

dt P, api dt X ¢ 1 ax1

(i =1...n)

dé  n+l K n 5H 3 ¥ oH
(5.4) % Ly P = I P 4D = p, - H

dt k=1 "k apk k=1 "k apk t apt i api

d
(55) __E_t_:z___?ﬁ

dt ot

Come si vedra nella PARTE II, le (3) sono le equazioni canoniche di un

sistema canonico di hamiltoniana H.

La (4) mostra che ¢ & 1'azione e la (5) & diretta conseguenza della

- -

: F A .
(1) Se risulta %B = 0 si risolve la (5.1') rispetto ad un'altra delle p.
t
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(2).

Si pub osservare che se si risolve il sistema (3), che & un siste-
ma non autonomo nelle incognite Xy-o X Py P si ottiene direttamen-
te per quadrature la soluzione del sistema (4) (5). Infatti le soluzio
ni xi(t)pi(t) (i = 1...n) del sistema (3), poste nel sistema (4)-
(5), riducono i secondi membri di questa a funzioni della sola t (e
dei parametri iniziali): di conseguenza queste due ultime equazioni si
integrano per quadrature. Ne seqgue che in sostanza interessa risolvere

il sistema canonico (3).

In conclusione: ogni equazione del primo ordine pud essere posta
nella forma di Hamilton-Jacobi: il suo sistema caratteristico assume

allora forma canonica.

Si @ visto nel n” 2 che Tarisoluzione delsistema caratteristico
fornisce le soluzioni dell'equazione del primo ordine ad esso associa
to. Verra ora dimostrato che viceversa, la conoscenza di una soluzione
completa di una equazione del primo ordine fornisce la soluzione gene-

rale del sistema caratteristico associato.

La dimostrazione verra data partendo dalla equazione nella forma
di Hamilton-Jacobi. Ci6 non lede la generalitd, dato che ogni equazio
ne del primo ordine pud essere ridotta a tale forma. D'altra parte
la dimostrazione in questo caso & direttamente utile in meccanica e

fornisce i1 teorema che in dinamica va sotto il nome di teorema di Hamil

ton-Jacobi.
Sia
(5.6) u=¢(x ...x ta,...a )+ a
un integrale completo della (2). Tale integrale contiene un numero di

costanti arbitrarie pari al numero delle variabili indipendenti (n° 4).

Nella (6) la funzione incognita compare in (2) soleper il tramite
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delle sue derivate: ne segue che una delle costanti arbitrarie é

additiva.

Poiché u & un integrale completo sussiste la (3.2). Si assuma espli

tamente che sia:

(5.7)

£ 0

|5
|

90X od,
i

Per risalire dall'integrale completo u alla soluzione del siste-
ma (3) si costruisca una famiglia ad n parametri di soluzione estrat
ta dalla (6): costruendo poi 1'inviluppo di questa famiglia si ottiene
una ipersuperficie che & ancora una soluzione della (2) e che tocca ogni
elemento della famiglia lungo una curva: tale curva @ una caratteristi-
ca della (2), cioé una soluzione del sistema (3). In cid consiste ilteo

rema di Hamilton-Jacobi.

La costruzione della famiglia ad n parametri si pud effettuare

scegliendo gli n+l parametri ay...a che figurano nella (6)
come funzioni di n parametri rI...rn:
a, = w,(r r ) s w.(r) 1= 1...n+]

Introducendo questa nella (6) si ha

(5.6) s ex o (r) () 4

= o ..x ...a]...an+]) =0

Per determinare 1'inviluppo ad n parametri occorre far sistema fra

la (6) e le sue derivate rispetto alle r:

(5.8) X, —— =0 (r=1...n)

Ricavando Te r dalle (8) e sostituendole nella (6') si ottiene la

superficie inviluppo.



Questa superficie tocca la generica superficie della famiglia (6')
lungo una curva. Ogni curva di contatto corrisponde,in base alla tea

pl

ria degli inviluppi, ad una n % di valori fissi delle r.

. dwq . .
Percid anche le a. ¢ Te g%l sono costanti lungo 1a generica cur
r

va di contatto.

IT sistema (8) riguardato come un sistemaalgebrico di n equazio-

ni nelle n+l incognite —32— , ha matrice
k
D(wl w )
n+1
(5.9) 3(r r)
1 n

i . 10 i i roporzionali ai minori delle
di rango n. Percid le incognite sono propo H delia

matrice stessa:

9 _ ¢ -
(5.10) — = b (i=1...n)
k
' 3¢ 0
(5.10") - = Ab_ -
n+1

dove Bs(s =1...n+1) @& il minore di (9) ottenuto eliminando la linea
delle derivate di « rispetto a rs. In virtd della costanza delle

derivate di & sulle curve di contatto, si ha:

(5.11) bi = cost (i = 1...n+1)
R d¢ . -
Inoltre & a . C ] e quindi la (10') da:
n+1
N
bn+T

Percid sulle curve di contatto & costante anche X e, per le (10),(11)

risulta infine
(5.12) o bi
3a.
i n+1

"

bi = cost (1 =T1...n+1)

La (7) si pud scrivere:
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5.13 K £ 0
o |

.i

Allora il sistema (12) si pud invertire rispetto alle x:

(5.14) X = X (Xn+1a1"'anb1"'bn)
Le funzioni
(5.15) p; = —L.

calcolate sulle (14) forniscono striscie caratteristiche del sistema (3.
Per riconoscerio basta dimostrare che le (14) e le (15) sono le soluzio

ni del sistema canonico

Qél:c“f"‘ . dpj_ _ _ 8H
dt ap. ’ dt ax]

;
Conviene partire dalle soluzioni in forma implicita (12). Derivando

rispetto a t si ha:

Derivando la (2) rispetto a 8.5 dopo avervi introdotto la soluzione

(6) si ha:

}taai apk %xﬁsa

G1i ultimi due sistemi sono validi in ogni punto del campo di definm

zione della (2). Sottraendoli a m, a m si ha

In virtd della (4) questo sistemanon ammette autosoluzioni e quindi e



si
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k
dx aH
(5.16) e apk

Derivando le (15)rispetto a t si ha :

2

2 E r
9Pk . 9 9 J ¢ 9 X
(5.17) 3t axKat | axKaxT st

Derivando ancora la (2) rispetto a xk dopo avervi sostituito la (6')

ha .

2 Z

3 ¢ . 5H . sH 8 ¢
axKat  axK P, 3x o xK

ossia usando le (16)

L 32¢ N IX d ¢
axK T axtat ot ax axK °

Confrontando con Te (17) si ha infine

' d 3 H
(5.177) gt T XK

Le (14) e le (15) sono dunque soluzioni del sistemacanonico: esse

contengono 2n costanti arbitrarie e forniscono pertanto la soluzione

generale di tale sistema.

S1 riconosce quindi che:

La conoscenza dell'integrale completo (6) fornisce la soluzione ge-
nerale del sistema canonico. Per ottenere tale soluzione basta inver
tire le (12) rispetto alle x e introdurre queste ultime nelle (15).
L'inviluppo fornito dalle (6) con 1'introduzione delle a, = w.(r) &

;
una soluzione della (2) perché & costituita da curve caratteristiche.

La discussione precedente giustifica il metodo che segue in dinamica

per costruire Ta soluzione generale del sistema (3) a partire da un in-

tegrale completo o della (2) (v. CAP. IV n° 5). Per costruire tale so-
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luzione si uguagliano a delle costanti bi le derivate di ¢ rispetto
alle costanti a (eq. (12)) e poi da queste uguaglianze e dalle (15),
con procedimento di inversione e di eliminazione si perviene alla solu-

zione generale del sistema (3).

La discussione fatta in questo n°, mette in luce il significato geo

metrico di tale procedimento.

6. Sistemi completi di equazioni del primo ordine.

Nei capitoli successivi avranno importanza fondamentale certi siste
mi di equazioni a derivate parziali del primo ordine, lineari, omogenee,

in una sola funzione incognita, ossia sistemi del tipo:

= n = = . ]
(6.1) K F 2iksag (g x o f = 0 (k= 1...555 n

Le s equazioni del sistema saranno sempre supposte linearmente in-

dipendenti: in altri termini si supporra sempre che la matrice L,
abbia rango s. Di consequenza deve essere s < n .

Se s =n il sistema (1), come sistema algebrico, ammette la sola so
luzione Bif =0 (i=171...n) e quindi pud essere solo f = cost. D'ora
in avanti si supporra pertanto s - n .

Un sistema del tipo (1) pud essere risolto in vari modi, ma nelle ap-
plicazioni interessa generalmente non tanto pervenire alla forma esplici
ta delle (eventuali) soluzioni, quanto sapere se esistono soluzioni distin
te dalla soluzione f = cost e, in caso affermativo, determinare i1 nume
ro di tali soluzioni. A queste domande risponde in modo conclusivo la teo

ria dei sistemi completi, della quale si tratteggeranno ora brevemente que

gli aspetti che saranno indispendabili nel seguito.

Una soluzione del sistema (1), oltre a soddisfare le equazioni

Xif = 0 e ka =0 perogni i e k con 1 -1,k s, soddisfa

ovviamente anche le relazioni
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6.2 X X TfF=(XX -XX)f=0
(6.2) X k] ( P J)

k
L'operatore [xj,xk] é detto i1 commutatore degli operatori lineari
Xj e Xk' Un calcolo diretto mostra che il commutatore dei due operato

ri lineari & ancora un operatore lineare:

r r . n P

“Xj'xk]f =rji=1aijﬁi(arkarf) r,T:1ark r( 1J°if) B
n -~ .F ‘r-l ~ f

£.3) =r:1_]aij(ciark)ar PR AL LR

1~(Xjahk) - (Xkahj)Jahf

Si considerino le equazioni (2) relative a tutte le coppie di indici
j e k.
Se risulta per una coppia di indici

. ) s
(6.4) XXl =5y X

cioé se il commutatore di Xj e X ¢ combinazione lineare delle X ...xS

k ]

1'equazione (2), per quella coppia di indici, non & indipendente dalle (1).

Ci si 1imiti allora a quelle coppie di indici per le quali le (4) non
sono soddisfatte. Per ognuna di tali coppie la corrispondente equazione
(2) non & combinazione lineare delle (1), ma al tempo stesso deve essere

soddisfatta.

Aggiungendo al sistema (1) tutte le equazioni di tipo (2) per le qua
le i commutatori non soddisfano alla (4), si ottiene un nuovo sistema dif
ferenziale di ry o s equazioni che ha le stesse soluzioni del sistema
(1) (1'aggiunta di equazioni ad un sistema certamente non aumenta i1 nume
ro delle soluzioni;, nel caso presente il numero delle soluzioni resta ina!l
terato quando il sistema (1) viene ampliato mediante 1'aggiunta di equa-

zioni (2)).

b
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Ripetendo per il nuovo sistema le operazioni eseguite per il sistema
(1) e procedendo nello stesso modo per ogni nuovo sistema ottenuto, si
perviene, dopo un numero finito di passi, o ad un sistema di n equazio
ni indipendenti, nel qualcaso 1'unica soluzione & f = cost, o0 ad un

sistema di r < n equazioni indipendenti.
(6.5) X.f =20 (i =1...r <n)
tali che i commutatori :Xi X1 (i,k = 1...r) sono combinazioni Tinea

ri di XT"'Xr"Un sistema di questo genere € detto completo (di ordine

r): nel caso in cui i commutatori [xi,x siano tutti nulli, il siste

k.i
ma completo é detto sistema di Jacobi. Per risolvere sistemi di tipo (1.

ci si riconduce sempre a sistemi completi.

Per i sistemi completi sussistono le due proposizioni, di cui si omet

te la dimostrazione (v.per es. [2])

1) Ogni trasformazione invertibile di coordinate trasforma un sistema
completo in un sistema completo.

2) Formando r combinazioni lineari indipendenti con le equazioni di un
sistema completo di ordine r, si ottiene ancora un sistema compieto

(che viene detto equivalente a quello di partenza).

E' conveniente ridurre un generico sistema completo ad un sistema com-

pleto avente la forma di Jacobi.

Per vedere che cid € possibile si parta dal sistema completo:

n
£.a,3.f =20 k=1...r

{
(6-6) i21%9k "4

e si supponga che sia di ordine r il minore per il quale 1 - 1,k

Risolvendo i1 sistema (6€) rispetto a a,f ...arf si ha un sistema de’
tipo:
! fo= o f b i
(6.6") Zi =P kiakf =0 (i =1...r)
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Questo sistema & completo perché le equazioni che lo costituiscono
sono combinazioni lineari delle equazioni (6). D'altra parte si ha per

le (3)

(ZjZk - Zij) = "(Z.b ) - (0D, )jah =

J kh k- jh
r .
I L AL
no [ .
Hoapar L3P ) - (B0 )8y

Poiché per h < r le b sono O o 1, Ta prima somma & nulla. Di
consequenza i commutatori delle Z non contengono 3a,f ...arf. D'altra
parte il sistema (6') e completo e quindi i commutatori delle Z sono del

i

ti R ia del ti T S L P
% . . a.f + . . L -y
RSN ES RS ossta el LIPO - giyy ¢y it j=r+1’ 3i%
L'assenza delie =.f ... arf implica allora che le vl siano tutte
nulle. Si ha cosi
;ZjZka =0 (Jk = 1...r)

e cioé il sistema (6') € un sistema di Jacobi.

Si consideri allora, per es., la prima delle equazioni (6'): essa pos

siede (n. 4) n-1 soluzioni indipendenti: fi = ¢i(x]...xn) (i=1...n-1;.

Se si esegue un cambiamento di variabili che faccia passare dalle va-

e 1 C -1
riabili x ...xn alle variabili m]...mn ¢n,( dove @n e una arbitra

i . 1 n-1. . : :
ria funzione indipendente da ¢ ...¢ ) il sistema (6') si trasforma 1n

un sistema equivalente (e quindi completo) del quale Ta prima equazione

af . . L.
e Toh = 0. Risolvendo le restanti equazioni rispetto alle derivate
af X - . ‘ . |
o Tpen=l 'f e la trasformata di f sotto i1 cambiamento di

variabili x - ¢) si ha infine un sistema del tipo:



f=20 i=1...n-r-1

Le prime r-1 -equazioni di questo istema costituiscono un sistema di
L . 1 - . o . .
r-1 equazioni nelle n-1 variabil o ool 1 s verifica immediata-

mente che questo sistema parziale & di Jacobi.

Col metodo usato per i1 sistema (6'), il sistema parziale pud essere
ridotto ad un sistema di r-2 equazioni in n-2 variabili, e questo
sistema & anch'esso di Jacobi. Cosi procedendo si perviene infine ad
un'unica equazione in n-r+l variabili e questa equazione ha n-r
soluzioni indipendenti (n.4). Poiché questa equazione & equivalente al
sistema (6') si conclude che questo possiede n-r soluzioni indipendenti.
In definitiva:

Un sistema completo di r equazioni in n variabili indipendenti

possiede n-r soluzioni indipendenti.
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CAPITOLO II

1. Premesse.
. r . . . . n+1 :
Sia g ...q 7. un sistema di coo dinate nello spazio R e sia
1'

(1.1) Q (gz) Z = ¢(qz)

una trasformaz one invert bile.

1]

Sia poi P (qozo) un punto di una superficie regolare

0

no. . .
S di equazione cartesiana

(1.2) f(qz) = 0
La relazione
2 )
i 3q’
(1.3) dz - pidq =0 Py = - ot //
3z

esprime 1'ortogonalita fra lo spostamento (dq,dz) tangente alla super-

Ticie e i1 vettore (pi,-l).
La relazione (2), scritta nella forma:

\ 3f k of )
(1.3") “aqk‘ dq + —‘g';- dz = 0

sotto la trasformazione (1), che porta la (2) nella

(2") f (QZ) = 0

(dove f (QZ) = f q(oZ), z(sZ)]

A
LI

diventa
- ]" - - r‘ -
Fs0 Foo-1.  k af 0 2 )
o Tk T T e Y s oty To s

cioé
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5f r of
(1.4) N0 dQ + 7 dz = 0
5 f 5f
o anche,posto: Pi = - an 7
(3") 7 - Pido1 =0
Inoltre, se
g(qz) = 0

. . . .. n n n
e 1'equazione di una seconda superficie - , ele S e I sono tangen

ti in Po’ ci0é se

. | A— | 'y p = = —=

i 3g1!p 3q1|P i 32 PO oz |P
dalle relazioni

5f f aq . af sz 3

o S - + oz

8z _ Q_
P T T30F T T3qi 30F T 3z a0k T Pi gk TP gk

e analoghe, si ha, con notazioni ovvie:

D .
T e

Poo= )

C . n n ‘
e quindi le superfici trasformate S e £ sono pur esse tangenti fra

loro.

2. Trasformazioni di contatto.

Ci si pud porre un problema pil generale del precedente. Sia dato in

] : : . . .
Rn+ un camno di vettori covarianti P, = pi(qz) (i =1...n), p = -1

Sia assegnata,POl la trasformazione, nill generaie, della (1).

o
JQ]=4>1(qu) ; P
(2.1) )
I
l

1

wi(qzm

Z=19(qz0p) (i=1...n)

d
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Si vuole sapere sotto quali condizioni la relazione

(2.2) dz - p.dg' = 0
implica necessariemente la relazione
(2.3} dz - Pido1 =0 .

In forza della (1) i1 primo membro della (3) & della forma:
(2.4) dZ - F“idQ1 =adz+ bidq1 + c1dpi
dove le a,b,c sono funzioni di z,qp.

In virtd della (2), la (4) si pud scrivere

4z - PidQl - (ap1+bi)dq1 " Cpoi
che, stante 1'indipendenza delle dql, dpi, é nulla se e solo se

api + bi =0 c =20

La (4) si riduce quindi:
(2.5) 7 - PidQ1 - a(dz - pidq1)

(sostanzialmente a @ un moltiplicatore di Lagrange).

af ) 1
Se pi = _357 dove f & una funzione delle q ...qn, le (2, rappre-
sentano 1'ortogonalita fra lo spostamento tangente alla superficie S di

equazione z = f(q) e il vettore (pj,—i) .
Le pi sono allora funzioni di g,z e sostituendo queste funzioni

i . . . .
nelle » , » ed eliminando le q si ottiene una equazione 7 = F(Q).

Le Pi‘ in virtd delle (3), sono ortogonali a questa superficie. E' evidente

che due superfici, tangenti nella rappresentazione qz, si mantengono tan

genti nella rappresentazione QZ.
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Una trasformazione (1), per la quale sussista la (5), & detta tra-

sformazione di contatto non omogenea.

Se nello spazio Rn+] si trattano tutte le n+l variabili simmetri

camente, conviene scrivere le (1) nella forma:

(2.%") Q' =6 (qo' ; Pys @i(qp) i

1]
—
.

N+

introducendo uno (n+1)mﬁ componente # -1 del vettore covariante p.

In questo caso i1 procedimerto gia seguito porta a scrivere la (5) nel-

la forma:
i i
p{dq = a Pi 4Q
e in questa conviene prendere a = |, cambiando per 2s. la scala cer vet
tori Pi.

Una trzc<formazione (1') che soddis®i ‘a relazione

(2.6) J dq' = Did”1

e detta trasformazione di contatto omogenea.

La trasformazione non omogenea pud pure essere caratterizzate a2 4

'5) nella quale si divida ner a, e si ponga

.. i L, Pi - n+l
i a TP a L=3
Con cid si ha: ; 4] |
~d0’ = -dg - pdq’ (v =1...n)
} 1

Sostanzialmente non vi & quindi differenza fra trasformazioni di

contatto omogenee e quelle non omogenee: si tratta di due descrizionr

verse della stessa situazione, dove, nel primo caso, le variabili sono trat
tate simmetricamente, mentre, nel secondo caso, una variabile viene isciate
dalle altre. Tuttavia & conveniente trattare separatamente le due forme

della trasformazione perché le trasformazioni omogenee si prestano a una
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trattazione pid semplice che pud essere utilizzata per le trasformazioni

non omogenee.

3. Trasformazioni di contatto omogenee.
Si consideri la trasformazione (2.1) .

(3.1) 01 = @i(nn) ; P.= v.(ap)

per la quale sussista la (2.6)
i i
-(3.2) 7,dQ = p.dg

Esplicitando mediante le (1) si ha
k . k

a3d 1 d
k( 5Q dq + %pﬁ

(3.3) v dDi) = pidq1

N o . i . .
Per 1'indipendenza dei differenziali dq ’dpi si ha come condizione

necessaria e sufficiente per la validita di (3)

aak “¢k
3.4 v == = p, ; e -
(3.4) k aq1 P "k D, 0
. 1 3fbk 1 s .
Se le “, non sono tutte nulle, la matrice | p. | e singolare.

i
: : k : .
Sia n-r il suo rango. Allora fra le ¢ , considerate come funzioni

-

delle p, sussistono r vrelazioni non contenenti queste variabili. Talx

relazioni dipendono invece in generale, come & ovvio, dalle q.

0 anche

"
(=]

(3.5) F(g...g:Q...0)

- . 1 k
In base alla (2} 1 2n differenziali dq1. dQ non son¢ indipendent

[T numero dei differenziali indipendenti si ricava dal numero delle F .
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Differenziando le (5) si ha

oF i aF i
-
(3.6) —ga% dg + —ga% dQ 0

La (2) & conseguenza delle (6)e costituisce  con queste un sistema
algebrico di r+1 equazioni nelle 2Zn 1incognite dq1,dQ]. Esiste

dunque una combinazione lineare nulla delle righe della matrice del si-

stema:
. e _EEQ - .o - @ _EEQ =
(3.7) Pi 0 507 0 ; pi o) 8q1 0

Queste relazioni esprimono i vettori p,P come trasformati 1'uno
dell'altro.

Si consideri il sistema di n equazioni lineari nelle r incognite

(3.8) g o

I1 suo rango € r. Infatti il rango della matrice ig%7| g r in virta
del secondo sistema (3.4) e quindi il primo sistema (7) ammette r solu-

zioni indipendenti o”. Le o indipendenti sono in numero di r anche

. . aF
per il secondo sistema se e solo se |52ﬁ-
I i

e anch'essa di rango r.

Risolvendo allora r equazioni del sistema (8) corrispondenti ad
un minore non singolare di ordine r , si ricavano le o” che sono quin
di funzioni lineari di r delle p. Introducendo poi queste espressioni
nelle restanti equazioni del sistema (8) si ottengono n-r relazioni
fra le aQp, lineari e omogenee nelle p. Accoppiando gueste n-r rela
zioni alle r relazioni (5) e risolvendo questo complesso di n equazio
ni rispetto alle Q{, si ottengono le ¢i. Ma poiché le n-r equazioni
(5) coinvolte contengono le Pss in forma lineare e omogenea, le Qi con

tengono Te P, solo per il tramite dei rapporti di queste ultime: le 1
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sono quindi omogenee di grado zero nelle p e cioé

1.
ad .
(3.9) P Ty 0 (i=1...n)

Inoltre dal primo sistema (7): P1 = ca —%%% © poiché le p sono

o} . . .
contenute solo nelle o e vi sono contenute linearmente, si vede che

Te wi(zpi) sono lineari omogenee nelle P

.. . 3¢ , . )

Perché i1 sistema V. 2 = ammetta soluzione unica la matrice

i ek T P 2 matric

. i,
Li2£_|

|—| deve avere rango massimo.
. 9q" |

Sotto questa ipotesi ricavando le v dal primo sistema (4,

i |
| 80y .. - ¢ i tu
(. 39' indica che 1a i colonna della matrice “—ﬁ%i é steta sostitul

ta con la colonna delle pi) e ponendole nel secondo si ha

30
a¢17 aqg! s
apk 3
aq
0ssia )
) 50 1
A o |
apk

e questo & lo sviluppo,secondo la prima riga, del determinante .



1 n
o ¢
Py Py
n
LY 59
3q aql
1
| 506 34"
| aq” 3q"
Di conseqguenza si ha:
2
(3.9) I

apk
IT sistema differenziale
(3.10) —— = )

é integrabile se e solo se le

dimostrazione viene lasciata

Moltiplicando allora per
) 30
9Py agk

e analogamente
200 3¢
3gK o,

Per 1a simmetria delle

a¢‘]

a¢“ _

39 -

kr . . e
A sono simmetriche negli indici.

come esercizio).

)
3¢ X
L si ha
_km a¢J 3¢
= A
59" aqX
- Ak m a¢J 50
3gKk  3qm

si ha sommando

J

2
¢ a¢

je
3.11 =
(311 (o7 ) = 0% =4

K k
2qk  Bp,

{
\

La

che sono ancora condizioni di integrabilitd del sistema (10). Le ;:J:“‘

sono dette parentesi di Poiss

on (PP).
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Siano date, viceversa, n funzioni ¢(qp). Si riconosce che esse in
dividuano una trasformazione di contatto omogenea se soddisfano Te tre

condizioni:

J
a) le ¢ <ono omogenee di grado zero nelle p: P %%— =0
.i
. LI .
b) Ta matrice | 3q e non singolare
c) Te PP delle ¢ sono nulle.
Siano infatti w]...wn n soluzioni del sistema
a¢k T k,
allora, essendo per le ¢)
1'3
v (o 67) =0
si ha, usando le condizioni d) e a) e la (4):
aq>1 qd)r{ c"i¢.i "fbg "fbpv
3 a d
EP sy S S S = p, — =0
i apk 6q 1 3qQ upk k gpk
0ssia
8&-1 iﬁdaﬂ
v, = = 0
(v, apk) Sq”

La condizione b) assicura che questo sistema possiede solo la solu-

zione nulla, ;
o 2
J Dk

e quindi le v soddisfano anche la seconda delle condizioni (3.4).

Si ha cosi:
Condizione necessaria e sufficiente perché un sistema di funzioni
determini una trasformazione di contatto omogenea per la quale Te « siano

univocamente determinate & che siano soddisfatte le condizioni a)b)c)
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4. Interpretazione geometrica.
Si consideri i1 caso in cui esiste una sola equazione (3.5)
(4.1) F(q,Q) = 0

: . . N -n
E' conveniente introdur-e gl spazi R ed R dove A(3) € R"

1 . .
Assegnata una n'D 2 di valori qD delle q, cioé un punto AOeR?

* 4 . : s . . - =n
la (1) & l'equazione di una varieta (n-1) dimensionale tA cR:
0
tutti 1 punti di corrispondono, mediante la (1), a P. Volendo
Ao
scegliere, fra i punti di = un punto determinato, €& necessario as-
Ao

. -
sociare al punto Ao un vettore p0 .

Questo si pud vedere in base alla discussione fatta nel n° preceden

te direttamente dalle (2.1'). Le relazioni (2.1")

{01 c‘pi(qp)
(4.2) <
s
.

wi(qp)

quando sussiste la (2.6), implicano la (4.1). Cid vuol dire che, posto

g =qg° nelle (4.2), al variare delle p, le prime n delle (4.2) for

) - la . . .o :
niscono la °- , mentre la seconda np fornisce certi vettori P applicata

g

nei punti di . Un punto particolare ho sulla varieta ¢ s1 ot-

tiene introducendo nelle (4.2) accanto alle qo, Te componenti di un

vettore 50 (aoplicato in AO). In forza delle (3.7), che ora si riduco

F O
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).

il vettore Po(qopo) e ortogonale a Eﬁ nel punto Ao(qo,pO

0
In tal modo le (4.2) fanno corrispondere all'elemento (n-1) dimen

n 1 - - : - -
Vn-1°R , l'elemento (n-1) dimensionale (CP)_Vn_1 c -

sionale (q,p)

D'altra perte 1a (1) fa cor~ispondere a A, una superficie o
0
ovviamente passante per Ab e se in A, si applica proprio il vetto

Y

re Po nrecedentemente considerato, mediante le (2) si risale, oltre

che al punto AO € ° , anche al vettore Bo precedentemente conside-
A
0

rato, 17 quale. in virta delle (3) & ortogonale a [K in AO.
0

Un altro punto A'e ©  da luogo, mediante la (1), ad una superficie
Ao

:ﬁ pur essa contenente AO e diversa da ZA . La superficie e ha
Al
0

in AO una normale covariante bn' che é legata dalle (2) alla normale

portata a SA in A'.

0
Cosi per PO passano infinite superfici date dalla (1)ognuna corri

spondente ad un diverso punto di :A ed aventi in AO normali diverse.

E' ovvio viceversa che, ad es., per AO passano infinite superfici,

ognuna corrispondente ad un diverso punto di - e aventi normali
A

covarianti diverse.
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(vedere 1'identica discussione nel n® 5 del Cap. VI: tale discussione
poggia sulla (3.12) dello stesso capitolo e questa formula & analoga

alla (2.6) del capitolo presentej.

Sia assegnita ora in " una superficie S di equazione f(q) = 0.
Ad ogni punto Ao €S la (1) associa in R' una superficie EA . Co-
' 0
me si & visto or ora, per individuare,mediante le (1) un pun:o partico

e
Tare in "y occorre dare un vettore Py Si scelga il vettore

o

-, of
Py =" 5ql
e sia ﬂo i1l punto di EA corrispondente a Bo' A Ao corrisponde
. n ' . 0 C en . a
in R una superficie zﬂ con la sequente proprieta: 1a normale a
0
:ﬁ in AO ha la direzione di Eo e quindi & normale ad S.
0

In tal modo che (2) associano al punto AO € S una superficie della

famiglia (1) che & tangente ad S in AO. Poiché cid si pud ripetere

per tutti i punti di S, si conclude che dalla famiglia (1), riguarda
ta come una famiglia di superfici negli n parametri Q, si pud estrar
re una famiglia parziale della quale ogni membro & tangente ad S 1in
un punto. La superficie S & quindi 1'inviluppo di questa famiglia
parziale.

. f .
Le componenti P, = A -%aT delle normali ad S sono funzioni delle

coordinate del punto di applicazione: pi = pi(q). Introducendo queste

T -
1

funzioni nelle (2) si ottengono le n funzioni Q' = ¢T£q,p(q)‘. Al
variare di A su S si ottiene allora una superficie S la quale,
essendo le @ vincolate dalla relazione f(q) = 0, & la trasformata

di S. Se ci si sposta su S si ha

. 1 1
i 30 0 app
R T S T sqk ) do

K . .
dove le dq sono prese lungo S, e cioé sono tali che



1

o

o
1

af k
qu dq =0
Moltiplicando le precedenti per Pi si ha
, i k 3¢ 3p k
i 56 dq + P, —F dq
p =
.idQ Pi W 1 BDr aqQ
acpj od
z P = M =
Ma per le (3.4) e & apr 0 Pi —gag Dk
e quindi
i i
(4.4) PidQ = pidq =0
Detta ?(Q) = 0 1'equazione di §, poiché le ko sono spostamenti

tangenti a S, le Pi che per le (4) sono ad essi normali, sono del tipo

_ . af
i 7 aQ]

Si scelga ora su S un punto Ao e sia EA la solita superficie in
0
il punto Ao corrispondente a Py =

- -

n . -
R . Si1 prenda ancora su &I

A
0

Allora all'elemento di S (A, —| ) corrisponde su T , come si
A
0 0

&¢ detto in precedenza 1'elemento (ﬂO,Pi = u Ei'). Percid le normali a

3Q]

EA ead S in AO sono parallele e le due superfici sono tangenti in
0

An. Ripetendo cid per tutti i punti di S, si vede che questa superficie

@ inviluppo di una famiglia parziale di superfici = ¢ ﬁn, appartenente
alla famiglia di superfici (1) negli n parametri q.

E' evidente la simmetria fra gli spazi R" e R".

Se le equazioni (3.5) sono in numero di r, esse definiscono una varie

< . — s n
ta ad n-r dimensioni. Quindi un punto A € R ha come trasformato un

n s . . :
R* tutta una varietd (n-r) dimensionale = _(n-r). Preso in A un

p!
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: . oA i e
vettore covariante P le n equazioni Q = ¢ (qp) individuano su

- n-r . - . ..

Eh un punto determinato A. Le restanti equazioni Pi = yf(qp) as
. . - . - n-r . . .

sociano in A una normale covariante a ZP :infatti ogni spostamentoe
- n-r . - . . oF : :

su T in A soddisfa alla relazione . dQ! = 0 ossie

“A Q)

o %g%— dQ1 = 0; di conseguenza per le (3.7) & PidQ1 = 0. Percid
‘ . = n-r
Pi &, come si & detto, normale a EP
Come per il caso rz1, assegnata una superficie f(q) = 0 e deter
minata la sua trasformata %(q) = 0 (dove nelle Q1 = ¢1(qp), in luo

go delle p si pongano le —%27 calcolate su S), la S, 1in ogni suo

n-r

punto, & tangente ad una b in un punto opportuno di questa.

Infine una discussione analoga si pud fare partendo, anziché da una

superficie S asseanata di equazione f(q) = 0, da una varieta ad unr
numero minore di dimensioni, dato da s equazioni

f(q) =0 (i=1...5 <n)

i

In tutta la discussione precedente & fondamentale il fatto che le
¢y come funzioni delle p, siano fra loro dipendenti: tale dipendenza
implica che, fissate le q1 nelle (2), al variare delle p si ottengo

. i . . .
no punti Q non arbitrari, ma appartenenti ad una ¢.

5. Proprieta delle trasformazioni di contatto omogenee.

La discussione precedente pud essere invertita: si riconcsce in tal
modo che 1'esistenza delle varietd F del n° precedente ha un ruolo
A
di condizione necessaria e sufficiente per 1'esistenza di una trasforma

zione di contatto omogenea.
Siano assegnate r equazioni:

(5.1) F (qQ) =0 (@ = 1...r)
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e si supponga che le F, come funzioni delle q, siano indipendenti, e

cioé il rango della matrice ]"%gg sia r.
In corrispondenza ad ogni np]a di valori delle Q, 1e (1) sono le

-equazioni di una varietda ad n-r dimensioni. Per individuare ie norma-
: . s . : . i i .

1i a tale varieta, si osservi che, indicando con dq (i = 1....n)

uno spostamento tangente a queste varietd, la normale deve soddisfare

alla relazione:
(5.2) p1.r.|q1 = 0

In altri termini i1 vettore di componenti P, deve essere normale
al vettore di componenti dq1 tutte le volte che questo ultimo soddi-
sfa alle relazioni (1), ossia alle relazioni
F,

> dq1 =0 (a0 = 1...7)

(5.3) 2

0 ancora sotto la condizione che le qu siano legate dalle (3). Appli
cando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange si vede che i vettori nor
mali alla varietd sono tutti e soli della forma:
' oF
.4 L= A -
(5-4) p'I a 3q!
Le n+r equazioni (1) e (4) costituiscono un sistema nelle n+r

incognite Ql...Qn, A1...Ar. Poiché valori arbitrari delle 1 forniscono

sempre normali alle varieta (1) & chiaro che tali parametri non hanno
un particolare interesse e conviene eliminarli fin dall'inizio. In effet
ti i1 sistema (4) & equivalente al sistema di equazioni ottenute ugua-

gliando a zero i minori di ordine r+1 della matrice



j oF oF
1 o n
3q 3q
| aF, aF
1
aq aq
P, D

Naturalmente delle (r21) equazioni che in tal modo si cttengono

interessano unicamente quelle alle quali si perviene uguagliando a ze-

ro i soli n-r minori contenenti un minore di rango r della matrice

i%%%. : tali equazioni sono, con notazione ovvia, della forma:

| 3F] aF1 ailﬁ
R i k
3 g 3g " aq |
| |
|
Bl SF aF

(5.5) |—T r r =0 (k #i_,...1)
b ip k 1 r
i 3¢ aq 34
|
|

D. P, P

IR i k|

e sono pertanto lineari omogenee nelle p. Ogni eventuale soluzione
s (qp) ...@n(qp) é quindi omogenea di grado zero nelle p.

IT sistema (1) (5) e risolubile rispetto alle Q se le F  sono

p

indipendenti come funzioni di tali variabili cioé se la matrice

ha rango r. Queste soluzioni siano:
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Riintroducendo le (6) nelle (1) si ottengono delle identi=za. Deri-

vando queste identitd si ha:

5F oF, 26" F, oot
g G-, Lo Z¥
(5-7) sq7 a0k aq7 - 0% 50k 8p; ’
Sostituendo le (6) nelle (4) si ricavano certe funzioni . . Posto
62
- aF

- - g

(5.8) Y S

si vede che le wi in virtu delle (7) soddisfano le seconde delle
(3.4) e quindi le funzioni ¢1 Wi individuano una trasformazione di con

tatto omogenea.

La condizione sufficiente perché cid avvenga €& che il sistema (1)
(4) sia risolubile rispetto al complesso delle variabili Q,», cioé

che la matrice

aF aF
] 2 0 ... 0
] n
5Q 3Q
5F oF
—HT—— : 0 . 0
3Q 5Q
3°F 2 F F F
(5.9) o " " o
AT e A — e z 4
* g a0 5q 2Q 3q 5q
5 F 52F oF oF
‘ a \ a 1 r
: h ] ‘s non n U n
Y 3q 80 5q 30 3q 5q

abbia rango n+r (per ogni valore delle A, i cui valori numerici

. L : ) . upla . . .
come si € detto, sono irrilevanti, perché ogni loro r P individua
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una normale alla varietd (1)). D'altra parte come si vede da uno svi-
Tuppo esplicito, i1 non annullarsi della matrice (9) implica che le matrici
,BF 1 !
| Q

Ik I e I
Iaq }

5F
a
~—%# abbiano entrambre rango r.
aC
In conclusione:

Date r funzioni F di 2n variabili Q e q' tali che la matri
X i

ce A data della (9) sia non singolare sulla varieta F =0 per
o

tutti i valori delle >, le equazioni (6) e (8), individuano una tra-

sformazione di contatto omogenea.

Per una trasformazione di contatto (2.1') le condizioni precedenti,
relative alle (3.5) sono necessariamente soddisfatte. Dalla simmetria
della matrice (9) segue che, scambiando i1 ruolo delle q e delle Q
nella discussione del presente numero si ottiene una trasformazione di

contatto

(5.10) 5(QP) p. = ¥.(QP) .

j

0
1]

Questa trasformazione & 1'inversa della (2.1'), come & evidente.

Inoltre prese due trasformazioni di contatto

HERHC I p, = v.(QP)
;i = ni(qp) ; n, = o.(ap)
dalle relazioni
pda' =Pd0’ e nde = p.dg
seque . .
P.dQ’ = n.d e’

e quindi anche la trasformazione PQ - ¢ n & una trasformazione di con-

tatto.
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Poiché la ftrasformazione identica Qi = qi; Pi = pi € certamen-
te una trasformazione di contatto omogenea, il complesso delle tra-
sformazioni d- contatto omogenee ha le proprieta:

1) la composi:ione di due trasformazioni di contatto & una trasforma
zione di cntatto

2) ogni trasformazione di contatto ammette una trasformazione inversa,
che & pur 2ssa una trasformazione di contatto

3) esiste la :rasformazione di contatto identica.

Di conseguenza i1 complesso delle trasformazioni di conta<to omo-

genee in 2n variabili costituisce un gruppo.

Naturalmen:e per la trasformazione (10) si hanno le analoghe delle
(3.4)
k i

--u-q = M ——— T
(5.11) % Ok Py A 0

E)

Derivando le prime rispetto a QJ $1 ha

i ) i
3p. 3q 3, 39

30> aQ 505 507

o»indicando i1 primo membro con {0QJ. QK}
ik
(5.12) 07,0y = 0

L'espnressione {QJ,Qk} e detta la parentesi di Lagrange (PL) delle

quantita QJ,Qk.

Dalle seconde delle (11) si ha analogamente:

(5.13) { Pj.Pk} =0

Infine derivando le prime rispetto alle Pj e le seconde rispetto

alle Qk sottraendo (1),

(1) osservare che nelle equazioni delle PL la covarianza & rovesciata.
Infatti 1e PL sono soltanto dei simboli.
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k k
5.14 {P.,Q} = ¢,
( ) J J
.1 2n . . i
Per 2n funzioni u ...u fra loro indipendenti, si hanno le
relazioni
3q u’ o 3p3 au” _ ék )
su’ agf T Tk U™ 3p, i’
i a
993U _ 5. _3Pi Ju
3u P, ou® s3qk
e analogamente
a o a
su aq au ap o]
+ -——ﬁ%- = §
3q°  3uf - au R

Usando queste relazioni & facile ricavare la relazione che sussizte fra

le PL e 1e PP dalle 2n funzioni u.

Si ha, scrivendo esplicitamente

le somme:

n . a8

E](uau ){uOL u'y =

a:
S s o au®  au? auB)( 3p,  ag° sp,  9q° )
(RLFCNETN agk  3qf ap, " au® auY Uy YE
o su” 5q° o« ap,  au” §%) = o8
- LT suY agk °l T %y
cioé
(5.15) (W)t = 53

Se per es. si ha

, 1a somma precedente vale

2[(0%,0%)10%,0" + (P ,0%)ep Q")) = &
o a Y

R B Y

Analogamente per u =0Q , u' = Py

eper u =P ,
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ha rispett.

2%, (Q" Pyi+ (P Q)P WP 1] = 0

21" % 0¥y Y1 2 &Y
QP70+ (PSP )P LQTH] = 5
Utilizzando 12 (12),(13) 2 (14), le ultime tre relazioni diventano

) =0 (P 07) =

Q W

o B .
(5.16) (Q,Q7) =03 (PQ,PB

Queste relazioni, assieme alle (12),(13 e (14) sono fondamentali:
esse non sonc perd caratteristiche delle trasformazioni di contatto

omogenee (vecere il n. 7).

La PP goce di una proprietd notevole e di grande utilitd. Date
tre funzioni f ¢ h delle q, P sussiste 1'identita, detta iden

tita di Jacoti:
(f(g h)) + (h(f g)) + (g(h f) =0

che si pud d-mostrare con un caicolo diretto.

Infine & -mportante la seguente proprietd delle PP: la PP di una
generica coppia di funzioni & invariante sotto trasformazioni di con-
tatto omogenee(anche per questa proprieta v. h° 7): infatti se u(qp),
v(gp) sono due funzioni delle q,p, si indichino con G(QP) v(Q P)
le loro trasformate sotto la trasformazione di contatto gp - QP e

cioé le funzioni

ula(QP).p(QP)] = u(QP); v[q(QP).p(QP)] = V(QP)
Allora é
(3 - 3U AV au Ay [ 2 gk L AU Epy

Q> = Qi P ) P, 20" T ag 5Q] ap,  aQ
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k k k
Al “q v 3Pk U 99  3u apy 8V 99 . 3V Pk, _
( 3K . + i, o, ) + 30¢ . + b, o, ) ( Sak 301" ", aQ‘) (uv)qp

che prova 1'atfermazione fatta.

Come ultim¢ conseguenze delia invarianza della PP sotto TC convie
ne menzionare alcune semplici relazioni che sono utili in dinamica.

Le uquaglianze

ik ik
Q, =
(Q ,q )qp (Q'q )Qp
in termini espliciti si scrivono
i k i k
aQ aq§ _ .30 3Q
- - S
LR 3q 30 aPS
e infine
R k
(5.17) ..
Py i

In modo analogo si riconosce che sussistono le relazioni

5 P aqk aP; 3p 30 3Pk
5.17" -1 - 5 = - K 3 = —
(5.177) P, Q7 ¢ Tagk 37 * agK 3
6. Trasformazioni di contatto non omogenee.

Come si & visto nel n° 2, se nella relazione

i i

(2.6) Pidq = pidq
S1 pone pn+1 = -]
si ottiene una trasformazione non omogenea

i i, 1 n+1
0 =9 (q...a 5 py.ep)

|
|

(6.1) < 1 n+]
 P.o=v. (g ...q Py---P )
|

\
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caratterizzata dalla relazione pfaffiana.

i 1 i=1...
(6.2) P.dQ1 . p dqa _ dqn+ (i=1...n+1)
1 a
(2= 1...n)
Dalle (1) si ha:
a¢i 1 3¢1 ¢ 1
o2 5]
vl 7q] dq g0 dq . dp ) = - dq + p_dq
da cui
36 a«1 x¢i
Y = - M / ki = . Y o =
(6.3) i Taqnt! sy 5>~ Pa ' i Top 0
a
Queste equazioni si possono ottenere dalle (3.4) ponendo pn+] = -1:

cid prova esplicitamente che una trasformazione di contatto non omogenea
si pud ottenere da una trasformazione di contatto omogenea ponendo
n+1l

Poi1 = -1. Geonetricamente la variabile g é trattata diversamente

dalle altre, ccme nel caso in cui si scrive, ad es. 1'equazione di una

superficie nella forma 1z = f(xy) anziché nella forma f(xyz) =0 .
Viceversa, se nelle (3) si pone

(6.4) p= - p/p!

si ha indicandc con @'i(qp‘) la funzione ¢1(qp)

i i . i
(6.5) zQ, = 2¢ gp%(non sommare su a)= - ! -
Py pa Py pn+? "pa
g, usando quest'ultima:
[ ~ ' i ! !
(6.5) —o— = =2 Pa_ o 2t Bap )L B 2, ).
P+ Pe ?Pna e P T Prsr” P
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Moltiplicando la prima delle (3) per -pn+1 e osservando che e

1' .
3¢ 39! .
aq‘k = aq‘k , Si ha
(6.6) -0 LAY

D Y. ——psT = P
“n+lti st

n+1

Moltiplicanco poi per —p6+] le seconde delle (3) si ha, usando le (4)

1 i o ad)‘.l — )
(6.6") LOYSEE 5q% P

Moltiplicanco infine per -p%+1 le ultime delle (3). oppure usando le

le ultime delle (5) si ha

) s
N
g

(6.67) Pael’i o oo

Infine dalle seconde dellie (5) si ha

e moltiplicando per e tenendo conto delle ultime delle (3)

(6.6'"") 0=py, -2 Cy, 8

Introducendo le funzioni

! ) Vo ] n+] n' !
vilap') = -p, qvila gy - L1 - Pn

Te (6),(6'),(6"),(E"""} si possono scrivere



1
un
(82

I

: 5
. v —x = y v, —— =0
16.7) i 3 Pk i 5D,
Le (7) mostréeno che la trasformazione di contatto q1, p% AT

i

€ omogenea .

E' ovvio che se si passa dalla trasformazione omogenea ad una non omoge
nea, col proced mentc ora descritto si ottiene la trasformazione omogenea
di partenza.

Data o =%z ianc

moltiplicandclo »er-p' ., si ha
n-v-l

i n+1 o
-0 . =p' .d -p' d
n-1"1GQ Dn+¥ q Dn+1p q

A

e questp pfaffieno @ relativo a una trasformazione di contatto omogenea

0" = 'V qn) . P = u' (gp) =-oDp' .v.
) LAap ; ; (9p) pn+] :
Naturaimente é
__:‘_Q% - '_‘_:..;é_f £ O
i
3Q G |

e deve essere pure

T

A 0

| 5p. ! # 0
“k

La dimostraz one di questa ultima proprieta viene lasciata come esercizio.

Conviene ora scrivere le (5.12),(5.13)./5.14) esplicitamente per i casc
non omogeneo. A tale scopo basta utilizzare sistematicamente le (5 e le

analoghe:
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3y J (p' o \ 3Ys 9Dy .\
: = - ——(p  ¥.) =¥ -p (- — )=
ap 4] apn+] n+l i n+1 n+1 apOL apn+]
. 9¥
(6.8)¢ , i1 Py Top
LA R ] 3Y 4 a
apa DFH'] apf}
|
\
Servendosi di queste, si trova:
ik 30/ gk a0 1 aet?t
0 = (¢’ ¢ ) = 1 9 - [) J -
ap ap . aq 9q Py
SIJIi 3¢Ik+ ad)l'i aq}lk 3¢'1 afblk aq}li a¢|k
= Tan' ' n+tl - o T n+ | an!
ap aqe 3Pp4q 29 94 P, 9q P

Utilizzando le (5), tenendo presente che p6+] # 0 e definendo una

nuova parentesi, si ha:
i & k ok i i
j' |‘i lk] - Ll —a—d—)"'i' ¢ . d¢ EE) BC’J _
o' 1o ") o ( o P, dqn+1) 5p ( 58 T P gt ) =0
s o o
0 anche
. i k i
P 1 oky ik 3¢ 3 _ 8% 39 B
(6.9) o6 ] = (¢07) +p ( ap agn*] 5P aqn+1) 0
Analogamente
, 3Y 4 3Y AV K 1 3Y 4
(wiw)) | o=(- ¥, 4 ——Lp ) oo —K (— ) -
i k'gp 1 apa a’ 3q dpOL pn+] apOL
, CRAS 3Y4 3¥n+1 1 oYy
- (s = )
k n+1l a '
9p_ T’ 3q 3q P i1 9P,
ossia applicando la definizione data dalla parentesi [ ]

3 o _8¥i
(6.10) [v.4,] = v, "36%¢] S ¥y gt
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e analogamente

. . i
- i 3¢
(6.11) I_‘qu: ] = 6k + ‘i’k —'g‘aﬁ';‘]

: .. .. :
Come per il caso omogeneo, s$i riconosce che n+l funzioni ¢  soddi-
sfacenti ad opportune condizioni, individuano una trasformazione di con

tatto non omogenea.

Siano ¢1 141 funzioni soddisfacenti le sequenti condizioni
a.l
° S o
- ik
b) (oo =0 (eqq. (9)) .

S1 risolva il sistema di equazioni

8¢1
i Taqmt <7
(6.12)
.i
%% .
Wi ape B pa

Questo sistema lineare di n+l1 equazioni nelle n+l incognite v

per a) € risolubile con la regola di Cramer.
L'unica soluzione di (12) soddisfa inoltre alle ultime delle (3).
.i

(6.13) v 2% .
i ap
o 4

Infatti, poiché Te ¢1 soddisfano le (9), moltiplicando queste ultime

ner wi e sommando su i si ha:

ik K K i i
TIPS 36 39 50 3¢ )
¥ o, ( st 0, aqn+1) o0 (v, S P Y 3qm T ) =0 .

L'ultima parentesi & nulla per le (12). Resta quindi:



(6.14)

Questo & ur sistema di

e basta dimostrare che esiste un sistema di

- /g -

.i

Y.
T38p
o

n+1

3¢ ( 3

n

k 8¢k )
Tt P ‘Bzﬁﬁﬂ) =

equazioni nelle n

incognite: ?i

;

3¢

ap
o

equazioni estratte da

(14) aventi Ta sola soluzione nulla per concludere che le (13), cioé le

ultime delle (3), sono soddisfatte. (Ovviamente valori tutti nulli delle

incognite sodcisfano anche

nella matr

ice a

minore di ordine

Risolvendo Te prime

(6.15) |

Ponendo

riga ((k) indica 1'assenza della colonna delle ¢/')

1 n
Cbl..‘(bl

1

. . h
¢n+1 °

n+j

i
0} =
{

(%)

+]

n+1

n+1

n

99

2q*

righe ed n
non nullo.
n+l delle
1
Py 397
k 1
(-1) p, 28
2 3q%
"¢1

.I

. .(Dl

T'ultima equazione).

. AN—
a agntl |

n+l

n+1

.i
colonne a¢a
(3) si ha:

k-1 k+1
3¢ 3¢
3q! 3g!
L k=T k+]
aob o¢'
3q¢ 5g¢
k-1 k+1
90 A
Tt oagMtl g™

k

Cid equivale a trovare,

3o
0 un

n+1

si ha,sviluppando il membro destro dell'ultima
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1 ‘3 n+1 (k) 1 n+l (k) 1 2 n+1 (k}
-p'] ¢1 @1"'(1)]_ ¢1"'¢‘1 p]¢n+'| q)l "'¢1
2
+ ¢, + = + +
(6.16) o ot 2 nt] 1 n+1 1 2 n+1
PP 0t ty oyt P®nel %0 o 7%
1 23 ne1 | (K)
v Py 4y )
+ +
1 2 3 n+]
6. D 4y o o

S1 pud notare che questa & una somma di matrici di ordine n aventi a
due a due n-1 colonne uguali: Te colonne diverse contengono(tranne che
per la prima matrice) le p1...pn. Per es. le prime due matrici hanno solo

la prima colonna diversa. Sommandole si ha:

1 1 2 n+]
Pt P b i
¢1 A ¢n 2 n+1

n pn n+1 ¢n T ¢’n

Questa matrice differisce ora dalla terza matrice che compare nella (16)

per le sole prime due colonne. Si pud perd osservare che, se si scrive

] 1 2 2 3 n+1
1T P P1 Y Pyt i3 1

(6.17) e e e
Cpn pn®n+3 ¢n pn¢ +] ¢n “n




- 6] -

si ottiene effettivamente 1a somma delle prime tre matrici nell‘ultimo
membro della (16). Infatti scrivendo la (17) come somma di matrici, si

ottengono, oltre alle prime tre matrici (16), anche la matrice

¢r+] n+1

che ha determinante nullo p2rché ha due colonne uguali.

E' chiaro allora che, se si procede in questo modo, la somma delle
ntl matrici (16) pud essere scritta come un'‘unica matrice
¥

[

2 2
¢ 3¢

: ‘iu+ Pa aqn+]

(%]

(6.18) |

Q

Le matrici a destra nella (15) non sono quindi riducibili alle tra-
sposte dei minori di ordine n delle matrici del sistema (14).

Fra le soluzioni v del sistema(12) date dalle(15), una almeno, sia
essa wk, e diversa da zero e quindi la corrispondente matrice a destra
nella (15) & diversa da zero. Di conseguenza una almeno delle matrici (18)
@ diversa da zero e cioé uno almeno dei sistemi di ordine n estratti da
(14) ha determinante non nullo. Percid sussistono le (13).

Si conclude che se le ¢i soddisfano le condizioni a) e b) esse indi
viduano una trasformazione di contatto non omogenea.

Appendice al n. 6.

Nel caso in cui la (6.2) sia data esplicitamente nella forma (2.5)
(6.19) dz - P1d01 = a(dz - pidq1) (i=1...n)
¢i si riconduce alla (6.2) scrivendo:

1

Lz Didel - -z 4 p. qg
a Ta Q_-Z p]q

dove ora z ha i1 ruolo della q"*' nella (5.2).
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Posto

w - - w

bl

n+l F i

si ha la forma '2).

Le (9),(10) 2 (11) si tr ducond facilmente in termini delle ZQP.

Per Q,Z si he direttament :

-

20

o

-[0* 07

poiché le funzioni ¢ ,¢1
tipo del caso precedente.

Analogamente usando le (10) si ha:

. _ P
a

=0

che compaiono nelle (2.1) sono della stesso

(L7 [ CL.CSSI. N S iy R T
- a RY v v - W o Yy R -
n+1 n+] n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
B} I ) T ¥y, Y N+l Yo v
(ver Te (10)) Y- (ya 32 WB 3z ) 5%— (Wa 3z n+l vz )
n+1 +]
v .
- (Y G 8?n+] ) =0
W n+1 3z 32
n+1
dove z ha il ruolo di qn+]
Inoltre:
L N il FTENE LR LR
Ty to- - Yy U ; v n+1 J 5 3z
n+1 n+1 n+1 n+1
¥ 8 3QB
T (B Y ) =
_ e bt B Yopg M sz
W 0 W n+1
n+1 n+1
. -8
se af 8 e B #n+tl  risulta PO =20
Se a=g # n+l si ha:
P OaTz - —— =23
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Se, infine, aZf = n+l si ha
Pz] = —%— =aP
o o

n+1

Raccogliendc

(6.20)

—n

/. Trasformazioni di contatto non omogenee ristrette.(Trasformazioni

canoniche).

n+1 n+1 n+1 1 n

Se la funzione ¢n+1 é della forma ¢ > q + ¢ (g ...q p]...pn)

n+1 . . .
e le 6" non contengono q , la trasformazione di contatto & detta "ri
stretta”.
Sono di questo tipo le trasformazioni canoniche della meccanica anali-

tica. In seguito si usera sistematicamente 1'espressione trasformazioni

canoniche (T C )

La relazione (6.3)

i
3¢

: 3¢ 3¢
.3 VY, ——r = - s . = 5 N -
(6.3) i 3qn] B g TP Yy Sy 0
o
. ) n+1 n+1 n+l , 1 n
si scrivono per ¢ - q + 9 {(q...q9. Pye--py)
n+1
3¢ -1 cioé Y = -]
n+l  5ql n+l ~
n+1
W 8¢8 v % p Ccioé v 8¢B = - a¢n+]
B 3qQ™ ‘n+l  3qu a g% pu n+l  5q%
B n+1 8 n+1
3d 9¢ . ¢ LI
v —_— W = ——— 2 -
8 3p n+l  ap 0 croe ¥ D wn+1 ap



- 64 -

0 infine
s aq:n“ 3" 391
(7.1) Yep = 715 Yo qe TP T e ap T Tap
a a
.. . n+1
Da questa segue che le v sono indipendenti da q .
Le (5.9) si scrivono
K 2 k 2 “¢k a¢£ a¢jz a¢k
f 1 = g - =
d o | (¢ o )+pa( 3p aqn+[ 3p aqn.ﬂ ) 0
e} Q
a¢k’2
Per k,2 # n+tl & —gaﬁ;T = 0 e quindi le precedenti si riducono alle
relazioni:
k 2
(607) =0
Si ha inoltre
n+1 B n+l 8
p N+l B - n+l 8, 3¢ 30 _ 93¢ 3¢ -
a a
3 a¢n+1 n+l g a¢6
ed essendo 2] =03 _EET__ =1, resta (¢ ¢ ) = P §5~—
o3

Dalle (6.10) segue

3y Vi
[v.v,] K !

Ml =¥y T T Y g = O

essendo le ¥ indipendenti da qn+]. Poiché inoltre

- - . 9Y¥4 Yk~ _ _3Y¥i Yk
Lwiwkj (wiwk)+pa( D, Sqn*1 Sqn+] )

)

si ha infine

(wi? =0

K

Dalle (6.11) si ha poi,come sopra:



- 65 -

i
. i i i 3 i .
= = = § n+.l
Mo ) = (o) =8 by R = 6y (i # n+1)
(xpkcp””) - 52” (i = n+1)
e quindi
n+1 n+1 Y a¢n+1 oY a¢n+]
[ = o - o1 -
o = r ) 2 g (5 g T el Tp )
n+1
_ n+1 .y 3 -y
I o aq”*’ a
e infine n+1 Sy
(lU s ¢ ) =Y - D —k
o a B de

Raccogliendo

(6%°) =0 = (v v ) 5 (v ") = 4
B o o
(7.2)

n+l B 3¢
( -

o 20 ) P, 0

<
n+]l Qv
- -
(‘Pa, ) L TP —“—-ap

Sicché per le TC le (6.9),(6.10),(6.11) si riducono alle (7.2). La prima
riga di queste relazioni coincide con le (5.16) e mostra che le pild ge-
nerali trasformazioni di contatto, per le quali sussistono le relazioni

di commutazione, sono le TC. Si riconosce facilmente che anche 1'invarian
za delle PP di due funzidni sotto TC sussiste come per le trasformazio

ni omogenee.
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Ricalcando i1 procedimento del n° 3 si riconosce che:

Se le ¢ (a = 1...n) sono n funzioni, fra loro indipendenti,
delle q]...qn,p]...pn, soddisfacenti le relazioni:

(%,65) = 0

+1 . . 1 .
e ¢n una qualunque funzione di q ...qn,p]...pn soddisfacent®e le

relazioni ;
ntl B8, _ 3¢
(6 ¢ ) = Py ap
]
le equazioni
n+1 n+1 n+l (
(7.3) Q" =q  to ,Q =0 P o=y

dove 1e ¥ sono univocamente determinate dalle (6.3), determinano una

TC per la guale

n+1 o n+1 o
Pn+]dQ + P]dO = - dq + padq
cioé, essendo P = =]:

_ n+1
dQn+1 P an _ dqn+1 - p dqa
03 o3
e infine
(7.4) P dQ® = p dg® + do™
o o]

Questa relazione caratterizza le TC.

Viceversa, essendo ¢n+1 funzione delle variabili qap , i ha dalla
Q

(7.4):

n+1 Y

9% _ _ 9

2q0 A e
3¢n+] o 8¢Y
ap Y op

o Qo
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e da queste si ricavano le ultime due righe delle (2).

. . . . . . o
E' facile riconoscere, infine, che se sono date 2n funzioni ¢ ,v
a

soddisfacenti le relazioni che compaiono nella prima riga delle (2) é
" . . + o .
possibile determinare una funzione @n ] che soddisfi le restanti rela

zioni (2).

Dalle (6.3) si ha infatti:

ad)n+1 a¢y a¢n+] a¢y
= v - ‘ = Y
79 S =% Tag T P’ TN

Se le ¢a, ¥ sono date, si pud dimostrare che le condizioni espres
o i

se dalla prima riga della (2) assicurano che i secondi membri delle (5)
siano le derivate di un'unica funzione, ¢n+] e cioé che le (5) sussisto-

no. Si ha infatti con calcolo diretto:

2
5 3¢ sev o 99Y . 3 et

2y s T Pa) T gF o T Yy Taqragf

o)

Y 2
3 3¢ 5y 39 3¢
y - = + oy
3q% ( y 8q° Pg) 8q*  agF y  99%g8

e sottraendo

3 3
38 () - aq®

() =1(q°q"1 = 0

essendo {qB,qa} la PL delle q rispetto alle ¢v.

Analogamente si ha

v Y
3 3¢ 3 o¢
y - — (v = b= 0
ap ( Yy 9p ) ap ( Yy ap ) {papB
B o a B
e infine
5 3¢ " av 3¢ 3%Y -8
(v - p )= e i o B
DS 3q a ap Qe Y apsaq
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" (v 3¢Y) oy el y 20|
3q% 3 ~ aq@ : 3p 3qQ
q ¥ pB q PB Y PB q
e sottraendo
fn o™ - 8 = 6u -& =0
B : B g8 o

(Le PL sono nulle in virtd dell'ipotesi che si annullino le P.P.).
+ . .
Esiste quindi una funzione ¢n ] soddisfacente le (5): in definitiva

tutte Te (2) sono soddisfatte e pertanto le 2n funzioni ¢a wl soddi

sfacenti le relazioni canoniche delle PP, individuano una TC.
Questo risultato sara usato a proposito dei gruppi di funzioni e, in par
ticolare, nel caso deali integrali primi del moto.

Se le ¢8 sono omogenee di grado zero, nelle pa si deve ottenere

una trasformazione omogenea. Infatti si consideri il sistema :

Date e o° questo & un sistema differenziale lineare e la jdenti
ta di Jacobi mostra che esso & completo: esso possiede quindi 2n-n = n
integrali indipendenti. Ma le ¢8 sono gi@a n integrali in virtd delle
relazioni di commutazione. Quindi ¢n+1 e funzione delle ¢B. Le (4) dan

no in questo caso

‘ n+1 g8 +]
S VYA T T VALY TS
8 sq g 3q2 a’ B ap YL 3p
adh o o

ossia

n+1 R n+1 8

30 ad - ¢ ¢
o - = s (v - =
( 3 a6F ) 3qQ Py B 3¢ ) ap °
o

Queste relazioni sono le (3.4) quando si ponga

n+1
vy -y - ———g—a‘b
8 B 3¢

e quindi Ta trasformazione & omogenea.
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o}
Si torni ora alle (3). Se ?g '# 0 eliminando le p8 dalle re-
d i
o |
. 1 .
lazioni Q% = 4" e sostituendole nella Qn+T = qn+ + ¢n+1 si ha
n+1 n+| n+1 ] n 1 n
(7.6) ¢ =0 -9 =F(g...q,Q...0)
questa funzione in dinamica & detta generatrice della TC.
o
Pil in generale se il rango della matrice i~%§—- e n-r esistono,
;J
8
.. 1 n 1 n
oltre alla (6) altre r-1 funzioni F (q ...q 3 Q ...Q0) (a=2...r)
)

tali che le equazioni

(7.7) F (qQ) = 0 (k = 1...r)
g

|8<b

sono conseguenza dell'annullarsi di 500

Come nel caso omogeneo si ricavano le relazioni:

P = aF :j gf.g__,p - - aF "Og B_F\",_a
b aQ® a0 o aq* 3qQu

che si riducono alle (3.7).

oF oF
(7.8) " T A P, "

se Ta matrice ha rango massimo.

Come nel caso omogeneo e nel caso non omogeneo generale, le trasforma
zioni non omogenee ristrette formano gruppo.

Siano allora gop - on e QP - gp due TC. Dalle relazioni

:

p;dq +dWw,(qe)
.i

p.dqa + dw,(qQ)

.i
n.d{
1

;
PidQ

Sottraendo a m a m si ha
.i
p = -
1.d ) qid £+ d(w, w,).

Detta quindi w la generatrice della trasformazione &n =PQ, si ha
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(7.9) WEW S TW
dove naturalmente la funziore w va espressa nelle variabili ¢£,Q.

A tale scopo, poiché w, dipende dalle g e dalle Q, mentre w,

dipende dalle ¢ e dalle q, basta esprimere le¢ g in funzione delle
¢ e delle Q.

Dalla TC di generatrice w,

q = a'(en) p, = bilen)
e dalla TC di generatrice w,
i i
Q =c (gp) » P, = d.(ap)

si ottiene per semplice sostituzione Ta TC individuata da w,-w
i )
_ ) _ i, s
Invertendo le prime n di queste si ottengono le (pQ ) che sostitui
te nelle ai(;q) forniscono le q1 in funzione delle ¢£Qt
Come caso particolare della discussione ora fatta, e come del resto é

ovvio dalla (4), se una TC ha generatrice w, la TC inversa ha genera

trice - w.

In dinamica hanno un ruolo fondamentale le famiglie ad un parametro
di TC. In generale una famiglia ad un parametro di trasformazioni di
contatto

i

(7.10) 0 =e(qapt) ;P =v.(qgpt)
é una famiglia di trasformazioni tali che per ogni valore di t (in un interval
1o opportuno)la trasformazione precedente & di contatto. In partice-
lare se le (10) sono trasformazioni canoniche, per ogni valore di t

esiste una funzione generatrice della corrispondente trasformazione. Esi-

ste dunque una famiglia di generatrici, ossia una funzione F(q Q t). Poiché
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per ogni t = to la trasformazione & canonica, sussiste la relazione

i i
P.dQ" = pidq + dF/tzt
° 5F 4 %
] ) . d
nella quale dF/t=t0 denota 1'espressione 2q q + Nl dQ

Aggiungendo e togliendo

5F

st
P in = p.d T v3£~'dt + dF
i = P99 3t

1 ) . .
dt () s pud scrivere

dove ora dF indica il differenziale totale di F nelle 2n+l variabili

qQt. Questa relazione & fondamentale in dinamica.

8. Trasformazioni di contatto infinitesime.

Si consideri ancora la famiglia ad un parametro (7.10).

IT caso pil interessante & quello in cui (7.10) costituiscano un grup
po ad un parametro (nel parametro t): sia t = 0 il valore del parametr:

corrispondente alla identita, cioé:

j i
q =< (ap0) ; p.= “1(QDU)

La trasformazione corrispondente ad un valore &t piccolo del para-

metro é:

(8.1) Q' =q +:'st P. = p. + a8t .

Si cominci col caso in cui le trasformazioni siano omogenee. Introdu-

cendo Te (1) nella (2.6) si ha:

8.2 n. + LS A
(8.2) i " P Tk COT
Se si introduce la funzione

k
(8.3) c = pka

(1) Si suppone F di classe opportuna in tutti i suoi argomenti.



- 72 -

si ha, utilizzando le (2)

k i
3¢ e . sc e
(8.4) 5q7 Pk sql 0 i Tp. T F TP T k )

(8.5) c =

e quindi ¢ & omogenea di primo grade nelle p.
Cid0 si vede anche utilizzando la (3.9) che in questo caso si scrive

.I‘
9&
p = 0
k apk

Le 51 sono cioé omogenee di grado zero nelle p e quindi, per la
(3), ¢ & omogenea di grado uno in queste variabili.
Viceversa, assegnata una funzione c¢ delle q e delle p, omogenea
di grado uno nelle p, le 7 e le n definite dalle (4) soddisfano le
(2). Infatti si ha
k 2
59 3 C

5p. Pk 3p.ap
1 17k

Py

e questa € nulla perché ¢ € omogenea di grado uno nelle p. Inoltre in
virta della (5)

T 3c  scC
SEECLES R TTL 3K

~
a

e quindi sussistono entrambe le (2).

In conclusione
Ogni trasformazione di contatto omogenea infinitesima & definita da equa
zione del tipo

i i ac ac

dove ¢ & omogenea di primo grado nelle p. Inoltre ogni funzione di que

sto tipo genera una trasformazione di contatto omogenea infinitesima.
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Se la trasformazione non & omogenea, preso Pt = -1 le (6.3) si
scrivono:
n+1 1 n+1 8
R 3 9& af
. - —2— ¢+ —+— = 0 ; - = B8 = 2
(8.6) " 3q) T 3p_ Pe 3P ()8

e se si pone

_a rn+]
F = Dat £
si pud scrivere infine:
__ BF o 3F o n+l of F
i g1 0 ° ap T Py Top
o e}

. . 1 +
Viceversa per ogni funzione F delle g ...qn 1,p]...pn le (6) sono

soddisfatte e quindi la pid generale TC non omogenea infinitesima é de

finita da equazioni della forma:

n+1 5F % oF 5F
) 3 - ) = sty 8p. = - 5t
(8.7) a (p 3 F)sts éq . ts op, 3
8]

con F arbitraria.

Queste ultime relazioni sussistono nella stessa forma anche se la TC

@ ristretta.

9. Notazione compatta.

Nel sequito sara conveniente, in qualche caso, disporre di una notazio

ne compatta che renda pil spediti i calcoli.

Denotando per comodita le variabili q}...qn, Py-- P, rispett. coﬁ

] n+1 X . .. . . .
W e W ....<N, e introducendo la matrice antisimmetrica di ordine 2n:

(9.1) o8 |0 |1
-1 o

(dove 0 e [ denotano rispett. la matrice nulla e la matrice unita

X . .. , 3 ) .
entrambe di ordine n), e i simboli & = EYCaE $i possono scrivere le
61 [y



- 74 -

PP nella forma:

B

(9.2) (fg)=c"afoq
a B

mentre le condizioni di canonicité di una trasformazione w -~ @ si espri-

mono nella forma:

(9.3) (2" ') = "

Questa notazione compatta rende molto spediti i calcoli. A titolo di

esempio si pud calcolare il commutatore di due operatori lineari X]...X2

del tipo

X = AR o afy 8 = % g (s=1,2)
S ap, 3ql 3q1  5p. a S B ’

Risulta per una generica funzione g

ik ry
Ya = ¢ a.f.5 ’
)9 iFia e e fre

(X)X,

che mostra il fatto ben noto che il commutatore di X] e X2 e un opera
tore lineare del primo ordine.
D'altra parte si ha pure
ik r .

(f](fzg)) = € aifTak(E arfzdgg)

e confrontando col secondo membro della (3) si vede che si pud scrivere:
= (f - (
(X1%,)9 = (F,(f,9)) = (f,(f19))

e, per 1'identitd di Jacobi
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(9.4) (XX,)9 = (3(F1F,)) = ™5 (F.f,) g.

In particolare la (4) permette di controllare con facilita se un si-

stema del tipo:
(9.5) Xif = (fi f) =0 (i =1...r < 2n)

e completo o0 no. Per es. se nella (4) risulta (v.III n® 1) per ogni i e k:

(fifk) = Fik(f]"'fr) si ha
_ oB . _ aB 8Fqk _
(X]Xz) = ¢ aBF1k L= " gﬂfgaa =
_ . OFik
- of X(*

Poiché i commutatori degli operatori X sono combinazioni lineari de-
gli operatori stessi un sictema di tipo (5) & completo (CAP.I n. 5)
Nel seguito, a seconda della convenienza, si userd la notazione compat

ta o la notazione espliciteé q p.
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CAPITOLO III

Grupni di funzioni.

1. Gruppi di funzioni. Basi di un grunpo.

La teoria dei gruppi di funzioni costituisce un ponte di passaggio fra
la teoria delle trasformazioni canoniche e la teoria degli integrali pri-
mi del moto.

Sia dato un sistema di s funzioni f]...fs, fra Toro indipendenti,

delle variabili 0]_..qn p1...pn. Le loro (;} PP sono esse stesse fun
zioni delle q p. Se qualcuna di tali funzioni non & esprimibile come fun
zione delle FT"'fs' Ta si aggiunga al sistema di partenza e si formino
tutte Te PP del nuovo sistema. Cosi procedendo si perviene infine ad un
sistema di r(< 2n)funzioni f ...fraventi la proprieta che la PP di ogni

1

coppia di esse & funzione delle f1"‘fr stesse. Cid0 € vero anche per

tutte le funzioni delle f]...fr. Infatti se F] = FT(f]"'fr) e
F2 = Fz(fz...fr) si ha
L N L B
(F]’Fz)qp af1 afk (fl Tc2)qp

e questa & ancora una funzione delle f]...fr.

L'insieme delle fT"'fr e delle funzioni di esse costituisce un grup-
po di funzioni di rango r.

. upla . .
Le r funzioni f]...fr 0 una qualunque r indipendente del

grunno, costituisce una base del gruppo stesso.

Un sottoinsieme del gruppo che sia esso stesso un aruppo € pol un sot-
togruppo del gruppo dato.

Sussiste la proposizione la cui dimostrazione & lasciata come esercizio.

Se due aruopi di funzioni di ranghi r. e r_ hanno intersezione non

] 2
vuota, le funzioni comuni costituiscono un sottogruppo di ognuno dei due



gruppi.

Si consideri ora il sistena

(1.1) (f; g) = 0 (i=1...r)

Introdotti gli operatori linear:

5f - 5 5 &
5T o 5qK © agk  ap
k ' k
si ha (II n” 9)
(XX, )e 5 . X9 =0

cioé il sistema (1) e completo. Esso possiede  2n-r soluzioni indipen

denti 9y 9y le quali,come & facile riconoscere, costituiscono un

gruppo di ordine 2n-r. Infatti dall'identita di Jacobi segue immediata-
mente che tutte le PD:(gj,gj) sono soluzioni del sistema (1) e quindi so
no funzioni delle a.

. . . .
IT gruppo fI"'fr individua percid un gruppo di base 93...92n_r

le cui funzioni hanno PP nulle con le fi(sj dice anche che le g so

no in involuzione con le f).

[ due aruppi sono detti reciproci e le funzioni di ognuno dei due grup
pi sono dette singolari per 1'altro gruppo.

Non & escluso naturalmente che la intersezione dei due gruppi sia non
vuota e cioé che un gruopo contenga proprie funzioni singolari. E' ovvio
che Te funzioni singolari di un qgruppo costituiscano un sottogruppo del
gruppo dato e quindi anche del gruppo reciproco. Come corollario si ha che
il grunpo recioroco di un grupno che non contiene funzioni singolari, non
contiene neanche esso funzioni singolari.

In particolare un gruopo costituito tutto da funzioni singolari & det-
to commutativo .

Esso & un sottogruppo del! proprio grunpo reciproco e quindi si ha
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r ¢ 2n-r ossia r ¢ n.

Poiché si ha, per oani funzione f del arunpo

- af
(F.f) = —
1 dfk

le funzioni singolari appartenenti al gruppo sono le soluzioni del siste

(fifk)

ma di r equazioni

o f
1. (f.,f - =
(1.2) (Fof ) —¢— =0
k
nelle r variabili f1"'fk' Questo sistema ha soluzioni %(f1...fr} non
costanti se e solo se il rango della matrice ; (f ,f , ' e minore di r.

10k
D'altra parte il sistema (2) & del tivo (9.5) Can. II e quindi & completo.

Percid se r - m & il rango della matrice l?(fi,‘ il sistema (2]

il
ammette m soluzioni indipendenti e quindi i1 gruppo dato contiene m
funzioni singolari.

[T numero di funzioni singolari coincide pure col numero di relazioni
funzionali indipendenti che sussistono fra le funzioni del gruppo dato e
quelle del aruppo reciproco.

Infatti se esistono m relazioni funzionali fra le funzioni della ba

se e quelle di una base reciproca g, la matrice

3f1 afp 407 ag?n_r
5q] 5q 5q] 3q

af1 afp 591 392n-r
D ap ap 3D
n n n n

ha rango 2n-m e quindi esistono m combinazioni lineari nulle delle

colonne,per es.

T (i =1...m)

agK Tsemel s 5qK Tsi s



) r Zn-r 5
A oL ?fi + T ° (i =1 m)
apk s=m+] S aqQ s=1 "s  3qQ
si ha cosi
(.6 = 2 A ohp oty
1 ] Spk 3qQ 0Q dpk

S Py k
= 7 S(fsfj) + C ps(gsfj) G : r]nHT}
= - {fsfj)

poiché le g, sono singolari per il aruppo dato.

La matrice (f f ) ha dunque m righe combinazioni lineari delle al-

tre e quindi come si & appena visto, esistono fra le f m funzioni singolari.
D'altra parte se il grupono contiene m funzioni singolari v cueste

sono funzioni delle funzioni di base

¥ ; 1"'fr) i=1...m

Ma Te g sono soluzioni del sistema completo

(fl q) =0 (a0 = 1..0r)

che da i1 gruppo reciproco. Le funzioni q, come soluzioni di detto si-

stema sono quindi funzioni della base del gruppo reciproco e si ha:
b= AL F ) = BL(9y...9,) i=1...m

e quindi esistono m relazioni funzionali fra le funzioni del gruppo da

to e del suo reciproco.
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2. Basi canonijche di un gruppo.

Se le >PP delle funzioni di una base hanno soltanto valore 0 o 1,
la base & detta canonica.

Un gruppo non commutativo possiede sempre una base canonica. Infatti
sia per es. f. una funzione non singolare (tale funzione esiste per-

]
ché i1 gruppo per ipotesi & non commutativo) e si consideri 1'equazione

5f
( A - .
\f}f) v (fffk) 1
k
0 esplicitamente:
r of
i afk' ]

Questa equazione lineare del nrimo ordine ammette certamente soluzio-

ni (I n” 2) e una sua generica soluzione, poiché non sono tutte nulle le

— (k = 2...r), & funzione di almeno una fk con k # 1. Se ‘ e una
-k

soluzione e se si indica con ¢+ 1la funzione f1, si ha

(v ¢ ) =]
Le funzioni +v. e o, e r-2 funzioni indipendenti del qruppo, co-
stituiscono una base di questo.

Si consideri {1 sistema omogeneo:

[ _
\ 5f 5f
¢+ ,f) = —— 4, T =
(1) = 5=+ ey £) G5 = 0
(2.1) ’ .
ﬁ - L ) S (x = 3...r)
T g Vg of
L X

[T commutatore degli operatori lineari nei primi membri si calcola nel

modo visto nel 9 del Cap. Il e si ha:

(3)1(@']{»- ("Ul@1f)) = ((@1,";4'!){) = (1f) = 0.

IT sistema & quindi completo. Nelle variabili indipendenti ¢‘rif A
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esso possiede r-2 soluzioni (funzioni di tali variabi]i):?B ...fr.

La identita di Jacobi mostra poi che la PP di una generica coppia
di soluzioni & ancora una soluzione del sistema (1) e quindi e funzione

delle ?3...Fr: le funzioni f,...7  costituiscono percio un sottogrup

po del gruppo di partenza. Se questo sottogruppo & commutativo si ha:

(25¢ ) =1 3 (51F ) = (v, f )= (FF) =0 (2,8 = 3...r);

1 Tod P
pertanto le funzioni ¢1¥lf ...fr costituisccno una base canonica.

Se 11 sottogruppo non e commutativc, si procede oer esso come per il arup
po di partenza fino a qgiungere ad un gruppc commutativo o ad @saurire
tutte le funzioni. La base cosi ottenuta:

m+
:2-2? 1 q.‘;__.. m {J‘n+q - r--: q_,r-)

e canonica perché soddisfa le relazioni:

) . 1ok, _ . K k
(2.3 (¢ 27} = 03 (¢ 15, =0 b=
T,k =1 m+q‘}
1,::?....”1 /
o m+1 m+q . R . ,
Le funzioni cen T sono ovviamente funzioni singolari del grup-

go e quindi appartenqono anche al gqruppo reciproco. Inoltre € chiaro,in
base alla definizione di sottogruppo, che ogni sottoinsieme di funzioni

della base canonica @ base di un sottogruppo del gruppo dato. Se allora

dalla base canonica si omette una delle funzioni, per es. e Te fun
zioni restanti
, m m+ '
(2.4) y voaloLL e 2 -..¢qu
m
m+1

costituiscono la base di un sottoqruppo. D'altra parte la funzione

€ sinaolare non sclo per il gruppo dato, ma anche per il sottogruppo e

pertanto appartiene al reciproce di questo il quale, quindi, & del tipo:
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m+1 " e
(2'5) ¢ U] PRI iz(n_m) q ]

) m+1 - : o ..
La funzione ¢ non € singolare per il gruppo (%), perché in tal

caso essa apparterrebbe al reciproco di (5)e cioé al gruppo (4) alf{qua

le invece non appartiene). Cid pud anche riconoscersi osservando che le
funzioni del gruppo recinroco del gruppo (2) sono le funzioni $m+}.":m*3
pit certe funzioni che saranno indicate complessivamente con X. Le fun-

m+2 m+q . m+ 1
& C Lt K. Se ¢ commu -

zioni del reciproco del gruppo (4) sono
tasse con tutte le funzioni del gruppno (5) esso apparterrebbe al reci-
proco di tale gruppo, cioé al gruppo (4) e quindi i gruppi (2) e (4) avreb
bero 1o stesso grunno reciproco. Ora cid non € possibile perché il reci-
proco di (2) contiene 2n-(2m+q) funzioni e il reciproco di (4}, contie
ne 2n-(2m+ q-1) funzioni.

’

m+ 1 : . . . .
cssendo non singolare per 1l gruppo (5), si pud trovare per que

sto gruppo una funzione wm+] non appartenente al agruppo (2) e tale che:
m+ 1
!" E ) = 1 i o + . .
BPRE ) 1. Aggiungendo ] al gruppo di partenza (2) si ottiene
m+q

un agruppo di ordine r+1 per il quale le funzioni VeV oy o

costituiscono una base canonica.

InoTtre i1 gruppo (2) € un sottogruppo del nuovo gruppo.

. . . . m+2 m+ _ .

Ripetendo il procedimento per le funzioni ¢ ... g perviene
infine ad una base canonica di un gruppo di ordine r+q del quale 1]
aruppo di partenza & un sottogruppo.

Le relazioni canoniche

P k

(2.6) (2705) = 0 = (w00 (3.65) = <% (i,k =1

mostrano che il nuovo aruppo non contiene funzioni singolari. Infatti

per una generica funzione del gruppo risulta per le (6)
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che mostrano che nessuna funzione effettivamente dipendente dalle

i ..
b ,wi e singolare.

Poiché i1 gruppo di ordine r+m al quale si & pervenuti & privo di
funzioni singolari, il grupoo reciproco ha la stessa proprietda (n. 1):
tale gruppo ha rango Zn-(r+m).

r4+m+ 1 n . .
e una sua base canonica, si

b

notando con v c.
De ot ° ¢ r4m+] n

ha infine che 1'unione dei due gruppi costituisce un gruppo di ordine 2n

orivo di funzioni singolari (gruppo massimale) per il quale 1'insieme

. . : n . . .
delle funzioni gieeeg ?1---wn costituisce una base canonica

(2.7) (¢1¢k) =0 = (Wiwk); (#.gk} = 6? (i,k = 1...n)

Raccogliendo si ha:
Un gruppo di ordine r & sottogruppo di un gruppo di ordine 2n per il
quale esiste una base canonica, cioé una base soddisfacente le (7).

Ricordando i risultati del Cap.II n. 7, si riconosce che le funzioni
$1,wi individuano una trasformazione di contatto non omogenea ristretta
(trasformazione canonica). In particolare e le qisono omogenee di grado
zero nelle p, la trasformazione di contatto é omogenea.

Siano dati due qrunpi dello stesso ordine e contenenti 1o stesso nu-
mero di funzioni singolari. Entrambi i gruppi possono essere estesi a

gruppi di ordine 2n, privi di funzioni singolari. Siano ¢leees ¢ en
n

e o'l .p'N wi...wa due basi rispettive dei gruppi estesi. In virty dei
risultati del Cap.Il n° 7 esistono due funzioni, on+],$'n+] tali che
le relazioni:

n n+1l n+1 j 1,
(2.8) 0 =q +o  (ap) 5 Q =¢ (qp)s P. = v.(gp)

(2.9) Q" =0+t (a')5 0T = s (q'p)s P = viq'p!)
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definiscono due trasformazioni canoniche.
Le trasformazioni
qp - QP 5 QP - Q'P'5 Q'P' -~ q'p’
sono tutte e tre canoniche (la seconda e 1'identita e la terza e 1'inver
sa della (9) che é canonica) e quindi la trasformazione qp - q'p' e pur
essa canonica (II n® 7).

1

Essa trasforma le funzioni @ivi nelle funzioni ¢ %; e pertanto
pud essere individuata in forma implicita dalle 2n wuguaglianze

(2.10) 5" (qp) = 6'1(a'p' ) “.(ap) = vi(a'p').
Alle (13) va aggiunta la relazione:

(2]2) Qen+] + (b|n+] - qn+.1 N in+1

. i PN . . .
D'altra parte le funzioni ¢ AP ‘,vi) in base ai risultati del

Cap. Il n. 7 individuano, a meno di una costante additiva, la funzione
tn+1(z'”+7} e quindi in sostanza la trasformazione che realmente interes
sa & quella espressa dalle (10), nelle quali non compaiono le variabili
con indice n+l.

In meccanica analitica la situazione & esattamente la stessa, come si

vedrd nei Capp. IV e V.

3. Gruppi massimali dipendenti da un parametro.

Sia fi(q p t) wuna base di un gruppo di funzioni di ordine 2n nelle
2n variabili gp, priva di funzioni singolari (gruppo massimale). Si sup
ponga inoltre che il gruppo dipenda da un parametro t e cioé che le

funzioni f]"'on costituiscano una base di un gruppo per ogni valore

di t 1in un aperto opportuno.
E’' possibile allora dimostrare che ogni base del gruppo & sistema com-
pleto di soluzioni di una equazione a derivate parziali del primo ordine,

avente forma standard.
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Per dedurre 1'equazione, si consideri la matrice a 2n righe e

2n+1 colonne (si usa la notazione compatta (Il n® 9)

]
af] af] 5
owl 5,70 st
(3.1)
df2n af2n . 2n
Bl sw2n t
Si indichino rispett. con % e gt i minori di ordine 2n dji

questa matrice ottenuti omettendo la colonna delle derivate rispetto

X

ad « e at rispettivamente.
Poiché le f, come funzioni delle « sono indipendenti, risulta

(3.2) Lo
Poiché, inoltre, la matrice (1) ha rango 2n, il sistema

% i t
« a4y
3

i .

5. f =0 (i =1...2n)
t
. . -a t . C .
nelle 2Zn+] incognite  « x , ammette autosoluzioni e poiché si tratta
di un sistema di 2n equazioni in 2n+l incognite, queste ultime sono
proporzionali ai minori della (1).
. .. .t &t . . . .

Viceversa con queste soluzioni 7 ,7  si pud costruire una equazione

a derivate parziali

(3.3) s f ;tatf - 0

che ha ovviamente un sistema di soluzioni coincidente con le 2n funzio-

ni date f1"'f2n'

Ogni funzione delle soluzioni di (3) & anch'essa una soluzione di (3):
di conseguenza, quando le fi costituiscono un gruppo di funzioni, le PP
ik e :
(f f ) sono anch'esse soluzioni di tale equazione

(3.4) TN . Xtat(f’fk) - 0

X
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Le (4) si possono scrivere esplicitamente

5 ik ‘ ik P ik
St L () (6
J 1 : ] o ]
(3.5) -~ f —7h f 1 f =0
—.__:_.‘___ ‘an ..... — ’.n f2n fzn
duw e ot

e queste danno una condizione necessaria perché le f1 costituiscano
un gruppo (massimale).

E' facile riconoscere che le (5) danno una condizione pure sufficien
te perché le f costituiscano un gruppo massimale ad un parametro. Infat

ti se si esegue la trasformazione di variabili

in un sistema de! tipo

Lk ik
ia +d
3! 5t
3.6 B SN
30 At -
|
“fZT _if?n
Bt it

. ik, . : .
le funzioni a (ut) si mutano in certe funzioni a (ct):
. ik -1
13.7) a Kty = 3%y

e la prima riga delle {6) si pub scrivere:
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2d Sf da1k

ERa S 5t

aéik

In base alle (6) i coefficienti —.r debbono essere gli stessi an

che per gli elementi dell'ultima colonna e cioé si deve avere:

ik ik
a 5a Y

-t el ot

D'altra parte dalle (7) segue:

ik =ik r -k
a i} 5a c N .a
it vl 5t At
e confrontando ik
+d
= 0
+t

. i L r .
rercio le a sono funzioni solo delle - e non di t. Allorquando
ik gk . . . ‘ i .
a = (f f ) cio equivale a dire che le f costituiscono un gruppo e

cioé che i1 sistema (6) costituisce una condizione sufficiente percné ie

€' forniscano un aruppo.
Si ha quindi la seguente proposizione:

Condizione necessaria e sufficiente perché 2n funzioni indipendent-

T Y <k

f(.t) (.t) costituiscano una base di un gruppo massimale e cne
g

esse siano soluzioni del sistema (6).
In virth della (2} si pud ora porre

X

= &
xt

X

e si pud scrivere la (3) nella forma:

1

3.8 afeafe0

Juesta equazione ha la forma della equazione degli integrali primi Jd-

r

un sistema canonico [v. V n. 1) se esiste una funzione h tale che

X B

(3.9} X = = HA“h

dove la matrice .~ @& definita dalla (9.1) Cap. II.
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Per riconoscere 1'esisterza di h, si osservi che, moltiplicando

. . B .
la (9) per 1'inversa € oy ¢i e " sioha:
o
(3.10) 85“ €y X
e quindi le quantita =« Xa debbono essere le derivate di un'unica
XY )

funzione. Per 1'esistenza d- h € quindi necessario e sufficiente che:

oL Q
(3.11) 3 (e gx) = (x0T
cioé
3 X _ ‘.’Jl
8&8 Y)( = E’x{[j?x .
Moltiplicando per GDBEOY si ha:
- ) 08 g
(3.11") eVa 0 = %% x
¥ B
Viceversa moltiplicando le (11') per £ ofvyo si ottengono le (11):

questi due complessi di relazioni sono quindi equivalenti e pertanto

le (11') assicurano la validita delle (10).

Si consideri ora la (8). Se le sue soluzioni costituiscono un gruppo,

sussistono pure le equazioni:

k k

~ -I -
) +a (FiF) =0

x&a (f]f

a
Esplicitando si ha dopo aver ripetutamente utilizzato la (8):

uy, g a. K a, qk uy. ke a1
e a f s s f) -5 xs f] +e s ] f') -
u [ Y(X a ) X ] € LBU(){ Ba )

) .
£Ou M £y % fk} = 0
a

¥ uooy !
e in definitiva

oY k o i u i
SV e s f o+ 7T Fy
Y 9! b K
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Un opportuno scambio di indici permette infine di scrivere

U . 1. .k
(EDYB - e 75 xY)B fof =0 .
p ot Tu Ty

Posto z'= e '3 x - 3

L . k . ¥i .
poiché esso ha 2n soluzioni f , risulta ¢ =0 cioe

e poiché questo sistema a sua volta ha 2n soluzioni, risulta

e cioé sono vere le (11') e, in definitiva, le (10).

Resta cosi dimostrata 1'esistenza di h. Di conseguenza la (8) si

pud scrivere nella forma:

(3.12) (h,f) + a,f = 0.

D'altra parte & ovvio che le soluzioni di questa equazione costitui
scano un gruppo di funzioni di ordine 2n e quindi si ha:

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché 2n  funzioni in
dipendenti fi(wt) costituiscano una base di un gruppo di ordine 2n,
e che esista una funzione h tale che esse siano soluzioni della (12).

La funzione h sara detta hamiltoniana del gruppo.

Se si esegue una trasformazione canonica



(3.15) w = ¢ (t)
i s |
IO
(3.16) }; - J;; %

si ha (cfr. (9.3) del Cap. II)

(3.17) (6767) = &

Q
e quindi Tle »" costituiscono un gruppo di funzioni perché le
loro PP sono funzioni (in questo caso costanti) delle o stesse.
Per i1 teor. precedente esiste una funzione hamiltoniana, cioé una

funzione 2L tale che

Q2
A=

(3.18) (Ue') + ..
ol j

az
+

Applicando Ta (15) al sistema canonico

ap 3h

(3.19) P (h ") = e —

si ha,utilizzando la (17) e cioé ponendo (¢g®“) in luogo di S

L u
50 a0 3¢ _ (cb’l u) sh
300 at Jwd
PC adla 8’1“ oh 03:
i ane and Ak dw®
dove h(aot) = h(.t) & il trasformato di h.
Si ha dunque
5" “bb Bo “¢h aﬁ
aQ pNe a - 9 - ‘ H
58 LT T T f a8 T3of (Mo )n'
Utilizzando la (18) si ha
. h
) u Bog 8¢ 3
T T M) m e S g ) = ©

e infine
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3¢ .o  Bp 3N Bp ah |
e g T E) =0
e per la (16)
» O R 0 " = o o
(3.20) ﬁ:zoé—é'g(h+u] = (hru 0 s (HeT)

Si ha quindi un sistema canonico nel quale il nuovo hamiltoniano e
la somma dell'hamiltoniano trasformatc H(Qt) pid la funzione u(at)
che rappresenta la parte intimamente legata alla TC usata.

L'osservazione precedente permette di determinare 1'hamiltoniana
del sistema canonico trasformato del sistema (20).

Infatti per le (7.8) Cap. II si ha

5F
(3.21) P, —-“'é-a'-r

dove F @& la generatrice della (15).Ma, in generale come & facile ri

conoscere, si ha,per ogni funzione f:

5f i sf
. = f ; —_ = - (fr .
(3.22) 7, (fa) 7q] (fe;)

e quindi dalla (2 1)

aF 5 aF o 3 F

Allo stesso risultato si perviene direttamente osservando che:

k .
L2} I L U S-St [« A L
v 5a75gk Lala p t), g.t] =% PP
e . )
( F ) - 5°F opy _ 8“F  spj _ 8°F 3
sp P tap,  8q, atagk P, T atagk Tk
- 5-F 32 F aqk
ataq’ 5qXaq] 5t

Un calcolo diretto mostra poi che relazioni analoghe sono valide anche
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per le q], quando F sia espressa nelle sole variabili vecchie (o
nelle sole variabili nuove, poiché la PP & invariante per TC).
In definitiva si ha tornando alla notazione compatta:

3F u Bu!u
—— W + = 0
ot ) 3t

(3.23) (
Un sistema di equazioni del tipo:

(a,u’) + Z— =0 (v =1...2n)
5t
nelle 2n incognite —%E;-(y=1...2n) pud essere risolte con la rego
" Ao

la di Cramer in virta della (16). Poiché i sistemi (18)e ([23) sono di que

sto tipo, per 1'unicita della soluzione si ha

9w 3 8F,
atA\Y - a!,;-Y :ft)
oe oF
€19 u - —— + G(t)

dove G & una funzione arbitraria del solo tempo.
E' chiaro che porre G = 0 non lede la generalitda e quindi si ha in

definitiva

\ L
(3.24) u(Pt) = —= (9 0 t)
t
o anche Fla0t) = [, % (qQr)d r
0

dove to é un valore qualunque.

Si ha quindi

(3.25) H(QPL) = h(gpt) + —r -
La (24) pud essere scritta
(3.24") U(QPt) = ( —=— F [q(QPt),0,t,])
at] 1- t] =]

Pertanto, data F. & facile risalire ad W .

Viceversa, scritte le (15) esplicitamente
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(3.26) qi = ai(Q,P,t) popyo= 8.(Q,P L)

ricavando le P(gQt) dalla prima nUp]a e introducendole in U si ha:

wU(Qpt) = U (qQt)

e questa deve coincidere con ~%%~
3F
ur(qt) = —7 (qQt)
e quindi
t *
(3.27) F(qt) = [ w(qQ7)dt
0

dove tO & un valore arbitrario.

In particolare se la (15) & tale che:

w(0Pt) = - h(QPt)
si ha

H(QPt)

]
o

e la funzione F corrispondente € la generatrice della trasformazione

che interviene nel problema di Hamilton-Jacobi (v. Cap. IV n. 5).
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CAPITOLO IV
Equazioni canoniche.

1. Premesse. Sia 2(qqt) la funzione lagrangiana di un sistema meccanico.

Le eguazioni di Lagrange

d 232 38 .
(1.1) it 3q0 T Taql 0 (i=1...n)

se si esegue la derivazione rispetto a t, si scrivono esplicitamente:

32 % o 323 -J 32 g 2

(1.2) 5093q1 & T Taqiaqt & T Tatagl T Taqd

=0

Questo sistema pud essere posto 1in forma normale se e solo se la

sua matrice non & singolare:

|l

Se si definiscono i momenti P> coniugati delle coordinate q1:

34

(1.4) by = —oat
la (3) equivale alla:
(1.3") ' ﬂl 40

Come & noto (v.[6]) nel caso dei sistemi meccanici ordinari la rela
zione (3) & soddisfatta. I1 sistema algebrico (2) nelle incognite q

ha allora soluzione

S 32 % % 32 % ey
(1.5) @ =4 { 393547 T T Ttagl 3q!

[T sistema (5) € equivalente al sistema (1).
IT sistema (5) € poi equivalente a infiniti diversi sistemi di 2n

equazioni del primo ordine.

Fra tutti questi sistemi & particolarmente importante, quello che si
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ottiene assumendo come incognite supplementari le quantita p. defi-
nite dalle (4).
Si pud osservare che le pi hanqo le seguenti proprieta:
1) sono invertibili rispetto alle q] per la (3')
2) invertendo le (4) rispetto alle qi si hanno le relazioni

(1.6) q' = 4" (apt)

che forniscono parte delle equazioni del moto
3) Te (1) forniscono

. 32 (Qqq

(1.7) by = —oet i
nelle quali, mediante le (6) i secondi membri si esprimono in funzione
delle qgnt. Le (7) forniscono allora le rimanenti equazioni del moto.
Resta quindi soltanto da esplicitare i secondi membri delle (6).

Per ottenere direttamente le (6) e le (7) nelle variabili gpt con
viene introdurre in generale un tipo di trasformazioni che coinvolgano
variabili del tipo (4): queste variabili hanno un preciso significato

geometrico. A tale significato viene dedicato il n® successivo.

2. La trasformazione di Legendre.

E' conveniente limitarsi per motivi di evidenza geometrica al caso
di R3,

Sia S una superificie di equazione
(2.1) z = f(xy)

In certi casi e possibile descrivere la (1), anziché mediante 1'equa

zione cartesiana, mediante 1'inviluppo dei suoi piani tangenti.

E' evidente che una condizione necessaria perché cid si possa fare
€ che dai piani tangenti si possa risalire univocamente ai punti della
superficie data: nel seguito si vedra quali siano le condizioni che oc
corrono.

E' chiaro innanzitutto che i piani che hanno come inviluppo la super
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ficie data debbono costituire una famiglia due parametri, se si vuo
le che ogni piano tangente individui uno e un sol punto della super
ficie.

Un piano di coordinate correnti xyz ha equazione

z - p]x - p2 y+h=20

I parametri del piano sono tre: p1,p2,h .
La superficie & individuata come inviluppo di una famiglia a due pa
rametri di niani se uno dei tre parametri del piano si pud esprimere

in funzione degli altri due, per es. h(p] pz).

Al fine di descrivere la superficie (1) mediante i parametri o

e p, non & sufficiente perd esprimere semplicemente f(x,y) come

f[x(é],pz),y(pT,pz)] ossia ridursi ad esprimere le coordinate di
ogni punto della superficie in funzione dei parametri direttori del-
Ta normale alla superficie nello stesso punto.

Infatti la funzione f[x(p],pz),y(p],pz)j pur individuando (sot-

to 1'ipotesi f f - f2 #0 : v. oltre) Ta forma della superfi-
XX Xy

Yy

cie, individua la superficie stessa a meno di una traslazione paral

lela al piano xy (1)

(1) Per semplicitd conviene dare un esempio nel caso di una curva. Sia

]

y = sen x, V' = cosx = p. Risulta x = arcos p e y = sen arcos p =

=/ 1-02 . Se si trasla la curva parallelamente all'asse x : y = sen(x+a)
si ha y' =p = c0oS (x+a); x+a = arcos p € Yy = Sen arcos p =v T-pz‘ .
Sicché esprimendo la y mediante la sua derivata rispetto a x, si

perde una traslazione parallela all'asse x.
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Per evitare cid basta assegnare, in funzione di P, © pz , Cioe
in funzione della giacitura del piano tangente, 1'intersezion: del
piano con 1'asse z. Tale intersezione in generale si sposta lungo
1'asse z quando la superficie viene traslata parallelamente al
piano xy e quindi é atta, assieme alla funzione f[x(p]pzhy(p]pz)]
a individuare la superficie. La condizione &, come si & accennato in

precedenza, che ad ogni coppia di valori di P e p, sirisalga

2
ad un unico punto della superficie.

Sia P0 = (xoyozo) un punto di S. I1 piano tangente ad S in
P0 ha equazione:

z -z -(x - xo)fx -(y-y)f =0

Le coordinate del piano sono:

(2.3) D1 - fx H p2 =f 3 h=xf +yf -1z

Per esprimere h in funzione di p] e basta risolvere le

p
2
prime due delle (3) rispetto a X, e Y, e sostituirle nella terza

(2.4) h(pyPy) = X Py + ¥ Py = 2, -

Viceversa per determinare le coordinate del punto delle coordina-

te del piano tangente basta derivare la (4) rispetto a Pq e a P,

PP1 =X +p Xo_ D Yo _ z SXo__ z o .
p 0 1 5p 2 3p OX ap ey 3p 0
1 1 1 1 1
4
h =
pz yO
N

si hanno infine le relazioni simmetriche

h(p}p2) - x0p1 ¥ y0p2 ) Zo(xoyo

(2.5) p} = zOXO p2 = Zoyo

= h = h
XO P1 'yO p2
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La trasformazione (5), che fa passare dai punti della superficie
alle coordinate del piano (e viceversa) & detta trasformazione di Le
gendre.

Va notato che essa & una trasformazione pil generale di una trasfor
mazione puntuale, perché coinvolge, oltre a punti, elementi superfi-
ciali: infatti essa & una trasformazione di contatto, come si ricono-

sce facilmente.

Le prime due delle (3) sono invertibili rispetto a X, © a y, se

e solo se sulla supericie risulta

(2.6) f f -f =0.
XX Yy Xy

L'inversione non pud quindi essere effettuata per superfici svilup

pabili, come del resto & evidente dal punto di vista geometrico.

Nel caso di R" Tle analoghe delle (5) sono (omettendo per conve-

nienza 1'indicie 0)

(2.5)

con ovvio significato dei simboli. E' pure ovvio il significato geome
trico della trasformazione.
L'analoga della (6) &

3(Zy1...Z4n)
a(x!.. . xM

(2.6") #0

Infine & chiaro che la trasformazione di Legendre pud essere effet-

tuata rispetto a parte soltanto delle variabili.

3. Equazioni di Hamilton.

L'ultima osservazione del n° precedente pud essere applicata al

caso della funzione L(qgt). Effettuando la trasformazione di Legendre
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rispetto alle sole &i si hanno le relazione (2.5') nella forma:

~ i

fqdt) = ¢ g p; - h(apt)

(3.1) 1
R sh .1
T b, 9

\e
Le ultime forniscono direttamente le (1.6) in forma esplicita.

Quanto alle (1.7) si ha:
k 'k

oh ., 24 _ 2% 8 2§ _ _ 8% _ .
3G Pk Tag1 ~ Taq 36K aql 3q] P

In definitiva si ottiene il sistema di equazioni

i ah
a = ap.
(3.2) !
. _3h
Py = 7 3q!

Questo sistema ha forma canonica (cfr. 1(5.3)) e le equazioni che
lo costituiscono sono dette equazioni canoniche o di Hamilton. La fun
zione h @& detta funzione hamiltoniana del sistema meccanico.

Introducendo le PP, si possono scrivere le (2) nella forma:

él = (hsq1)
(3.3)

n

P,

{
; \h,pi)

0, nella notazicne compatta

(3.4) 3= (') .

4, Trasformazioni canoniche.
Se una trasformazione invertibile

(4.1) o =6 T (at)

lascia invariata la forma canonica delle equazioni del moto essa & una TC.
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In altri termini, se, qualungue sia h, si pud trovare una funzione H:
tale che i1 sistema
(4.2) 2 = (h,")
si trasforma, per effetti della (1), nel sistema

(4.3) 2" =(H,a")

la trasformazione (1) & una TC.

Si applichi infatti al sistema (2) la trasformazione (1). Si ha

TV wroa h an” e’ ag
Y +

INH at IRP e a5 dw”

dove h(at) = h(wt) . La precedente si pud scrivere
36" ou 3¢ - (5°5°) 5h 8¢
QM 5t Yy apP 3qo

Poiché si vuole che sia conservata la forma canonica delle equazio

ni, le & debbono essere date dalle (3)

29T kw9 H 300 000y 3D 30l
Clely 305 T st MUY/ aae 00
e infine
¥ h Y
d¢ o_u 3 h ku oH dd
4.4 - - __._]= 99
-4 ety [(Q V) SF T Rl at
{che : 9] . , ‘
Poiché la matrice J = YT ] non & singolare perché la (1) &
I

invertibile, i1 sistema (4) si pud risolvere con la regola di Cramer.

Indicando con Jj¢ 1la matrice J nella quale la colonna e sta

Y

ta sostituita con la colonna delle , Si ha

at
ah pu 3 H - J-] JL!

o H
ot oMy -
( )y 3P T ¢ Taap

Il membro destro dipende esclusivamente dalla trasformazione (1) e
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non dagli hamiltoniani h e H.
Quindi i1 primo membro, per ogni scelta di h (e per ogni trasfor

mato H) deve essere indipendente da questa funzione. Poiché si ha

5 h ex an” ag” ah X 3h aq"

p_u U
oo = : = 2 < (he
( )o o0 € 3K anh  apP  © 30K 30N (he™)
e inoltre
op 8 H u
£ — = (H
¢ 3qP ( g

si ha infine che la quantita

(h o) - (He"),

deve essere indipendente da h e H e cioé deve dipendere solo dalla

trasformazione.

Posto H(ot) = h(at) +U(at)

dove, come prima h(Qt) = h(wt) , si ha che

(h o")

pa

- (") - ("),
@ indipendente da h. Si deve dunque avere \1)

(he”) - (h 2% =0

w ¢

0, esplicitamente

oc sh 30 a8 3h 2w ae” aw’
3wl Bwo JwP  ano w0 9QP

0ssia

o H - p a
a8 3 fole} af dw ow
- S )] =0

Sw 5P 300 3B

Poiché la trasformazione & invertibile si ha

| aq"
! g

4o

ow

e quindi sono nulie Te quantita nelle parentesi quadra

(V) Per una dimostrazione pit rigorosa, anche se pil macchinosa v.[5]
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5h (7 - a8 s0” dw’ ) =0
JwP 50°  20B

Se h & arbitraria, queste relazioni sono vere se e solo se

o} 8]
po af  dw dw
£ 8 4% AP
° o
o0 _ po
(wu.l)Q £

cioé se la (1) & una trasformazione canonica.
Si possono allora utilizzare i risultati del n® 3 Cap. III,in partico-

lare le (24) e (25). Detta F 1la generatrice della (1) del presente nu

mero si ha
U = 8 F
2 t
e quindi
aF
(4.5) H(QPt) = h(gpt) + ——(qQt)

5. Osservazioni sulle TC.
Osservazione 1.S% incichino con 2(aqt), L(gQt) 1le funzioni lagran-
giane relative ai due hamiltoniani h e H rispett. La derivata to-

taledi F @&

dF _ F i F i 3F
dt = aqi d 5Q1 3t

Utilizzando le (7.8) Cap. Il e la (4.5) del presente capitolo, si ha:

dF - 3 . :
gt = P49 - P;Q +H - h=1(Qqat) - i(qqt)

(Notare che nel caso di una trasformazione puntuale, cioé del tipo
Q1 = Q1(qt) 1'ultimo membro & nullo).

Si ha quindi nella notazione del Cap. II n° 7:
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F - f L(Odt)dt _ f z(th)dt _ Qn+1 _ qn+1 - ¢n+]

Le quantita qn+] e Qn+] sono 1'azione (v. Cap. VI n. 1) e la

sua trasformata ed F & la Toro differenza (a questo proposito ve-

dere Cap. V. n. 1).
Osservazione 2. Nel Cap. Il n® 8 si & trovata la forma pilu generale
di TC infinitesima (v. I1I(8.7).

aF
3q1

F

Q2

n+1]
(5.1) g~ = (p
o

st

i aF
- F)st, =z —— 5 . ==
) 5q " st 5p1
o 1

Q)

p
con F arbitraria.

Se si sceglie F coincidente con h si vede che le relazioni
precedenti, eccetto la prima, coincidono con le equazioni hamiltonia
ne. L'hamiltoniana & quindi la funzione generatrice delle trasformazio
ni che fanno passare dai valori delle variabiTi canoniche calcolati
in un istante generico, ai valori delle stesse variabili calcolate in
un istante infinitamente vicino. I1 moto si svolge percid come una
successione di TC infinitesime. D'altra parte, poiché le TC for
mano gruppo e quindi la successiva applicazione di TC & ancora una
TC, anche i valori delle variabili canoniche in istanti separati da
un intervallo di tempo finito, sono legate da una TC. A questo proble
ma sono dedicati il n°® successivo e il Capitolo VI (v. anche Cap. V
n. 3).

Quanto alla prima delle relazioni (1), per F = h essa diventa
(5.2) 5 =p—— - h = i(qqt)

dove ¢ @& il lagrangiano. La (2) esprime la variazione dell'azione

(v. Cap. VI).

Osservazione 3. Si torni alla relazione che esprime la canonicitd della

trasformazione qp - QP:
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i i 3F
(5.3) P.dQ = pdq - —¢+ dfF (qQt)

In questa relazione la generatrice F1 e funzione di qQt: 1'indi
ce 1 @& stato apposto per convenienza, per distinguere questa gene-
ratrice da altre tre funzioni generatrici che verranno ora introdotte.

Come consequenza della (3) si hanno le relazioni usuali:

(5.4) P = - =i 3 P = o

. . s i
Una trasformazione di Legendre che sostituisca e q con le P>

trasforma la relazione pfaffiana (3) in una nuova relazione pfaffiana
che si pud ottenere semplicemente introducendo nella (3) 1'identita
pT.dq1 = d(piq]) - q1dp1 e definendo la funzione F2 = F]+piq1
- i i - 2F2
(5.3") PidQ = - q dpi vt dF2
SI riconosce facilmente che la (3') & ancora una relazione pfaffiana

relativa alla TC: piq1 - QqPi. Dalle (3') segue

. i _ 8Fp _aF
(5.47) 47 5% Py = 3Q?

Analogamente scegliendo come variabili indipendenti le p,P e definendo

i . ]
F3 = F2 - PiQ si ha:

3t 3

(5.3") - Q1dPi = - q1dp1 -

da cui segue

i oF i aF
A I Ml
i P

Infine scegliendo come variabili indipendenti le P, q e ponendo

i )
F4 = F3 - ap, s ha

aF 4 . dF

[ - 1 - .I-
(5.3'"") Q'dP, = p.dg at .

dove



(5.47) =%, 0 P aq’

5. I1 teorema di Hamilton-Jacobi.

Nel n° precedente si & notato che i valori delle variabili canoni-
che relativi a due istanti generici sono legati dJa una TC. In partico
lare comungue si assegni un istante t appartenente all'intervallo
temporale in cui si svolge il moto, i valori delle variabili canoniche
q(t),p(t) sono legati ai rispettivi valori q,5P,> relativi all'istan-

te iniziale to, da una TC.

La conoscenza di questa TC relativa ad ogni stante, e cioé 1la co
noscenza della famiglia ad un parametro di TC che facciano passare dai

valori q,:P, ai valori q(t),p(t) equivale alla conoscenza completa

della soluzione delle equazioni canoniche. Infatti la famiglia di trasfor
mazioni & data da : q(t) = q(t qopo); p(t) = p(t,qopoj e Cioé rappresen
ta 1'integrale generale delle equazioni canoniche.

Si pud osservare che la TC 1inversa, che fa passare dalle q(t) al-
le qopo, cioé a variabili canoniche che siano tutte costanti del moto
riduce le equazioni canoniche alla forma piu semplice possibile, cioé
alla forma q =0, p = o),

Per determinare la famiglia di TC che connette i valori iniziali
qop0 con i valori all'istante generati, conviene ricercarne la genera

trice.

s Cpias . i i
Poiché le nuove variabili canoniche Q = 9y Pi P,;  Sono tutte

costanti del moto, le equazioni canoniche sono

i 3H - aH
G o=, 0Py Tt 0

i

(]) E' ben noto del resto i1 metodo di semplificare le equazioni di
qualunque tipo con opportuni cambiamenti di variabili.
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IT nuovo hamiltoniano H non dipende dalle variabili canoniche

QP., esso dipende solo dal tempo e quindi pud essere posto uguale a

(1)

La relazione (4.5) diventa (la generatrice & indicata col simbolo

zero

S, usuale nella letteratura):

3aS
h(gpt) + t 0

dove S = S(q qot).

Poiché, inoltre, & pi = - ‘%%T s S1 pud scrivere
35S 55
(5.1) h(qg, - 2 ,t) + el 0

La (1) & T‘equazione di Hamilton-Jacobi. Come si & visto nel Cap.!I
n® 5 questa equazione & equivalente al sistema canonico. Un suo inte
grale compieto permette infatti, come si & visto nel Cap. I di deter-
minare, con procedimento di inversione e di eliminazione, la soluzione
generale del sistema canonico. Dalla discussione ora fatta si vede che
un integrale completo della (1) & la funzione generatrice di una TC
che fa passare dalle variabili canoniche, calcolate all'istante generi

co t, ad un sistema di costanti iniziali.

(2) Sia H(t) il nuovo hamiltoniano. Se S & la generatrice della tra

3S

sformazione che porta da h(qpt) ad H(t) = h(gpt) + el la
funzione S =S - ftH(t)dt genera una TC che porta da h all'hamil
toniano K = 0. _

Infatti si ha Zi - ii - H(t). Inoltre K= h + :i -

_p. B8, 88 . S, 38 .,

5t st 3t ot
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Se si considera la trasformazione inversa:

.‘|
q

1
q (tap)
(5.2) o0

p.

; = ps(tap)

si, hanno complessivamente le relazioni (7.8) del Cap. II nella forma

3S 35

Invertendo le seconde delle (3) rispett. alle q1 si ottengono le

i i . .
q (qopot) che, introdotte nelle prime delle (3), danno le pi(qogjb).

La conoscenza dell'integrale completo F della (1) permette quindi,
come si € detto piu volte di ricavare le (2) con soli procedimenti di

inversione e di eliminazione.
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CAPITOLO WV

Integrali primi del moto.

1. Caratterizzazione degli integrali primi di un sistema hamiltoniano.

Nel capitolo precedente si & visto che le equazioni cinoniche pos-
sono essere scritte nella forma [IV (3;3)}

(1.1) §' = (h,a) b = (hp,)

Le derivate temporali sono calcolate lungo le soluzioni delle equa
zioni stesse.

In forma analoga si pud scrivere la derivata temporale di una qua-
Tunque funzione f(q p t). E' ovvio che per derivata temporale si in

tende la derivata %? f[q(t),p(t)ﬁj dove le qi(t), pi(t) costitui-

scono una generica soluzione delle (1). Lungo una soluzione si ha

[+ %]
]

df af .1 of . af af i of of
— = —-—q.l + —p. t — = ——'(hsq1)+"a_p (h’p)'l'-a—{: (h,f) + =

=4

In particolare per fzh si ha:
(1.2) — = —

Una funzione costante lungo Te soluzioni del sistema (1)(con valo-
ri della costante in generale diversi da soluzione a soluzione) viene
detto un integrale primo del moto. In particolare, in base alla (2),
h stessa, se non dipende esplicitamente da t, € un integrale primo
del moto.

Per gli integrali primi del moto risulta

af of of ah af of
1.3 . + — T — — e - — _—_ =
(1.3) (h,f) v 7, YTy . t 0

La (3) ha 1'aspetto di una equazione a derivate parziali del primo

ordine nella incognita f. La strada seguita per ottenerla fa pensare
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perd a prima vista, che essa non sia una effettiva equazione diffe-
renziale. Infatti perché la (3) sia una equazione differenziale & ne
cessario che le derivate di f annullino il primo membrc quéndo sia
no calcolate in un punto qualunque del campo in cui & definito il mo
to e cioé, per valori di q p t Tliberamente scelti in tale campo. In
vece 1a (3) & stata ottenuta, non in questo modo, ma derivando lungo
una soluzione del sistema (1) e cioé derivando rispetto alle qi,p1
riguardate non come variabili indipendenti, bensi come variabili vin
colate dalle equazioni di una curva soluzione del sistema (1).

Va osservato perd che in ogni punto del campo in cui & definito il
moto, passa una (e una sola) curva soluzione del sistema (1) e quindi,
comunque si scelga un punto in tale campo, le derivate parziali di f
soddisfano, in quel punto, alla relazione (3). Un integrale primo sod-
disfa quindi necessariamente la (3) come equazione differenziale.

Viceversa, sia assegnata 1'equazione a derivate parziali (3) nel
campo in cui & definito i1 moto. Le derivate di una soluzione f, che
certamente esiste (I n. 4), soddisfano 1a (2) in ogni punto di tale
campo: 1in particolare lungo una soluzione del sistema (1) il primo
membro delle (3), si riduce a -g{- e quindi f & un integrale primo
del sistema canonico (1).

Si pud concludere
Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione f
sia un integrale primo di un sistema meccanico di hamiltoniano h, &
che essa sia una soluzione della equazione a derivate parziali, del
primo ordine lineare, omogenea

of

TR

(1.4) (h,f) +

I1 sistema caratteristico associato alla (2) &, come si riconosce
immediatamente, i1 sistema canonico (1).

La (3) & una equazione in 2n+1 variabili e possiede 2n soluzioni
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indipendenti f1(q-p t) ""on (g p t): ogni altra soluzione & fun-

zione delle f1... f2n

Un sistema canonico possiede gquindi 2n integrali primi indipenden
ti.

In particolare se h non dipende esplicitamente da =, si possono
trovare 2n-1 suoi integrali primi indipendenti dal tempo come solu-

zioni della equazione in 2n variabili indipendenti.
(1.3") (h f)=20.

Si pud osservare che nel caso in cui h non dipenda da t, un si
stema di 2n soluzioni della (3) si pud ottenere associando alle
2n-1 soluzioni.della (3') una qualunque soluzione della (3) stessa,

per es. una funzione del tipo

fonla P t) = 3(gp)+t

dove o(qp) € soluzione della equazione

(1.5) (hf) +1 =0

E' ovvio che la funzione f2n cos1 ottenuta & indipendente dalle
2n-1 soluzioni della (3): la 1 stessa & indipendente da queste solu
zioni perché, in caso contrario sarebbe anch'essa soluzione della (3')
e non potrebbe essere soluzione della (5).

Se i 2n integrali ottenuti sono ad un sol valore, dalle relazioni

f1(q p t) c1...f2n( qgpt)-= c2n

in virtu della indipendenza delle f, che implica che

2(Qy---9 B )|

$i possono esplicitare le variabili canoniche in funzione di t e delle
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2n costanti Ci

q =¢ (t C1"'C2n); p. = v .(t Ci"'CZn)

e quindi la conoscenza di un sistema completo di integrali primi for
nisce la soluzione del problema del moto.
Nel caso in cui h non dipenda da t, se si conosce un sistema com

pleto di soluzioni a un sol valore delle (3'), delle relazioni

filap) = e fopalap) = ey

si possono ricavare 2n-1 variabili canoniche in funzione di una di

esse, per es.

e si ottiene la traiettoria rappresentativa del moto nello spazio del
le fasi. Resta perd incognita la legge oraria.

Se 1'hamiltoniano dipende esplicitamente dal tempo, si riconosce im
mediatamente che esso, assieme ad un sistema completo di suoi integra
1i primi, costituisce un sistema di 2n+1 funzioni indipendenti delle
2n+1 variabili q p t. Infatti se fosse h = X(f]...f2n), lungo una

traiettoria si avrebbe, utilizzando la (2)

sh o dh b dfg
st dt of dt B
Poiché per ipotesi h & funzione esplicita di t, esso non e fun-
zione dei suoi integrali primi.

Si associ ad h un sistema arbitrario di 2n funzioni 9595,

in modo da ottenere complessivamente 2n+1 funzioni indipendenti: in
generale nessuna delle funzioni g & integrale primo di h, ma certa-

mente ogni integrale primo di h & funzione di h, 9y--+9p, - L 'equa-
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zione (3) diventa:

sf of sf  3h N 5f 39k

Sn (Mg e SR T T T,

H
o

Q2
o+

cioé

of p 59k~ . 3f  ah
sgk}(h %) * St - T on 5t 00

Questa equazione & equivalente alla (2) ma la scelta delle g per
mette una maggiore flessibilita nei coefficienti. Naturaimente se le
9, sono integrali primi di h si ricade nella (3), perché risulta

of =0 ah

° ah ° 5t 0

In particolare, se h non dipende dal tempo, esistono, come si €
visto, 2n-1 1integrali primi indipendenti dal tempo. Si pud riconosce
re che un sistema di 2n funzioni indipendenti si costruisce associan
do ai 2n-1 integrali primi di h un integrale primo di un suo inte-
grale primo.

Siano infatti

2n-1 soluzioni della

(h f)

n
o

e si consideri 1'equazione

(f, F) =0 (k #1)

Tale equazione ha certamente h fra le sue soluzioni.

D'altra parte il gruppo di funzioni f]"'f2n-1 pud essere comple

tato, con una funzione f, in un gruppo di ordine 2n privo di funzio-

ni singolari.

Scegliendo le funzioni f1...f2n_1 f in modo da ottenere una base

canonica di tale gruppo, poiché h commuta con f1"'f2n—l’ € neces-
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sariamente

(h f) #0
cioé f @& la funzione coniugata (1) di h: f non & quindi coniugata
da nessuno degli integrali primi di h( distinti da h) e si ha in
particolare

(f ,f) =0

k
cioé la funzione che complieta il gruppo & integrale primo di f (k=2...2n-1,

k
2. Connessione col teorema di H-d .
Assegnati due hamiltoniani in 2n variabili canoniche e scelte

. . i i1 . . . - .
due basi canoniche ¢ Yoo 2, per | loro integrali primi, si ponga:

.

j
q

1‘:

30 P t) =0

:-1(q pt)

pi = vilapt)=¥(QPt) =P

Le trasformazioni gpt -q'p't'" e QPt -~ Q'P't" sono cano-
niche perché le basi scelte per i gruppi degli integrali primi sono
canoniche e quindi soddisfano alle relazioni di commutazione. Inoltre
le TC g'p' - Q'P' & 1'identitd e percid si pud scegliere per la sua
generatrice una forma noté. Si pud osservare inoltre che la trasforma
zione qgp - q'p' oltre ad essere canonica & proprio (stante il carat
tere di integrali primi delle 31,w1) una trasformazione corrisponden
te al teorema di H-J, cioé una trasformazione canonica che fa passare
dalle qp, ad un sistema di 2n costanti del moto. Ovviamente una os
servazione identica si pu¢ fare per la trasformazione QP - Q'P'. Si in
dichino allora con s e con S rispett. le generatrici delle tra-
sformazioni qp - q'p’ e QP->Q'P'. La trasformazione q'p' - Q'P’

[phe é 1'identita e, nelle variabili canoniche q'Q' ha generatrice

(1) In una base canonica si dicono coniugate le coppie di variabili
la cui PP & diversa da zero.
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nulla (IV n“ 5)] ha generatrice che & somma (II n° 6) delle generatri
ci della TC: q'p' » q p, cioé -s della TC : gp -~ Q P, sia essa W,
e della TC: QP - Q'P' cioé S. Si ha cosi

0 =-s(gq't) + W(qQt) + S(QQ't)

0ssia
(2.1) WaQt) = - S(QQ't) + s(aq't)

In conclusione la generatrice della TC ¢1,w1+ ¢i v, o@ la differen
za delle generatrici delle TC relative ai problemi di H-J dei due
hamiltoniani h e H.

Naturalmente per calcolare W(q Qt) occorre esplicitare Q](th)

e q1(th) negli argomenti delle funzioni S ed s(]).
Si pud osservare che la (4) non é altro che la (7.9) del Cap. II la

quale ha in questo modo una interpretazione diretta.

(1) Utilizzando una diversa generatrice per la TC identica q'p'- Q'P’
si trova in ogni caso che la somma

- s(qq't) + W(gQt) + S(QQ't)

espressa in n variabili del gruppo q'p', € in n variabili del

gruppo Q'P', & indipendente dal tempo.
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3. Mutua riduzione di due hamiltoniani mediante TC.
Un calcolo diretto mostra che la PP di due integrali primi f. , fk

di h & ancora un integrale primo di h.

Infatti risulta, utilizzando 1'identita di Jacobi:

~

= ((h £F,) + (F(h F)) + — ((Ff,) = 0

d
(h(fifk» + EE—{fifk)

La PP di due generici integrali primi €& quindi funzione delle 2Zn
soluzioni f]...f2n.(
fi"'fk sia funzione delle sole funzioni f1 ed fk e quindi non

sia un nuovo integrale primo indipendente da questi). Poiché le PP

Spesso accade che la PP di due integrali primi

di tutte Te possibili coppie di integrali primi sono funzioni degli
integrali primi stessi, si conclude che g1i integrali primi di un si
stema canonico, per ogni valore di t, costituiscono un gruppo di fun
zioni di ordine Zn: ogni sistema di 2n integrali indipendenti costi-
tuisce una base del gruppo.

Inoltre i1 gruppo che si ottiene per ogni fissato valore di t, es
sendo costituito da 2n funzioni indipendenti, & privo di funzioni sin
golari (IV n° 1). In conclusione: in un conveniente intervallo di va-
lori di t, 2n integrali primi indipendenti di un sistema canonico in
dividuano un gruppo (ad un parametro) di funzioni privo di funzioni
singolari.

In base al risultato finale del n® 2 del Cap. III due gruppi di
funzioni dello stesso ordine e con 1o stesso numero di funzioni singo-
lari possono sempre essere trasformati 1'uno nell'altro med-ante una TC.

Si assegni, allora, accanto ad h, un secondo hamiltoniano H(QPt)
ancora in 2n variabili canoniche; poiché gli integrali primi di H,

C]...an costituiscono anch'essi, per ogni valore di t, un gruppo

di funzioni di ordine 2n privo di funzioni singolari, esiste una TC

* )
T che trasforma i1 gruppo individuato dalla base f; nel gruppo
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individuato dalla base Fi'

Questa trasformazione trasforma 1'hamiltoniano h nell'hamiltonia

no H secondo la solita relazione H(QPt) = h(gpt) + z : dove

* .
w € la generatrice della trasformazione T . Infatti si indichi con

H'(QPt) = h(apt) + —

a2

la hamiltoniana in cui la trasformazione T

Q

trasforma h. I1 gruppo degli integrali primi di H', come trasfor-
mato del gruppo fi’ sotto la trasformazione T*, e ancora il gruppo

F e quindi le F]...F costituiscono un sistema completo di inte-

2n
grali primi di H'. D'altra parte un sistema completo di integrali
primi individua 1'hamiltoniano a meno di una inessenziale funzione

additiva del solo tempo. Infatti il sistema algebrico:

_oFj 3X _ _aFj 3X __ _ 3Fj .
an(— », an T " (i=1...2n)

per 1'indipendenza delle Fi’ ha matrice

, oF  oF
boaQ 5P
el . . . 3X 3 X
non nulla e quindi individua univocamente le incognite 37 P
i

e cioé individua X a meno di una funzione additiva indipendente dal-
le variabili canoniche.

Di conseguenza H e H' coincidono.
Se si scelgono basi canoniche ¢i?1 $0.Y, per i due gruppi, una tra

i
sformazione canonica che porta h in H é (III n° 2)

(3.1) ¢. = ¢ v, = ¥,

In particolare siano t} e t2 due istanti appartenenti all'inter
vallo temporale in cui si svolge il moto. In questo caso le funzioni di

q e p: ¢i(qpt1), w(qpt1) costituiscono un gruppo e 1o stesso accade

per le funzioni di q p ¢i(qpt2) Wi(qptz).A11ora le uguaglianze
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(3.2) ¢i(qpt1) = ¢1(0Pt2); wi(qpt]) = ?i(QPtZ)

forniscono una TC: tali uguaglianze individuano una corrispondenza
fra i punti di quel sottospazio dello spazio qpt, che costituisce 1o

spazio delle fasi all'istante t]e i punti di quel sottospazio (del

lo spazio qpt) che costituisce lo spazio delle fasi all'istante t2.

5 sono integrali primi del moto, le relazioni

precedenti, scritte nella forma espressiva

Inoltre poiché le ¢1 V.

o.(a(t)p(t))t,) = ¢ (a(t,),p(t,),t,) = cost

= cost

€.
—
0
—
t
p—
—
©
—
ot
—_
—
+
—
—
I
-
—
L0
_
+
(a]
—
=
—
+
no
~—
+
~
—
|

mostrano che i1 punto [q(t])p(t])] e il suo trasformato [q(tsz(tz)

stanno su una stessa trajettoria: per la (2.2) quindi, durante il moto
le variabili canoniche relative a una generica coppia di istanti sono
lTegate da una trasformazione canonica. Si ritrova cosi il risultato
del Cap. IV n° 5: i1 moto appare come una famiglia ad un parametro di
trasformazioni canoniche.

Se gli istanti t1 e t2 sono separati da un intervallo finito,

la trattazione appropriata & quella variazionale (v. Cap. VI). Se in-

vece si ha t2 = t] + dt, si ricade nella trattazione fatta a proposi-

to delle trasformazioni canoniche infinitesime: il confronto con la
trattazione attuale e lasciato come esercizio.

Le trasformazioni canoniche che conducono dall'hamiltoniano h al-
1'hamiltoniano H sono infinite. Per dimostrarlo si esegua una TC
che faccia passare dalle funzioni ¢1w1 assunte come variabili indi-

pendenti, a certe funzioni ak(¢ ¥t), B, (¢,¥,t)

K
Poiché 1la trasformazione per ipotesi & canonica, si ha:

k

(@500 )y = (B3B8 )gy = 05 (a8 ), = &,
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Anche la trasformazione QP » ov risulta canonica perché le
9(QPt) e le v(QPt) soddisfano le relazioni di commutazione. Dalla
canonicitd delle trasformazioni QP - ¢¥ e ¢¥ - af Segue che la
trasformazione QP » a 8 (dove &(QPt) = o [#(QPt),¥(QPt),t] e ana-
loghe) & pur essa canonica; le funzioni o e g soddisfano quindi
anch'esse le relazioni di commutazione.

Se ne conclude che esiste una TC, che fa passare dalle gp alle

QP, individuata in forma implicita dalle relazioni
- (3.3) ¢.(qpt) = a.(QPt); ¥.(apt) = &.(QPL)

Tale trasformazione & diversa dalla (1) e pud percid essere conve-
niente indicare le variabili QP con nuovi simboli £ n.
Esiste una TC che fa passare dalla QP alle £ n; essa & indivi-

duata dalle relazioni:
(3.4) 2.(QPt) = 2 (irt); ¥.(QPt) = 8,(QPt)

Le funzioni «x(ovt), 8(e¥t) sono funzioni di integrali primi di H
e quindi le funzioni x(QPt) 3(QPt) sono integrali primi di H. Di
conseqguenza la TC individuata dalla (3) trasforma anch'essa h 1in H.
Cid si pud esprimere dicendo che le funzioni H(QPt) e H(gat) otte
nute mediante le TC (1) e (3) sono di forma funzionale identica o
anche dicendo che la TC (4) lascia invariata la forma di H.

Poiché le funzioni a(oyt) e 3(o¥t) possono essere scelte in
infiniti modi, si riconosce che le TC che fanno passare da h ad H
sono infinite. Si pud anche dire che esistono infinite TC che fanno
passareda had hamiltoniani che hanno la forma funzionale di H.

Si torni ora alla TC (4) che lascia invariata la forma funzionale
2nup]e

di H: essa & individuata da due di integrali primi di H

stesso. Tutte le TC individuate da sistemi éomp1eti di integrali
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primi di H Tlasciano quindi H invariata in forma. II risultato pud
essere invertito: se una TC lascia invariata la forma di H, essa
pud essere sempre ottenuta mediante due sistemi completi di integrali
primi di H. Infatti (v. i1 successivo n® 4) una TC trasforma gli
integrali primi di un hamiltoniano negli integrali primi dell'hamilto-
niano trasformato e quindi la TC pué essere individuata proprio dal
sistema di integrali primi scelto e dal suo trasformato.

I1 risultato, nel caso di hamiltoniano invariante in forma, segue

immediatamente.

Si ha quindi che
condizione necessaria e sufficiente perché una TC lasci invariata la
forma funzionale dell'hamiltoniano & che essa sia individuata da due

sistemi completi di integrali primi dell’ hamiltoniano stesso, nel sen

so della (4).

4. Equazioni degli integrali primi e TC.
Siano assegnati, al solito, gli hamiltoniani h ed H e due siste
mi completi di integrali primi fi’Fi'

La trasformazione
(4.1) fi(qpt) = Fi(QPt)

& una trasformazione canonica soltato per particolari scelte delle due

ZnUD]e di funzioni. Essa ha perd la proprietd di trasformare h in H,

come si riconosce ricordando che(n.3),che—da un sistema completo di integrali

primi si risale ad un'unica funzione hamiltoniana (a meno di una inessen
siale funzione additiva indipendente dalle variabili canoniche): ai due
sistemi completi fi ed Fi corrispondono quindi h e H rispett.
Da cid éegue pure che la (1) lascia invariata la forma canonica delle
equazioni del moto.

Allo stesso risultato si perviene osservando che la (1) trasforma
1'equazione

of

T

(4.2) (h,f) +



- 1y -

che ammette il sistema completo di soluzioni fi’ nella equazione

| F
(4.3) (HF) + —— = 0

che ammette i1 sistema completo di soluzioni F.

Infatti dalle (1) si ha

afi _ oFy _8Q  _aFy _8Pg
aqr aQS aqr aPS aqr
. S
afy _ 8Ff 8Q° _ 8F§ _3Pg
s

apr 3Q apr aPS apr

S
afy _ BFy Q" _oF§ 9Pg | _dF4
3t 30° st 3P ot at

Sostituendo nella (2) si ha:

S S
aF ; ah 3Q" _ 3h . 5Q .ggs)+ 3F1(ah 3Pg

(

(4.4)
BQS ap qu qu ap_ ot aP ap qu
r . r 5 r

--a_-b-.-— _E.E’.S_+_.&_)+._.ﬁ=0
aqr 3p ot at
r

Questa equazione coincide con la (3) perché risulta

S S S S
ah 3Q ah 2Q 3Q s 2Q 'S 3H
- = h, = = —
+ (h,Q7) Q

9P, 3q" 3q" 9P, at at aP

e analogamente

( oh 3P ah  3Pg an) - p = - oH
ap aqr 3qr ap at s aQS
r ’ r
S

Le Q7, PS sono calcolate mediante la loro dipendenza dalle

q,p,t .
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Se la trasformazione (1) non & canonica non risulta {si pone, al solito

h(QPt) = h(apt)]

__ _ah
(h PS)qp = (h Ps)QP = E
s, _ .= s _ ah
(h Q )qp - (h Q )QP - aps
ma risulta sempre
S BQS -5
(h Q) + — =@

(1)
Nel caso particolare in cui la (1) sia canonica, utilizzando le (3.18)
e la (3.24) del cap. III si ha:

e analoghe

S
3Q oW S aPs oW
= = ] N = - 3 P
ot ( ot @) ot ( ot s)

e quindi la (4) si riduce immediatamente alla (3).
Poiché 1a (1) trasforma la (2) nella (3),essa trasforma pure il si-
stema caratteristico della (2) nel sistema caratteristico della (3).In

altri termini la (1) trasforma il sistema canonico relativo ad h nel

(i) D'altra parte se 2n funzioni indipendenti 9> di 2n+1 variabili

x' soddisfano due equazione del tipo (2)

il A%k o Ay B g (k-1...2n)
=1 1 99X i=1 1 9X

i due sistemi algebrici nelle incognite a, e rispett. bi’ e aventi
3gk |
22

la matrice di rango 2n hanno le soluzioni proporzionali ai

minori di detta matrice e quindi le a. e le bi sono proporzionali:

a, = k bi' Ne segue che i sistemi (3) e (4) sono equivalenti, indipen

dentemente dalla dimostrazione fatta dopo la formula (4).
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nel sistema canonico relativo ad H.

A questo punto si pud dare una dimostrazione nuova e piu rapida del
la proposizione dimostrata nel cap. III n® 3; ad ogni gruppo di funzio
ni di ordine 2n privo di funzioni singolari, & associato un hamilto-
niano h i cui sistemi completi di integrali primi coincidono con le
basi del gruppo stesso.

Infatti, sia ¢iw1 una base canonica del gruppo. Scelto un hamilto-
niano H(QPt) in 2n variabili canoniche, si consideri una base cano-
nica @1,w1 del gruppo dei suoi integrali primi. La TC

i_ i i

fa corrispondere (secondo la relazione H = h + :: ) H ad un certo

hamiltoniano h(qpt) per il quale le ¢1, wi costituiscono un sistema
completo di integrali primi.
Come corollario si ha che se le fi sono una base di un gruppo di

ordine 2n, privo di funzioni singolari, il sistema di equazioni

ar(qpt) —-Ej%— + br(qpt) CA + ofy | 0 (i=1...2n)
aq apr t

ha sempre soluziom ai’bi che sono le derivate parziali di un'unica

funzione h(gpt)
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CAPITOLO VI
(1)

Principi variazionali.

1. L'azione come generatrice del moto.

La generatrice S(qqot) della trasformazione canonica di Hamilton
Jacobi mette in relazione fra loro, come si & visto nei nn. precedenti,

le variabili q(t),p(t) relative ad un istante generico con le 95P,

corrispondenti all'istante iniziale. Stante 1'arbitrarieta dell'istante
iniziale si pud anche dire che la funzione S mette in relazione i va-
lTori delle variabili canoniche relative a due istanti qualunque. Vi &
cosi una differenza sostanziale fra la teoria di Hamilton Jacobi e le
teorie lagrangiana o hamiltoniana le quali sono basate su equazioni dif-
ferenziali, e quindi mettono in relazione fra loro i valori delle varia-
bili relative a due istanti "infinitamente vicini".

Cid suggerisce 1'idea che la teoria di Hamilton Jacobi possa consenti
re di determinare il moto del sistema meccanico quando siano assegnate le

configurazioni di queste relative a due istanti diversi t. e t2. IT pro

blema consiste quindi nel calcolare la funzione S.

Lungo i1 moto si ha

dS _ aS i, 35 _ -4 ..,
dt ~ Taqi 9 T ot TPy -

e quindi t, '
S(a,9¢t,) = [ 2 (qqt)dt
Poiché, come si €& visto nel n® 7 Cap. Il se una trasformazione ha ge
neratrice S la trasformazione inversa ha generatrice -S, si ha pure

dS(-t)

i " (a(t))a(t))ty)

(1) Questo capitolo ha carattere prevalentemente descrittivo.
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e quindi in generale

.t2

(1.1) S(a,9yt,t) = ,ft;z(q(t)d(t)t)dt :

La "azione" S @& gia stata incontrata nel n° 5 del Cap. IV.

Poiché nel membro destro non compaiono 4, € 4y, € necessario mette
re in evidenza che la espressione di S nella (1) va intesa nel senso che
1'integrale va calcolato lungo i1 moto effettivo gq(t), che si svolge fra
gli istanti t] e t2 e fra le configurazioni q(t]) e q(tz) assegna
te relativamente a questi istanti.

La funzione in (1) & determinata quando siano note le funzioni q(t)
2): ma le q(t) sono proprio le incognite del pro
blema. La difficoltd pud essere superata se si riesce a determinare qual

nell'intervallo (t1,t

che proprietd che caratterizzi 1'integrale (1) lungo la effettiva solu-
zione delle equazioni del moto, nella classe degli integrali calcolati
con funzioni q(t) arbitrarie.

Una caratterizzazione del genere viene data nel n° 3.

2. Alcuni spazi.

Si consideri un sistema meccanico ad n gradi di liberta.

E' conveniente introdurre alcuni spazi nei quali la descrizione del mo
to risulta particolarmente perspicua . A seconda degli aspetti che si
vogliono mettere in evidenza conviene di volta in volta scegliere uno spa
zio diverso.

Nel segquito si useranno i tre spazi seguenti:
1) lo spazio delle configurazioni (spazio Q) avente dimensione n e nel
quale i punti sono contrassegnati dalle n coordinate lagrangiane del

sistema meccanico.

2) Lo spazio degli eventi (spazio QT) avente n+l dimensioni, ottenuto
dallo spazio Q con 1'aggiunta dell'asse dei tempi.

3) Lo spazio delle fasi (spazio QP) avente 2n dimensioni, e nel quale i
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punti sono contrassegnati dalle 2n coordinate canoniche del sistema mec-

canico.

Nello spazio Q ogni punto corrisponde ad una configurazione del si-
stema meccanico e viceversa, ogni configurazione del sistema possiede un
punto rappresentativo in tale spazio.

Un moto del sistema & noto quando siano assegnate le coordinate lagran
giane in funzione del tempo, q1 ¢ (t) e cioé quando sia assegnata nello
spazio Q wuna curva, parametrizzata mediante t.

Per individuare un moto mediante le equazioni di Lagrange occorre asse
gnare, in corr1spondenza ad un istante (iniziale) to, le 2n quantita

q1(t0) e q (to): occorre cioé assegnare nello spazio Q un punto QO

e 11 vettore tangente in Qo alla traiettoria che corrisponde al moto
cercato.

Nel problema che si vuole affrontare, data, come sempre, la funzione
lagrangiana, si assegnano invece due punti Q] e 02 dello spazio Q e
due istanti t, e t, e si considera il moto nel quale il punto rappresen

1 2
tativo passa per QT e Q2 rispett. agli istanti t] e t2.

3. Principi variazionali.
Si consideri due punti Q], 02 nello spazio Q e una curva ' che 1i
contenga. Si supponga che T sia la traiettoria{dello spazio Q) corri-

spondente ad un moto effettivo

(3.1) q' =o' (%) (i =1...n)

Le (1) sono ovviamente le equazioni parametriche di T e, stante la
scelta del parametro t, esse forniscono pure la legge di percorrcnza(leg
ge oraria) del moto del punto che rappresenta il sistema meccanico nello
dqi i
at - 9

spazio Q. Note le q1(t) sono note anche le e quindi, det-

ti t] e t2 gli istanti nei quali tale punto transita per Q] e 02,

1'integrale:
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t,
(3.2) $(a750,3t.t,) = [ 2(q g t)dt
127227172
Tt
& noto su T. In partenza 1'integrale (2) & quindi definito soltanto Tun
go 1'effettiva soluzione (1) delle equazioni del moto.
Una volta definita la funzione S mediante 1'integrale (2) & perd pos
sibile svincolarsi dal moto effettivo del sistema meccanico dato.
Si considerino infatti fissi gli istanti t, e t, e i punti Q] e

1 2
Q2 e si consideri una nuova curva I che congiunge i punti Q] e Qz.

E' possibile ideare un moto lungo T nel modo seguente.
Si ponga una qualunque corrispondenza biunivoca e continua fra i punti di
r edi T. Poiché ad ogni punto di T corrisponde secondo le (1) un ben
determinato istante, la corrispondenza introdotta fra r e r fa cor-
rispondere ad ogni punto di T un ben determinato valore di t. In tal
modo, anche se a priori non esiste una parametrizzazione di r mediante
il tempo, passando attraverso T si possono scrivere per I equazioni

parametriche nella forma:

-1 i
q =oa (t)
o anche, introducendo il divario fra I e r
-1 i i
(3.3) qQ =¢ (t) +8 (t)

Le considerazioni precedenti possono essere generalizzate ancora.

Siano assegnati due punti dello spazio Q, Q] e @2 distinti da
Q] e 02. Siano inoltre assegnati due istanti ti e té distinti da

t] e t2 . Si indichino con Qi e Qé i punti di T vrelativi ai valori

ti e té rispett. del parametro t, cioé i punti per i quali nel moto ef-

fettivo, i1 punto rappresentativo transita agli istanti ti e té .

Assegnata una curva T che passi per 61 e ﬁz si ponga una corrispon
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denza biunivoca fra 1'arco di I connettente 01 e 52 e 1'arco di
I connettente Qi e Qé. Come nel caso precedente si pud allora asse

gnare al detto arco su T una parametrizzazione del tipo(3').

A seconda della corrispondznza scelta fra I e r si ottengono
diverse funzioni (3') e quind diverse leggi di percorrenza dell'arco dj
r . In definitiva si ottengo 0o su I infiniti moti (in generale fittizi).

Viceversa & ovvio che, a partire da T & possibile costruire una cur
va (3), assegnando le funzioni si(t) cioé assegnando il vettore & (t)
id corrispondenza ad ogni punto di T stessa.

La velocita del punto rappresentativo su T &

. r q
q' =) v —5
0ssia . . i
<11 dg
(3.4) q =q + it

Indicata con &f(t) 1la differenza dei valori di una funzione f

calcolati su T e su I per lo stesso istante t( variazione sincrona),

si scrivano (3) e (4) nella forma:
(3.5) §q =8

. i .
i dg . d i
(3.6) 69 =7 % q¢° 9

Quest'ultima relazione si pud scrivere
(3.6') § —— =——2809

che mostra che le operazioni § e sono commutabili.

dt
La definizione dell'integrale (2) per moti "fittizi", permette di carat

terizzare tale integrale lungo i moti effettivi: tale caratterizzazione

si otterrd confrontanto i1 valore dell'integrale (2) relativo al moto ef-

fettivo con i valori dello stesso integrale relativi a tutti i possibili

moti fittizi che differiscono "di poco" da quelli effettivi. Con questa

ultima espressione si intende dire che i moti fittizi di confronto vengono
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presi su curve T “infinitamente vicine" a e per moti (3) "infi-
nitamente vicini" al moto(1).

Pertanto saranno considerate infinitesime le quantita 6t1 = ti - t]

e &tz = t% - tz. Per esempin per esprimere la classe delle curve

e i moti di esse, si pud introdurre un parametro e, di cui si conside

rino solo valori tendenti a zero, in modo che si possa scrivere
i N
B (t) =en (t), dove le n sono funzioni opportune.

Si ha cosi: ' (t) = q (t) + e n (t)s qt) = d'(t) = ¢ n'(t, cioe

. : i < 5 . 1 .1
Nel seguito si continuerd perd ad usare la notazione & q , &9 .

Si ha ora:
. t,
Sz - S.=_j 2{a qt)dt - j 2(q g t)dt =
) Tt. rt
1 ]
yo t, . t, | t,
=-f 2(q q t)dt +-j 2(q q t) dt +_f %(q q t)dt ~ f 2(q q t)dt
rt1 rt1 rt2 Pt1
b 2 . t,
=_Jf 2(q q t)dt +_f 2(q q t)dt +_f v qq t)|I‘dt +
rt! rt rt
1 2 1
t2 t2
, i 3L §g)dt - [ (g g t)dt
+ e -
?i ( agt|T a —_EET_ r Ft1
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Si considerino i1 terzo e il quinto integrale. Nel primc di yuesti

due la funzione & @ calolatasu T (e nonsu T). Inoltre sul-

le due curve si & stabilita ina corrispondenza biunivoca che associa i
due punti (uso su T, 1'alt , su F) corrispondenti allo stesso va-
lore di t. Percid 1'elemen o di T corrispondente ad ur determinato
valore di t contribuisce nell'ultimo integrale con i1 termine -2(qqt)dt
e c'd un elemento di T che contribuisce, mediante i1 terzo integrale,

con il termine ¢(q q t)dt relativo allo stesso valore d° t. Poiché

in entrambi g1i integrali t varia fra gli stessi estrem t] e tz, i

due integrali hanno somma nulla; in sostanza,in virtd del a co-risponden

za scelta, nel terzo integrale sparisce ogni traccia della curva T.

Poiché considerazioni analoghe possano farsi per il quarto intzgrale, si

ha:

h. 7 KPR
S- -S_ ={ 4(qaqt)dt + [ g(qqt)dt + [ ( — 8q + —=i 64 )dt.
T ro.7, - 3q aq

I‘t11 Ptz I‘t2

I primi due integrali, poiché gliintervalli temporali t, - t, e

té - t2 sono infinitesimi, possono essere sostituiti rispett. con - ¢ t,

e con s t2. Nell'ultimo integrale si pud eseguire una intecrazione par

Zziale del secondo termine:



3L 1 t2 94 dqi
f—'ﬁféqd‘f afﬂs at dt =
t t
1 1
t
2 . t t .
_ ag, d i . i 9|2 _ (2 d 3z i
= { =T 4t §q dt = 6§ a7 . / TIEYY sq dt
1 1 1
Raccogliendo si ha:
i 3% i 0%
- - = - e - - +
(3.7) Sr SP 15t2 26t1 + 8Q 2q1 8q ¥y
t t
2 1
t
3g d 23g i
i 3q" dt aq‘) Sq dt
rt
1
Le variazioni cSq1 sono le differenze fra i valori dalle q1 cal-

colati nello stesso istante t.
Conviene introdurre le variazioni delle coordinate relative agli estre
mi 01,61 e 02,62 dei due archi di T edi T . Si ha per es. per il

primo estremo:

a(g) - q' () = a (L, +et) - a'(t) -
- 2] i 5
=g (t;) +a(t))et,-a(ty) =89 (t;) +a(t))ét,
- 6q'(t)) + (47(t)) + 84 (t)))st,

Nei due estremi, quindi, trascurando gli infinitesimi di ordine superig

re, si ha

a(t) - a'(t))

0q’ (t,) sq' (1)) + 4 (t,)st,

(3.8)

3(t,) - a'(t,) = sa'(t,) + 4'(t,)st,

Aqi(tz)
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La (7) si scrive allora, ponendo AS = Sf - Sr

t

2 .
3% d 9. i
= - x Lst, - L8t
85 r{ (qi = T4t aq!) 90 dt + i8t 1

1

i i
+ [pi(aa - 4 )}tz - [p,(aa" - 4 ilt]

dove si & posto, al solito, pi = %ET . Introducendo la funzione hamiltg

. .1 . . .
niana h =p g - 2 si ha infine:
i

t

(3.9) 45 = (

r“t.|

3,1_d3
3q! dt »

Lovend, il i
q1)6q dt hAt2 + hAt1 + 2,49 ‘tz P.Aq ﬁ1 .

In particolare, se I e I hanno glistessi estremi Q] = Q] e Q2=02,

si ha:
3.10) &S = ;2 A L P TS
(3. _rt ( g1 dt aq1) g
:

La (10) fornisce una possibile caratterizzazione dell'integrale (2)
relativo ai moti effettivi. Infatti se il moto su I & un moto effettivo
le quantitd in parentesi sono nulle in virtd delle equazioni di Lagrange

e quindi si ha:

(3.17) AST =0

La (11) esprime la stazionarietd dell'integrale (2). Il risultato si
pudé esprimere nel modo seguente:

L'azione S & stazionaria rispetto a variazioni sincrone fra estremi

fissi.
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(1)

L'enunciato precedente va sotto i1 nome di principio di Hamilton

Tornando alla (9) si vede che se T & una traiettoria sulla quale so

soddisfatte le equazioni di Lagrange, si ha:

i i
(3.12) AS = (piAq - hAt)2 -(piAq - hAt)1.

Le derivate di S sono quindi

R : _3S | . l

3q P : aqil2 T Pil2
1 1

3s | . EC

at 11 } h‘] ’ at .2 B h‘Z

L'ultima di queste & 1'equazione di Hamilton-Jacobi

3S
(3.13) h+—=2 =0

E' immediato riconoscere che la trattazione precedente pud essere
fatta anche nello spazio QT: in questo spazio, come & ovvio, la para-
metrizzazione di una curva T mediante t non richiede alcuna preci
sazione, ed & soggetta alle solite condizioni che intervengono quando
si parametrizza una curva mediante una coordinata.

Le (1) in questo caso rappresentano le equazioni parametriche della

proiezione della curva T nello spazio Q; interpretate nello spazio

(1) Si pud riottenere la meccanica hamiltoniana assumendo il princi-
pio di Hamilton come punto di partenza. La variazione di S fra
estremi fissi & data dalla (10). Postulando che per i moti effet-
fivi sia aAS = 0 si ha:

2 d an.,. i

f ( 2q1 - E{"a-élﬁ)éq dt = 0

4
In base al lemma fondamentale del calcolo delle variazioni (v.per
es. [1]vol. I pag. 185 nelle ipotesi poste per le sq7, si annul-
lano le quantitd in parentesi e cioé sussistono le equazioni di La
grange.
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QT sono invece direttamente le equazioni rparametriche della curva.
Una trattazione analoga pud essere fatta nello spazio delle fasi,
come ora si accennera rapidamente.

L'integrale (2) nello spazio delle fasi va scritto:

t )
2 i
V.= [" [p.a -h(ap)]dt
rt
1
dove T @& una curva nello spazio QP.

Per variazioni delle variabili indipendenti gqp, si ottiene una

nuova curva T percorsa con legge oraria dipendente dalle variazioni

assegnate.
Risulta, con calcoli analoghi ai precedenti:
t2 2
aV=V=V = [ (p.g' - h)dt - | (p.g - h)dt =
rr i i
rt rt
1 1
t
2 .4 i ah oh |
= [ (46p; + .84 - — 6py - oy 84)dt
Ft] 1
L1 .1 oh ah i
+ [(piG - h)At\t = [ (@ - —=)ep,-(p;r —j)6q [dt+
p.’ i ‘Ti  aq
T rt1 i
. i %
+ ipidq + (Piq - h)étl 2 e
t
]
t
2 . . t
0009 2h i 2
= [ @' Shspr(pyr —og)eq [dt + [(pyoqy - hat)
p.” "1 "1 2q i
t] 1 t]

dove le aq sono definite dalle (8).

Come si vede, i1 sussistere delle equazioni di Hamilton riduce la

variazione di V alla variazione fra gli estremi data dall'ultimo ter

mine.

D'altra parte le equazioni di Hamilton conducono al seguente princi

pio:1'azione V @& stazionaria rispetto a variazioni sincrone fra estre

mi fissi.
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Viceversa, postulando che 1'azione, calcolata fra estremi fissi, sia
stazionaria e valendosi del lemma fondamentale del calcolo delle va-

riazioni, si ottengono le equazioni di Hamilton.

4. Estremali. Estremali trasverse a una famiglia di superfici.

D'ora in poi ci si norra sistematicamente nello spazio QT. Le cur
ve di questo spazio sulle quali si annulla 1'integrale {3.9) sono det
te estremali dal problema variazionale.

Va ricordato che 1'espressione integrale (1.1) di S & da intender
si nel senso che 1'integrale & calcolato su una curva congiungente Q]
e 02 e corrispondente all'effettivo moto del sistema: in altri ter-
mini, 1'integrale & calcolato su un arco di estremale congiungente Q]
e 02. Anche la variazione (3.12) va intesa come variazione di S
quando c¢i si sposti da un arco di estremale ad un altro i cui estremi
sono legati agli estremi del primo arco dai differenziali che figurano
in detta formula.

Nel sequito si assumerd 1'ipotesi aggiuntiva che ogni coppia di pun
ti A, B nello spazio QT possa essere congiunta dauna sola estrema
le. Cid vuol dire che assegnati tAJA (i =1...n) fra le - estrema
19 uscenti da A (corrispondenti agli =" modi di assegnare le restan

A
una e una sola estremale passante per il punto, pure assegnato, B e

ti condizioni iniziali del moto per t =t, e cioé le é1(tAD esiste

cioé esiste uno e un solo moto per il quale il sistema partendo dalle

configurazioni all'istante t,, raggiunge la configurazione dg

95 A

all'istante tB.

I1 valore di S(AB) verra detto distanza geodetica fra A e B.

Si osservi ancora che, la funzione S @& soluzione dell'equazione
di Hamilton-Jacobi come & espresso dalla (3.13) e quindi le soluzioni
q1(A) del sistema caratteristico associato, che in questo caso (I n° 5)

ha forma canonica,sono curve caratteristiche della stessa equazione(3.13).
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La"inclinazione" della gener1ca estremale & data, in ogni punto, dalle
d1 calcolate in quel punto¢.1nc11na21onede1]e estremali pud pure es
sere data assegnando le Pys che, 1n virta delle (1.4) e (1.3") Cap.III
sono legate b1un1vocamen¢e alle q . Percid tanto le soluzioni delle
equazioni di Lagrange, quando le soluzioni delle equazicni di Hamilton
possono essere usate, come & ovvio, per individuare una generica estre
male.

Si torni a prendere in esame una coppia di punti A,B appartenen-
ti allo spazio QT.

Sia £ una superfic{e passante per A e si considerino tutte le
estremali congiungenti B con i punti di . E' possibile definire
una distanza geodetica di B da I come si & definita la distanza
geodetica di B da A. Sia Aerx un punto tale che la distanza
geodetica S(PB) sia stazionaria in A al variare di P sulla super
ficie in un intorno di A.

Sia S(PB) stazionaria in A quando B & fisco; allora nella

(3.12) scritta nella forma:
= (p.d T hat), - (p.a L hat)
= (Py89 g - \Pi%d p

bisogna porre AS = 0 Aq1/B =0 , At/B =

e quindi si ha per P = A

(4.1) h(g p t)at - p1.Aq1 = 0
D'altra parte se

(4.2) X(q t) =0

é 1'equazione di <, si ha pure

oX i aX
(4.3) 2q) AqQ + 1

Nella (1) gli n+1 differenziali non sono indipendenti perché deb-
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bono soddisfare alla (3) che esprime 1'appartenenza del punto alla
superificie I.

Moltiplicando la (3) per un fattore A indeterminato e somman-
dola alla (1) si ha

3 X i aX
(h + i EE) | +(—pi + A —gai)At =0

Se si sceglie A 1in modo che uno dei coefficienti dei differen-
ziali sia nullo, a sinistra resta una combinazione lineare di n dif
ferenziali indipendenti, i cui coefficienti debbono quindi essere nul
17.

Si hanno cosi le condizioni:

h _ _-pj
(-4 X X
ot aq'I
0 anche in termini del lagrangiano
. - | a%
3q? ~Pi
(4.5) X ) 5X
ot 3q)

Le (4) (o le (5) costituiscono le cosiddette condizioni di trasver
salitad dell'estremale rispetto alla superficie . L'estremale che sod
disfa tali condizioni si chiama "trasversa" rispetto a . Il valore

di S(B A) si dice distanza geodetica di B dalla superficie =z o iconale:

1'iconale misura quindi la distanza geodetica stazionaria di B dalla
superficie =.

Se per ogni punto di una regione intorno alla superficie I si pud
portare un'estremale trasversa, si dice che si ha un canpo di estrema-
1i. Allora ad ogni punto B, di questa regione corrisponde uno e un sol
punto di £ e cioé quello dal quale esce 1'estremale trasversa passan
te per B.

In particolare un campo di estremali associa ad ogni punto della re

gione considerata un vettore P, -
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Se, lasciando fissi A e B, si considera una nuova superficie,
ancora passante per A, ma distinta da £, la distanza geodetica di
B da questa nuova superfic‘e, sara in generale diversa calla prece-
dente e sard differente 1'e' tremale per B sulla quale tale distanza
& stazionaria: si ottiene ctsi un nuovo campo di estremali e precisa-
mente i1 campo delle estremali trasverse -alla nuova superficie.

Cosi proseguendo si vede che ogni estremale per B & trasversa ad
una certa superficie passante per A: se si cambia la direzione del-
1'estremale passante per B si trova, mediante la corrispondenza in-
dividuata dalla trasversalita, una superficie passante per A e vice
versa, se si prendono superfici diverse passanti per A si trovano
estremali diverse, ad esse trasverse e passanti per B(si confronti col

n° 4 del Cap. II).

In conclusione si riconosce che nello spazio QT esistono -
campi di estremali: ad ogni estremale per B corrisponde una superfi
cie alla quale 1'estremale stessa & trasversa e alla quale sono tra-
verse tutte certe estremali "parallele" a quella passant2 per B.

In corrispondenza ad ogni estremale passante per B si ha percid
un campo di estremali diverso.

Un particolare campo di estremali pud essere assegnatd quindi dan-
do una superificie alla quale esso & trasverso.

Naturalmente, in modo equivalente, un campo di estremili pud essere
dato assegnando un campo di vettori covarianti P soddisfacenti ad
opportune condizioni che assicurino la validita dell'equazione di Hamilton
Jacobi (v. n° 7).

Da quanto precede si riconosce che esistono w! campi di estremali
ed ogni campo & costituito.a sua volta da » estremali: le estrema
1i sono quindi in totale 2N e infatti esse sono le soluzioni del si
stema hamiltoniano. In sostanza un campo di estremali € costituito dal
complesso delle soluzioni del sistema canonico ottenute prendendo "tut-
te le possibili gq , corrispondenti ad un ben determinato campo di vet

tori p,.



- 137 -

s . . s s . n
Poiché un campo di estremali & costituito da una famiglia di
curve, esso & rappresentato parametricamente dalle equazioni
i i

(4.6) qQ =¢ (t; C]...Cn)

dove C]"'Cn sono 1 paran tri della famiglia.

Si consideri una superfi:ie £ che possegga un campo di estremali
trasverse. A partire da ogni punto della superficie, sulla estremale
trasversa passante per il punto, si riporti, sempre dalla stessa par

te rispetto alla superficie &, una distanza geodetica assegnata (¢

S=[Ldt=0a.,
L'insieme dei punti B cosi ottenuti forma una superficie che si
dice parallela a . La superficie di partenza e la distanza assegna
ta individuano univocamente la nuova superficie.

L'equazione della nuova superficie & proprio

S=4Q

mentre 1'equazione di £ & ovviamente

S=0
E' facile dimostrare i1 fatto prevedibile che le estremali trasver
se a I sono trasverse a tutte le superfici che sono ad essa paralle
le secondo la definizione ora data.
Siano infatti £, e £, due superfici parallele.
Cio vuol dire che S(A AZ) = K

1
dove K & costante quando A]

oo

varia arbitrariamente in I, e A2 sia

il punto di £, appartenente al-

1'estremale trasversaa I, e uscen
te da A,.

Se B @ un altro punto sulla estre

male per A1 e AZ si ha



- 138 -

B Ao B B
jxdt=jrzdt+jgdt=1<+j9,dt.
A1 A1 A2 A2

0ssia
S(A1B) = K + S(AZB)

Poiché 1'estremale A]B & trasversa, si ha SS(A]B) = 0.

D'altra parte K & costante e quindi si ha:

5 S(AB) =0

che mostra che 1'estremale AZB,(cioé Alﬁ) @ trasversa pure a I,.
11 differenziale della distanza geodetica fra due punti (ossia del
la distanza misurata lungo la estremale che i congiunge) & espressa
dalla (3.12). Nel caso della distanza geodetica di un punto da una su
perficie, i1 differenziale di S ha un significato diverso dal prece

dente. Infatti nel caso di due punti A,B le coordinate tA 9y thB

possono essere variate arbitrariamente: per es. uno dei due punti puod
essere tenuto fisso e si pud far variare solo 1'altro.

Nel caso della distanza di un punto da una superficie la situazione
& diversa. Riprendendo la notazione precedente, se Bg¢r,a B cor-
risponde un ben determinato punto A e:x e cioé quellc appartenente
all'estremale per B trasversa a I. Di conseguenza gtando si varia
B vi sono due possibilita: se B viene spostato lungc Ta stessa estre
male trasversa, il punto A corrispondente non varia. Se B viene
spostato invece al di fuori di questa estremale, occorre spostare anche
A: la nuova posizione di A & 1'intersezione di ¢ con la estremale
trasversa passante per la nuova posizione di B. In entrambi i casi il
contributo portato alla variazione di S dello spostamento di A @
nullo. Cid nel primo caso & banale, mentre nel secondo caso €& conseguen
za del fatto che ci si sposta da un'estremale trasversa a £ ad un al
tra pur essa trasversa a . I1 contributo dato dallo spostamento di
A e ;

hdtﬁ-piﬂqu\:O
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perché il vettore (-d qk , d tﬁ) tangente a I @& trasverso al vet-
tore (h,pi) per la condizione (4.1).
11 differenziale dell'iconale & quindi
(4.6) dS=-hdt+p1.dq1

Dalla (6) si ricava che le derivate dell'iconale son)

3S .8

gt Py at

(4.7) = - h

come nel caso della distanza geodetica fra due punti. Si vede cosi che
1'iconale soddisfa all'equazione di Hamilton-Jacobi.

Sussiste anche la proprietd reciproca: se S(q-t) & una soluzione
del1'equazione di Hamilton-Jacobi, esiste un campo di estremali tutte
trasverse alle superfici S = cost.

In questo caso S denota la distanza geodetica dalla superficie
iniziale in questo campo di estremali.

Per dimostrare 1'affermazione fatta, si parta da una soluzione S
del1'equazione di Hamilton Jacobi e si definisca

3S
(4.8) Pi ® Toqt

Inoltre dalla stessa equazione si ha

5S
(4.9) h(pagt)=-—1

Si consideri il sistema differenziale

L ah

q =

3p.
sostituendo in h le (8) in luogo dé]]e Py con cid i secondi membri
diventano funzioni di q e t soltanto.

La soluzione generale del sistema (10) consiste in una famiglia di
=" curve. Lungo queste curve le P, sono allora funzioni del solo
parametro t e si ha:

(4.17) _ 328 k s 32S
’ P aq‘aqIz g agqlat
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Derivando la (9) si ha poi

S , _sh___3h 3pk

=0
3qlaL 3ql 3P, 3q?
e usando le (8) e le (10)
2 2
3 $ . ah. N qk 84S -0
i i k.1
3aq ot e 99 99

Confrontando con le (11) si ha infine:

(4.12) b = - —aor
che con Tle (10) caratterizzano la famiglia di curve considerata, co-
me una famiglia a n parametri di estremali.

Si osservi che si ha una famiglia ad n parametri e non a 2n pa-
rametri (come ci si potrebbe aspettare dato che il sistema (4.10),
(4.12) & i1 sistema canonico), perché ci si & limitati al solo campo
di estremali individuato dalla famiglia S = cost.

Si vede pur immediatamente che le estremali trovate sono trasverse

rispetto alle superfici S.

5. Cenno sulla costruzione di HUYGENS.

Anche se in questa esposizione non si trattano problemi di ottica,
la costruzione di Huygens & tanto vicina all'argomento svolto, che non
si pud fare a meno di dare un breve cenno.

Nel n° precedente, sfruttando il concetto di campo di (wn) estremali
trasverse ad una superficie assegnata © si sono definite le superfici
parallele a ¢ come quelle che hanno in comune con £ 1o stesso cam
po di estremali trasverse.In questo n° si considera i1 problema duale
del precedente.

Scambiando i termini della questione, si considerino tutte le estre
mali passanti per uno stesso punto B e si prenda su ogniéstremale, a

partire da B 1la stessa distanza geodetica a. Si ottiene cosi una
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superficie che ha come "centro" B e che & spontaneo definire "sfera
geodetica" di raggio a. Al variare di a, le superfici S =a sono
le sfere geodetiche di centro B.

Le estremali uscenti da B appartengono a campi tutti diversi fra
loro, perché ognuna di tali estremali & trasversa ad una diversa fami
glia di superfici (va ricordato che data una superficie generica, da
B esce una sola estremale trasversa ad essa). In particolare i campi
pi sono tutti diversi fra loro sulle diverse estremali che irradiano
da B.

Assegnata una qualunque superficie I, sia B] il punto
in cui essa @ incontrata dalla estremale trasversa uscenze da B. Sia

poi a la distanza geodetica B B, e si consideri la sfera geodeti

ca {Q e raggio a. ]

Si riconosce subito che le due superfici z e @ sono tangenti in
B]. Che B] e @ & evidente perché o & il luogo dei punti aventi da
B distanza geodetica a. Inoltre 1'estremale B B1, che per ipotesi
@ trasversa a : ( e che quindi soddisfa su tale superficie alla condi
zione di trasversalitd) & ovviamente trasversa anche ad Q perché que
sta @ una sfera e quindi la distanza da B di tutti i suoi punti &
stazionaria. Le due superfici avendo 1o stesso raggio.trasverso in B]
sono ivi tangenti, perché per entrambe il vettore 6q1,5: & trasverso
allo stesso vettore pi,—h.

Si consideri ora una famiglia di superfici parallele 2 cioé aventi
1o stesso campo di estremali trasverse.

Fissate due superfici £, e I, della famiglia, di equazioni rispet
tive S = a;s S = 3, si
considerino le sfere geo
detiche aventi i centri
nei punti di I, e rag-
-a,. Per

2 1
ogni punto B e I, la

gio comune a
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relativa sfera geodetica €& tangente a I, nel punto in cui questa
superficie & incontrata dall'estremale uscente da B e trasversa al
la famiglia.

La superficie I, & quindi 1'inviluppo delle sfere ¢eodetiche aven
ti i centri in £, e raggio pari alla distanza geodetica fra I, e I,
(costruzione di Huygens).

{11 breve cenno dato mette in evidenza che in certi cesi le estre-
mali uscenti da un punto B possono appartenere in rea.ta tutte ad uno
stesso campo ed essere tutte trasverse ad una stessa superficie.

Questo fatto & fondamentale nella teoria dell'ottica ondulatoria.)

6. Integrale invariante di Hilbert.

L'espressione delle derivate di S permette di riconoscere che
1'iconale & 1'integrale di un differenziale esatto.

Nello spazio QT si connetta un punto (fisso) A con un punto
(variabile) B, mediante una curva regolare €. Si introduca la coordi
nata t come parametro su ‘€, e siano:

(6.1) q' = (t) (i =1...n)
le equazioni parametriche di ‘€.

Sia inoltre dato un campo di estremali

(6.2) q. = ¢.(t c
(v. (4.6)).

Per ogni funzione F della posizione B sussiste 11 espressione:.

(6.3) F(B) = F(R) +j 2L dg' e )

dove la curva sulla quale si 1ntegra da A a B & arbitraria.

Per 1'iconale S @& quindi indipendente dal cammino 1'espressione

B
i 3S 3S
S(B) = S(A) +£ i dq' =

dt)

Utilizzando le (4.7) e integrando sulla curva (f) si ha:



B i
d
S(B) = S(A) + [ (p, —g— dt - hdt) =

€A -

B 9¢ dao
= S(A) + [ ( —= - p.b +2 )dt
eA 3q! dt i
e infine B ;
S(B) = S(A) + [ [1+( —=2 - ¢") 24
‘€£ dt 3q]

Questo integrale non dipende dalla curva C e viene detto integra-

le invariante di Hilbert.

da1
dt
cando per ogni punto P, con un apice la derivata rispetto a t calco

E' usuale scriveriaponendo = (q1)f e é1 = d1 e cioé indi
lata lungo la curva C, e con un punto sovrapposto la derivata rispet
toa t, calcolata lungo 1'estremale del campo scelto, passante per P.

Si ha cosi:
B TRE B
S(B) = S(A) + [[x+ (a - a)—x dt
A °q

Se in particolare C & 1'estremale del campo congiung:nte A e B,

si ha q1' = d1 e quindi
B
S(B) = S(A) + [ 2dt
A

e si riottiene la definizione di S.

Le considerazioni precedenti si possono compendiare nella proposizione:
Se si costruisce un campo di estremali trasverse rispetto ad una super
. s : o i
ficie © di equazioni fLdt=a ese u sono le loro pendenze,

definite dalle equazioni

(6.4) dg__

Allora 1'integrale

B .
1 9.4

(6.5) ofpl -7 -u) —=ildt

@ indipendente dalla curva € che portada A a B.
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Le qi' ovviamente sono le derivate delle q1 lungo C.

Se viceversa, & dato un campo di vettori Pis tale che 1'integrale
A
(6.6) s = [(pq'l - h)dt
B

siaindipendente dalla curva che connette A e B, le funzioni pi
sono le quantitd di campo di un campo di estremali e 1'integrale for-
nisce la distanza geodetica,in questo campo, fra A e B.
Infatti se 1'integrale non dipende dal cammino, tenendo fisso A
si ha in B:

3S 35

gt S P Tar T

e pertanto S, come funzione dell’estremo superiore dell'integrale

(6) soddisfa 1'equazione di Hamilton-Jacobi.

Ma ogni soluzione di tale equazione & la distanza gecdetica in un
campo di estremali (n° 4) e quindi si ha la proposizione,inversa del
la precedente:

Se le funzioni u(t) rendono 1'integrale (5) indipendente dal cam

“mino, le equazioni (4) hanno come soluzioni un sistema di =" estre-
mali che soddisfano alla condizione di trasversalita rizpetto alle su

perfici S(qt) = cost.

7. 11 ruolo dell'equazione di H-=J.

Nella trattazione precedente si & visto che il sussistere della equa
zione di H J & una condizione necessaria e sufficiente perché un cam
po di vettori covariante (pi,..—h) nello spazio QT descrive un sjstg
ma meccanico di hamiltoniano h . )

La necessarieta della condizione @& stata data in var-.e forme e, -in
particolare, nell'ultimo teorema del n° precedente; la sufficienza del-
la condizione & conseguenza immediata del fatto che il sistema caratte
ristico associato alla equazione di H J ha forma canon ca.

E' ovvio, quindi, che un campo di vettori assegnato ad arbitrio nel

lo spazio QT non descrive un sistema meccanico perché in generale non
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soddisfa all'equazione di H - J.

Tuttavia non & difficile riconoscere, almeno in term ni qualitativi,
che, sotto condizioni molto generali ad un campo di vettori nello spa-
zio QT si pud associare un sistema meccanico.

Sia data la varieta

1 =
(7.7) F(q'...q q p]...pn) 0
. 2n+] \ . A . . .
nello spazio R . All'equazione (1) si pud associare un'equazione
a derivate parziali del primo ordine
1 n _du
(7.2) F(a -+q" U pyee-p) (P =~ )

e questa equazione, a sua volta, pud essere ridotta (I n° 5) alla

forma di H-J.
(7.3) P + h(q ...q P....P.) =0

Cid pud essere espresso dicendo che ogni equazione a derivate par-
ziali del primo ordine descrive un sistema meccanico. Anzi, se si
pud risolvere la (2) rispetto a piG di una delle p, si ottengono al-
trettanti sistemi meccanici relativi alla stessa equazione (2). Natural
mente questi sistemi sono distinti fra loro per il diverso significa
to assunto di volta in volta dalle variabili: infatti s2 si risolve la
(2) rispetto a P> sara qk ad avere il ruolo di tempo. Inoltre an
che 1la funzione h  nella (3) sara di volta in volta differente. E'
chiaro perd che, una volta scelta la variabile che deve avere il ruolo
di tempo, 1'equazione (2) individua un unico sistema meccanico.

In conclusione si pud dire che ogni volta che si assa2gna nello spa
zio QT un campo di vettori e una relazione (1) alla juale questo
campo deve soddisfare, si ottiene un sistema meccanico.

Se s parte da un principio variazionale nello spazio QT,
Gf(pidqi -hdt)=0
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assegnando il campo (pi - h) & ancora necessario aggiungere una
relazione di tipo(1), la quale assicuri che sussista 1'vwquazione di
H - J.

I principi variazionali ai quali si & accennato nel n° 3 non hanno
invece richiesto alcuna relazione di tipo (1). Negli spazi Q e PQ
sono infatti state assegnate le funzioni 2(q g t) e rispett. h(g p t),
le quali forniscono le limitazioni necessarie ad assicu~are la validi
ta dell'equazione di H-J.

In sostanza, quindi, per ottenere un sistema meccanico da un princi

pio variazionale:occorre

1) o assegnare un lagrangiano
2) o assegnare un hamiltoniano
3) o assegnare un campo di vettori ed insieme una equazione di tipo (1)

che equivalga alla equazione di H-J.

In quest'ultimo caso si segue una strada inversa di quella che si
segue nej primi due casi: nei casi a) e b), infatti si parte dalle
equazioni del moto e, in particolare dalle equazioni canoniche; nel
secondo caso si perviene alle equazioni canoniche come passo finale,

ricavandole come sistema caratteristico dell'equazione di H-J.

0o0000000



4]
I"s]

[

(6]

- 147 -

BIBLIOGRAFTIA

COURANT-HILBERT
GOURSAT

TRICCMI

EISENHART

SUDARSHAN - MUKUNDA
LEVI CIVITA-AMALDI

: Methods o4 Mathematical Physics Vol.I,II

1953-1962 Interscience N.Y.

A Cowwse ¢4 Mathematical Analysis

Vol. II parte II Dover 1959

: Equaziond a derivate parzials

Cremonese - Roma - 1957

: Contlnuous Groups of thansgormations

Dover 1961

: Classical Mechanics J. Wiley 1974

: Lezdond di Meccanica Razionale -

Zanichelli Bologna 1927



