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INTRODUZIONE

Nef 1927 Carathbodery introduce La pseudo-distanza di Carathiodory

pern domind d,t'.az . Recentemente una nuova pseudo-distanza {invardian-
te & stata introdotta da Kobayashi su varietd complesse [4].

Entrambe queste pseudo-distanze possono defininsi anche per do-
mind D di uno spazio vettorniale topologico complesso Localmente
convesso e di Hausdongd [14].

Nel Capitofo 1, dopo aver esaminato i€ gruppo degli automongd-
smi olomongd del disco unifarnio aperto A e richiamata La metri
ca di Poincané nel disco A& e nel semipiano superiore 1r+, 84 4n
troducono Le pseudo-distanze invarianti di Carathéodery e di Koba-
yashi in un dominio D. DL queste pseudo-distanze invarianti 84 mel
tono in evddenza interessanti propriietd, e alecune Loro suggestive
applicaziond a questioni di analisi complessa e di analisi funzio-
nate ([13],[14],(4]) .

Sempre nel Capitofo 1 , 84 danno {ngine alcune noievoli proprie-
12 delle metrniche differenziali invarianti di Kobayashi e di Cara—
théodony [14].

Nel Capitolo 11 44 deginiscono delle distanze "tipo-kobayashi" e
"tUpo-Carathéodory"” in un cono convesso aperto Q di uno spazio
vettoriale neale Localmente convesso di Hausdorgg, con applicaziond
al caso in cul Q & 4L cono convesso aperto degli elementi hermd-
tand strettamente positivdi.

L'intento,nello scrivere questo quaderno, & quello di presenta-
ne in 4onma "semplice” g€l argomenti suddettd evitando dimosirazio
ni che nichiedono considerazioni delicate e £imitandosi in 1al ca
50 so0ltanto a enunciatl e a concettd fondamentald.

Desidero ningraziane (£ Prof. E. Vesentind per gli utili sugge-
nimenti nicevutd durante La compilazione di queste note.

Domenico PERRONE
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CAPITOLO I

DISTANZE INVARIANTI E METRICHE DIFFERENZIALI INVARIANTI.

§ 1.1. IL GRUPPO DEGLI AUTOMORFISMI OLOMORFI DEL DISCQ.

Sia A il disco aperto unitario di ¢, 4 = {geq : |&] <1},
e Hol(a,A) 1'insieme delle applicazioni olomorfe di A in sé.
LEMMA DI SCHWARZ - Sia 4 € Holla,s) con 4(0) = 0, allora:

1) |4le)] ¢ |el pern ogni gea, se vale L segno di uguaglianza

per uno & e ANA{O0} 4 @& una rotazione, cio? esdiste un 6€eR ALa
Le che (&) = e&eg per ognd g€l

2) |§'(0)|<1, se vale &L segno di uguaglianza § & una roiazio

ne.

Fg) e olomorfa in A.

Dimostrazione - La funzione g : ¢ —
Per 0<r<1 e |e]=r, & |g(&)] < % . Per il principio del

massimo risulta allora

1

" per ogni |&| < r .

la(g))<
Facendo tendere r a 1 si ottiene

lg(g)| < 1 per ogni ¢ e 4, (1.1.1)

la prima parte di 1).

, la funzione |g| raggiunge i1 suo massimo, 1,

£

0
. e i .
in A, e quindi esiste un 6 € R tale che f(g) = e 85 per ogni

£ €A,

Poiché g(0) = f'(0), 2) seque dalla (1.1.1) e dal principio del



massimo.
CCVODU

Sia Aut(a) i1 gruppo degli automorfismi olomorfi di A cioé

Aut(a) = {f : Ao —= & biolomorfe} .

I1T lemma di Schwarz permette di determinare i1 gruppo Aut(a).

Per go eA e 0 € R, 1a funzione

@ olomorfa su A. Poiché

2 2
(1-le, [ - 1&gl )
1 - Ih(g)l2 = 0 — > 0 per E € s,
11 - g gl

h(a) e o . Le funzioni h si chiamano trasformazioni di Moebius.

Sia G 1'insieme delle trasformazioni di Moebius. Poiché

h(0) = - e1eg0, G opera transitivamente su 4 .
Inoltre, posto . £+ e1eE
-8 0
K(g) = e -
1 +e Eob

risulta h o k =k o h

id. Dunque le trasformazioni di Moebius
sono automorfismi olomorfi e 1'inversa di una trasformazione di

Moebius & ancora di Moebius.

Se f e Aut o & tale che f(0) = 0, dal Temma di Schwarz segue

che esiste 6 € R tale che
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Dato g e Aut A, esiste una h e G, tale che h(0) = g(0); pertan

-1

to h og (0) =0, e quindi e g (£) = et per un opportuno

. 10 . . .
6 e R edogni £ € A. Ne seque che g =h e ed in conclusione ri-

sulta Aut(a) = G.

OSSERVAZIONE 1. Come abbiamo gia notato,il gruppo G opera transi-

vamente su A, e quindi A €& omogeneo rispetto a G.

Esaminiamo i1 gruppo Aut(a) da un altro punto di vista.

Consideriamo i1 gruppo

sucn {23 e eas (233 <6 )
det {rab] =1l={[fb] a,b e @, lal - |b] =1] ,
.cd J b a

e definiamo un omomorfismo surgettivo

¢ : SU(T,1)— Aut(a) associando a
? ? e SU(1,1) 1'applicazione g : £— __%Jé;t%?n
b a beg+ a
;
Per rendersi conto che per ? ? e SU(1,1) Ta g : £— f £ + ?
b a bt+a

e un elemento di Aut(a), basta osservare che, essendo a # 0, essa

pud scriversi nella forma

|o

g(¢) =

i

1 +

WO
Ty



2 1

= p)
EY

e che 1 - ’.JE“
a

> 0

Viceversa, data la trasformazione di Moebius

. E - &
)
1> e1 ———~**j£L* con go esr e 0eR
1 - £,8
) Z 1 a i8
scegliendo a taleche 1 - [g | = 5~ e =e ,eb=-¢a,
0 - 0
El a
risulta
L10 7% _ag+b

1 - 505 be + a
Dunque &(SU(1,1)) = Aut(a) . In fine si verifica facilmente che ¢ &

un omomorfismo di gruppi e che Ker ¢ = { + J] 0. centro di SU(1.1) .
(01

5 1.2. METRICA DI POINCARE NEL DISCO.

Proviamo intanto il
LEMMA DI SCHWARZ-PICK. Per ogni £ € Hol(a,a), rusulta

5(52} - 5(51) £, - &
1) < | — per tuttl gla g},g €A

. 2
I - (57) 6(52) r-y




Se 4 e Aut(a) vale i segno di uguaglianza. Viceversa se vale L segno
di uguaglianza in due puntl &, # £, di 4, & 4 € Aut(a)

£ (€)] 1
2) < - per ogni &€ A.
2 2
1 - [f(e)l 1 - lel

Se 4 e Aut(a) vale £'uguaglianza in ogni & € A .

Viceversa se vale L'uguaglianza in uno & € A , ¢ 4 € Aut(a)

¢

Dimostrazione. Data f e Hol(a,A) , Ta g e Hol(a,s) definita

dalla
f(e) - £(0)

1 - £(0) f(¢)

g(g) =

verifica la g(0) = 0. Quindi per i1 lemma di Schwarz si ha:

l9(e)| = < |el  per ogni £ e s, (1.2.1)

-+
—
['aa |
——
1
—
—
()
e

Se vale 1'uguaglianza per uno ¢ # 0 e g(&) = e16£ per un

opportuno & € R e per tutti gli ¢ e o , pertanto

. -i6
16 £ +f(0)e
flz) = e'® 22I0E

1+ f0)e ¢
cioé f @& una trasformazione di Moebius. Per completare la dimostra

zione della 1) basta sostituire, nella (1.2.1), alla f(£) la fun-

zione definita dalla

Proviamo la 2), applicando la 2) del Temma di Schwarz alla g(¢)

si ha:

[ £'(0) ]

19" (0)] <1 cioé >— < 1 , se vale 1'uguaglianza
1 -[f(0)

g @ una rotazione e quindi f una trasformazione di Moebius.Sostituendo
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r &+8,y

alla f 1la funzione definita dalla f

N
l si completa la
U THE g

dimostrazione della 2).
C.v.D.

La metrica di Poincaré su A € la metrica riemanniana espressa

dalla

2
| def ) )
dS = > > = 9(5, é) dgdg
(1 -lel )

La curvatura Gaussiana di tale metrica & costante ed & uguale a -4.

In generale, la curvatura Gaussiana della metrica 2hdede & da-

ta da
2 -
-(1/h)+(3 log h/3£3g)

OSSERVAZIONE 2. Dal lemma di Schwarz-Pick segue che gli automor-

fismi olomorfi sono isometrie per la metrica di Poincaré.

Indichiamo con

| x|
X>_ =, per £ eapn e x € Q@
1 - g

la lunghezza del vettore x, rispetto alla metrica di Poincaré, in &.

La 2) del lemma di Schwarz-Pick diventa

<f‘(g)>€ < <1>E per ogni £ e,

se vale 1'uguaglianza in un punto ¢ € A si ha uguaglianza per

ogni ¢, ed f e Aut(a)

Distanza per la metrica di Poincaré. Sia w : A x A —A-R+ la funzio-

ne distanza definita dalla metrica di Poincaré:
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b

w(g1,6,) = inf [ <a'(t) >,c(t)dt per ogni £;,&, € & ,
da

ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le curve o:[a,b] » &

differenziabili a tratti che congiungono ¢, e &, in A .

Calcoliamo prima  w(0,t) con telR,
I(t

chiaramente w(o,t) = | ——-935_ - % Tog 1+t
Jo 1-s 1-t

Poiché w € invariante per Aut(a),

risulta per £ € A

lel
w(0,£) = w(0,|&]) = ( ﬁz =-;— Tog +e] . (1.2.2)
Yo 1-s 1-]¢]

Utilizzando ancora 1'invarianza di « rispetto a Aut(a), calcoliamo
w(E1.8,) per &1,5, € A.

Preso f e Aut(a) tale che f(g]) = 0, si ha




£2784
1+ ———— 2n+1
1 -[‘51 52 +co 1 Eg - 51
- E']Og =2 n+1 -
gg-gl n=0 -! "gl 52
'|_ O
1-81&5

Possiamo rienunciare i1 lemma di Schwarz-Pick, come segue:
w(f(gy),f(5,)) < w(g,-8,) ¥feHol(a,a) e V& ,E,€4, (1.2.3)

se feAut(a) vale 1'uguaglianza. Se vale 1'uguaglianza in due pun

ti dustinti ¢, e ¢, di A & feAut s .

OSSERVAZIONE 3 . Dalla (1.2.2) segue che le geodetiche della me

trica di Poincaré passanti per il centro 0 di 4 sono tutti e
soli i raggi del cerchio. Per conseguenza, dato un qualsiasi

€ A N{0}, esiste una ed una sola geodetica passante per 0 e per

oy

£. Quindi, in virtd dell'omogeneitd di A, per due punti distinti
qualsiasi di A passa una ed una sola geodetica della metrica di
Poincaré. Tenuto conto che Aut(a) €& i1 gruppo delle trasformazio

ni di Mobius, un semplice calcolo conduce al seguente risultato.

Le geodetiche della metrica di Poincaré sono i diametri del cer-
chio & e le intersezioni di & con le circonferenze che incontra

no ortogonalmente 34,

NOTA. Per le nozioni precedenti rinviamo i1 Tettore, ad esempio,

a L. Bianchi [2]



§ 1.3. METRICA DI POINCARE' NEL SEMIPIANO.

Accenniamo brevemente al modo in cui Te considerazioni preceden
: : : - : +
ti possano formularsi per i1 semipiano superiore = di (C

(per ulteriori dettagli si veda, ad esempio, [11]) .
L'applicazione C : = - & definita dalla £
e una applicazione biolomorfa di - su A{trasformazione di Cayley).
Quindi si pud determinare mediante C 11 gruppo Aut(w+) cioé
+ -1
Aut{n ) = {C ~ of. C :fe Aut(a)l.

D'altronde si pud procedere direttamente come segue.

Consideriamo anzitutto i1 gruppo

=[ab. abT= ‘
SL(2, R) l{c d}. a,b,c,d e R, det { C d] 1 I

Si verifica facilmente che, per ogni matrice (2 Z) e SL(2, R) ,

at + b

1'applicazione g : g
cg +d

. ) .+ . .
definisce un automorfismo olomorfo di = e che 1'applicazione

' 1 SL(2, R) —> Aut(r) definita dalla

{ ab
pcd

—> g

+
& un omomorfismo surgettivo di SL(2, R) su Aut( = ) ,
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\
il cui nuleo &€ Ker¢' = {:[; ?}) = centro di SL(2,IR) .

. _ +
Poiché Aut(m ) = Aut(a) gli omomorfismi surgettivi

¢ 1 S U(1,1) —— Aut(a)

$': S L(2, R) >(Aut (1)
?)} , definiscono un isomorfismo:

con kere = kere¢' = {r(;

SU(1,1) _ _SL(2,R)
0 10
1)}

.
r{(1 O)} {i(o

Questo isomorfismo si pud rialzare in un isomorfismo

y S U(1,1)

> S L(2,R) nel modo seguente:

( .
posto j = t: ;] , ad ogni matrice h € S U(1,1) associamo la

g=7Jj-h.J . Si verifica facilmente che 1'applicazione

. =1 .. : . .
h+——> j-h-j definisce appunto un isomorfismo di S U(1,1)

su S L(2,IR) compatibile con gli omomorfismi

S U(1,1)

> Aut(a) e S L(2,R) — Aut (r).

Indichiamo ora un'altra presentazione di S L( 2, R)
Ad ogni peR , p = (g,n.38), associamo la matrice hermitiana

f

§ E+in|
E-In ¢
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t- .
Data g e S U(1,1), 1a matrice h' = g-h- g & hermitiana.

t- t t- t- t. t-

Difatti h' = (g.h. g) =g-h-§=g-h-g-= h' .
§' g'+in' )

Posto quindi h'= | e detto p' = (£',n', &),
g'-in' 5'J

ad ogni g e S U(1,1) possiamo associare 1'applicazione

3 > R3 tale che p —— p'

T(g) : R

L'applicazione T(g) & invertibile, con inversa T(g-T), quin
di T(g) € G L(3,R). Inoltre T(g) € G' gruppo delle trasformazio

. . n3 . . ) . . .
ni di R che lasciano invariato il cono in figura

Infatti &'2 - g'z - n'2 = det(h') = det(g‘h-té) = 62 -& =m0

2 2

L'applicazione T : S U(1,1) ——— G' definita dalla g——= T(g)

N
é un omomorfismo, il cui nucleo é ker T = {+ ] O’

01
L'immagine di T & S0(2,1) gruppo delle matrici reali 3x3,

2 2 2
con determinante 1. che Tasciano invariato il cono 6 -¢ = n = 0

(detto i1 gruppo di Lorentz reale).
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Si verifica che S L(2,R) & i1 rivestimento a due fogli del

gruppo S 0(2,1).

5 1.4. PSEUDO-DISTANZE DI KOBAYASHI E DI CORATHEODORY .

Indicheremo con D 1indifferentemente 0 una varieta complessa

connessa, 0 una spazio analitico complesso, o un dominio (i.e.

N ¢ e _ . :
un aperto connesso) di €, o infine un dominio di uno spazio vet
toriale topologico complesso localmente convesso e di Hausdorff E.

Se D & un dominio di E ed E] e un altro spazio dello stesso

> B, e per

tipo di E, una applicazione olomorfa F : D 1

definizione una applicazione continua di D in E1 tale che, per
ogni  (x,y) € Dx(E ~{0}) e per ogni forma lineare continua *, su
E1, la funzione a valori complessi ¢ —— X ,oF(x+zy) & olomorfa
sull'aperto {te € : x+gy € D} di € .

Se D] e un dominio di E], con Ho](D,D]) denoteremo 1'insie

> E] tale che

me di tutte le applicazioni olomorfe F : D

F(D) ¢ D]

Per fissare le idee, nel sequito ci riferiremo prevalentemente
al caso in cui D @ un dominio, lasciando al lettore di adattare

le nostre considerazioni agli altri casi sopra indicati.

La pseudo-distanza di Carathéodory in D, si indica con CD,ed e

definita nel modo seguente:
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CD(x,y) = Sup{w(f(x),f(y)) : f € Hol (D,A)} per ogni x,y € D.
Una volta provato che C_(x,y) < <, & chiaro che C_ & una

D D

pseudo-distanza cioé verifica

0 = Cylxsy) = CD(y,X) e CD(x,y) < CD(x,Z)+ CD(z,y) .

La pseudo-distanza di Carathéodory fu introdotta da Carathéodo

ry nel 1927 per domini di GZ. Per provare che CD(x,y) < o egli
fece ricorso alla teoria delle famiglie normali.

Difatti pud scriversi CD(x,y) = 1im w(fn (x)f (¥))
n

con fn € Hol(D,A). Dalla teoria delle famiglie normali segue che

. . . te .
esiste una sottosuccessione (fnj) che converge unif— sui com-

patti di D € °.

Proveremo che CD(x,y) < =, costruendo in D Tla pseudo-distan

za di Kobayashi d_, e provando che CD < d

D D’

La speudo-distanza di Kobayashi dD(x,y) tra due punti x e y in

D é definita come seque.

Una catena analitica in D, congiungente due punti x e y di

D, consiste di un numero finito v di funzioni fj e Hol(a,D)

edi 2v punti gy, £y, ...,g;,g; € A, tale che

;) =k, fl(el) = . (g

. i=1,2,...,v-1),f &") =y .
1 S = (85 =12 vm ) E0) = y

J+1 v

La somma jg]m(eé ,g}) é detta lunghezza della catena analitica.

Essendo D connesso, 1'esistenza di catene analitiche congiungen

ti x e y in D ¢ assicurata.
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La pseudo-distanza di Kbbayashi dD(x,y) é, per definizione,

Y
dD(x,y) = 1nfj£]w(gj,gj)

dove 1'estremo inferiore & preso su tutte le catene analitiche

che congiungono x e y in D. Dalla definizione segue che

dD e una pseudo-distanza.

ESEMPIO 1.4.1.

d, (xy) = w(x,y) (x,y € a) .

Dimostrazione. Prendendo v =1, f, : £ —=£, si ottiene

]
dA(x,y) < w(x,y). D'altra parte, per una catena analitica qualsia

si facendo ricorso alla (1.2.3) ed alla disuguaglianza triangola

re, si ha

A\ \

plE5E0) 2 Tpe(fE0),F5(83)) 2 u(f (e]),F (2) =

= w(X,y). Quindi dA(x,y) = w(x,y) . C.v.D.

LEMMA 1.4.1. Le applicazioni olomonfe contraggono La pseudo-di
stanza di Kobayashi, cio@ per ogniFeHoﬁfv,D]] nisulta
d, (F(x),Fly) g dv(x,g) per ogni x,y € D.

%

Dimostrazione. Seque banalmente dalla definizione di pseudo-di
stanza di Kobayashi, tenendo conto che ogni catena analitica in D

che congiunge x e y, definisce una catena analitica in D1 che

congiunge F(x) e F(y).
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In particolare si ha che:

a) ogni diffeomorfismo biolomorfo di D in D], € una isometria

per entrambe le pseudo-distanze dD e dD .
1

b) Ogni F e Aut(D) & una isometria per dD .

c) Se D s D], d[J (x,y) < dD(x,y) per ogni x,y € D.

1
1

COROLLARIO 1.4.1.

CD{x,yl < dD(x,y) per ognd X,y € D.

Dimostrazione. Sia f e Hol(D,a). Dal lemma 1.4.1 segue che

d, (f(x),f(y)) ¢ dD(X,y) per ogni X,y € D.

D'altronde dall'esempio 1.4.1

4, (F(x),F(y)) = w(f(x),F(y)), percio

w(F(x),fy) ¢ dp(x.y) per ogni x,y e D.

Cid implica che Sup{w(f(x),f(y)) : f € Hol(D,A)} < dD(x,y) ,

ossta Cp(Xsy) 5 dy(xsy) per ogni x,y € D.

Per conseguenza risulta

CD(x,y) < per ogni x,y e D.
C.v.D.

La pseudo distanza di kobayashi & estremale, nel senso precisato

dal seguente
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LEMMA 1.4.2. Se d' @& una pseudo distanza su D ztale che
d'(4(g1),4(8,)) ¢ wlEy,8,) pern ognd § € Hok(a,D) e per ogni
E156o € A, allora d'g dv.

Dimostrazione. Sia (f.).

€ Hol(a,D) una gqualsiasi catena
Jli=ls.. v

analitica congiungente due punti x e y di D.

Applicando la disuguaglianza triangolare e 1'ipotesi del lemma,

si ha
Y AV

d'(x, o d'(fFL (L) fL(E" T LEL ).
(%y) s I d7(F,(E5) J(E;J)) ¢ 54 w(sJ &5 )

Pertanto d'(x,y) g dD(x,y).
C.v.D.

ESEMPIO 1.4.1°'.
C,(xy) = wlxy) = d (x,y) (x,y € 8) .

Dimostrazione. Prendendo f : ¢ —— ¢ risulta w(X,y) ¢ CA(x,y) .

D'altronde CA(x,y) < dA(x,y) = w(X,y) .

LEMMA 1.4.3. Le applicazioni olomorfe contraggono La pseudo distanza
di Canathéodony, cio€ per ogni F € H0£(D,Di} risulta

CD (F{x),Fly)) ¢ CD(x,y} per ogndi x,y € D.
!

Dimostrazione. Segue banalmente dalla definizione di pseudo distanza di

Carathéodory, tenendo conto che ogni f € Ho](D},A) definisce una

f' = f o F e Hol(D,a).
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In particolare risulta:

a) Ogni diffeomorfismo biolomorfo di D in DT’ & una isome-

e C
D1

tria per entrambe le pseudo distanze C D'

b) Ogni F e Aut(D) & una isometria per CD.

c) Se D “—-— D], CDT(x,y) < CD(x,y) per ogni x,y € D .

Anche la pseudo distanza di Carathéodory é estramale nel senso

precisato dal sequente

LEMMA 1.4.4. Se C' 2 una pseudo-distanza su D Zale che

C'ix,y) > wlflx),6(y))  per ogni § € HoL(D,a) e pen ogni x,y € D,

allorna C' > CD .

Dimostrazione. Segue banalmente dalla definizione di CD .

ESEMPIO 1.4.2. Sia p wuna seminorma continua su E, e sia

Bp = {x ek :p(x)<1}. Per ogni x € Bp risulta

Cg (0sx) =dy (0,x) = w(0,p(x)) .
P P

Dimostrazione.

1° caso. Sia x € Bp con p(x) > 0.

£X applica a4 in B_,

La funzione olomorfa £ r—t
p(x) p

0 ——> 0 e p(x) ¥=—————> x . Percid

Cg (0:%) 5 d (0,%)  w(0,p(x))
p p
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Resta da provare che w(0,p(x)) < CB (0,x). Per i1 teorema

p

di Hahn-Banach, esiste una forma lineare continua x su E
tale che A(x) = p(x) e [x(y)| < p(y) per ogni yeE.

Percid 1 applica Bp in A, 0ssia X € Ho](Bp,A) . Ne segue

che w(0,p(x)) =(X(0}r(x)) < Cp (0,x) .
p

2° caso. Sia x e Bp\~{0} con p(x) =0 .
Per ogni t > 1, consideriamo la funzione olomorfa
ft Tt tE.X

Questa funzione applica 4 in Bp , inoltre ft(O) =0 e

ft( E) = X . Quindi
] ]
Cg (05x) < dg (0,x) = dy (f.(0), £ )) 5 w03 ) =
P p p
] 1y
=3 log + 0 per t ——— + « , Pertanto
]
P 3
CB (0,x) = dB (O,X) =0 = w(0,p(x))
p p

C.v.D.
Pid in generale abbiamo

ESEMPIO 1.4.2". Sfa r > 0 e sia B (x ,r) =(xeE : p(x-x )<r} .

Per ogni x e Bp(xo,r) risulta
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(k%) = dy (o (xgex) = w0, XKL

ESEMPIO 1.4.3. Sia D = A x A. Per x = (E],Ez) e x'=(€i,£é)

punti di D, si ha

CD(X,X ) = dD(X:vX ) = maX{w(E}:g}):w(gzﬁgz)} .

Dimostrazione. Consideriamo i1 caso in cui g1 = = 0.

52

Sia p: € x¢(C > R 1la norma definita dalla

(5],62)~—————¢ max{lé]l, |62I}. Chiaramente

D=Axa4-= Bp = {y € ¢2 : ply) < 1}, percid applicando 1'esempio
1.4.2 abbiamo

Cpl0sx") = dp(0,x") = w(0,p(x")) = w(0,maxi|e],]e,[3) =

= max{w(O,gi), w(O,g;)}. La conclusione, per il caso in cui

x = (£7,8,) # (0,0), segue dal fatto che i1 gruppo Aut(a) x Aut (a)

opera transitivamente su D Tlasciando invarianti CD e dD'

C.v.D.

PROPOSIZIONE 1.4.1. Le gunziond C_, : D x D

D >R+ e

d, : Dx D —> R

0 + Aone continue.
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Dimostrazione. Sia p una semi-norma continua su E.
Dato xo € D, essendo D aperto, esiste r > 0 tale che

Bp(xo,r) c D.

Dal Corollario 1.4.1° e dal Lemma 1.4.1 segque che

CD(XO’X) < dD(xoax) 5 dBp(xo,r)(xO!x) 2

d'altronde dall'esempio 1.4.2' seque che

P(x-x)
d, ,. (x ,x) =w(0, ———— ) . Pertanto le funzioni
B (xo,r) 0 r
X r— CD(xo,x) e X h~w—v——%dD(xo,x) sono continue.

Inoltre per xo,yo,x,y in D si ha:

|CD(X0’y0) = CD(x’y)I 5 |CD(XOSX) + CD(x,yO) - CD(X,y)| S

sICD(xo,X) + Cp(x.y) + Cylysy ) - CD(x,y)I = Cylx ox) + Coly»y) >
analogamente
|dD(x0,y0) - dD(x,y)| < dD(xo,x) + dD(yo,y) . Quindi possiamo

in definitiva concludere affermando che le funzioni CD e db S0
no continue su D x D.

C.v.D.

LEMMA 1.4.5. Se D 2 un dominie Limitato di E, allora CD
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e dD definiscono su D La topologia relativa.

Dimostrazione. Sia X, e De, per s > 0, sia

X ,X) < s} .

S(xo,s) = {xeD: dD( o

Per provare il lemma 1.4.5 riferito a dD’ é sufficiente provare

che per ogni intorno U di X in D esisteun s >0 tale che

S(xo, s) ¢U. Sia p una semi-norma continua su E e sia r >0

tale che Bp(xo,r) c U. Essendo D 1limitato, esiste R > 0 tale

che D C Bp(xO,R). Dal Temma 1.4.1. e dall'esempio 1.4.2' segue che:

P(x-x.)
dD(xo,x) > dB (x ,R)(XO’X) = w(0,-ﬂ§—-~ ) =
D' o
+o0 1 p(x-x ) ent] p(x-x )
-3 0 N 0
2n+1 R ‘ i R
n=0

% , risulta quindi

Per ogni x € S(xo,s), con s

=r cioé S(xo,s) c,Bp(xo,r)

r
p(x-x ) s R dp(x ,x) < R- =

con Bp(xo,r) ¢ U. In modo analogo si opera per CD.

C.v.D.

COROLLARIO 1.4.2. gotto fe stesse ipotesd del Lemma 1.4.5.,

entrambe Lo pseudo distanze C, e dj sono distanze.

DEFINIZIONE 1.4.1. Se dD € una distanza, D si dice iperbolico.
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PROPOSIZIONE 1.4.2. Se D 2 una varietd complessa o unc Spazic
analitico, Apenbolico, di dimensione finita, allona La topologia
deginita da dy ¢ equivalente alla ftopologia relativa di D.

Questo risultato € dovuto a Barth ( per la dimostrazione si pud

consultare [1] ).

ESEMPIO 1.4.4.

Dimostrazione. Considerando la semi norma p =0, si ha

Bp = E e quindi dall'esempio 1.4.2 segue che dE = CE= 0 .

ESEMPIO 1.4.5. Se M & varieta complessa sulla quale opera

transitivamente un gruppo di Lie complesso G, allora dM =0 (e

quindi CM =0) .

Dimostrazione. Per ogni p e M, consideriamo U intorno di p
tale ogni q e U sta nell'orbita passante per p di un sottogrup
po complesso ad un parametro di G. Segue che per ogni q e U, esi

ste una F e Hol( €,M) con p,q e F(€). Quindi
dM(DDq) = dM (F(Z])SF(ZZ)) S d@(z]izz) = 0 H CIIOé dM(p)q) = 0 *

Siccome ogni coppia di punti p,q € M possono essere congiunti
con una catena di intorni del tipo U, applicando la disuguaglian

za triangolare segue che dM(p,q) = 0 per tutti i p,q € M.
C.v.D.

OSSERVAZIONE 4.

Da un classico teorema di Bochner e Montgomery seque pertanto
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che dM= 0O per ogni varieta complessa compatta omogenea. Ad esem.

pio dM =0 se M & uno spazio proiettivo complesso o un toro

complesso.

Per trovare esempi in cui dD # CD consideriamo il caso in

o

cui D una varietd complessa (di dimensione finita), ed esa-
miniamo i rivestimenti (per le nozioni concernenti i rivestimen-
ti cfr., ad esempio, [12]).

V)

Sia ©n : D

> D un rivestimento di D.

u
LEMMA 1.4.6. Siano x,y € D, scegliamo un X eD zale che
Y]
m({x) = x . Risulta

-1
dylx,y) = mg{%&,b) cyen (g}

Dimostrazione. Intanto, siccome = & una applicazione che con
Ny
trae le distanze di D 1in D, risulta

dpy(x.y) < infldy(%y) : ¥ en (¥))

Supponiamo che esista una ¢ > 0 tale che

N N -1
dD(x,y) + e < inf{dﬁ(x,y) tyen (y)} o, (1.4.1)

Dalla definizione di dD segue che esiste una catena analitica

congiungente x e y in D, la cui lunghezza €& minore di
d_(x,y) + €, cioé esistono gi,ag, o8 JE e n, fy, ... f € Hol(a,D)
D v v

tale che fl(éi) =, (8) = f. (¢

J'7 j+1 ) (3= 1,0.00=1) ,f (£") =y

Jj+1 WARSY:
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e

e <

jE o (gé,g;) < dD(x,y) + e¢. Poiché =« @& un omomorfismo To-

cale, scegliendo opportunamente la catena, possiamo definire una
"
catena analitica in D 1in guisa tale che

ue " _ v v Ay

Fj € Hol(a,D) (3 =1 ...,v) , mo fj = fj,fT(gl) = X ,

L Y . n "N

fj(gj) = fj+1 (gj+1) (3=1,2,...,v-1) , fv(gv) =y . Pertanto
N V . ..

dB(x,y) < T w(gl,gh) < dD(x,y) + € in contraddizione con la

(1.4.1) C.V.D.

OSSERVAZIONE 5. I1 lemma 1.4.6. non vale per C

D -
LEMMA 1 4.7, Se D ha dimemsione finita, allora D & Aperbo-
v
Lico se, e so0ko se, D @& Aiperbolico.

"
Dimostrazione. Sia D iperbolico, x,y € D tale che dD(x,y)=O.

n -1
Preso x e m (x); per i1 lemma 1.4.6 esiste una successione

y e '1() tale che Tim d¥(y. ,X) = 0. Quindi {y }
™ . = R
N y Im dy Yy sX) Quindi {yv converge
v
a x (infatti essendo dim D < =, basta applicare la proposizione

", Y]
1.4.2). Ne seqgue che x = n(x) = 1im n(yv) = 1imy =y . Percid

D e iperbolico.

oy

Y
Sia ora D iperbolico, e siano x,y € D tale che dB(},y) =0 .



Posto x = n(X) e y = n(y), @& dp(:y) =dD(ﬂ,(§),ﬂ(§)) .

. - . . - . " L )
Siccome D & iperbolico, e x =y, 0ssia x e y si trovano

sulla stessa fibra di .

Tenendo conto della proposizione 1.4.2, consideriamo un intor

Y n v

v
no U di x in D tale che 7 sia un diffeomorfismo di U su

Y] v
m(U), con w(U) e-intorno di x in D rispetto a dD cioé
Y v "y
w(U) = {zeD: dD(x,z) < ¢}. Essendo w(x) = n(y), per provare

s
che ; = ; basta provare che ; e U. Essendo dB(;,;) = 0, esiste

- - q} '\J - r‘-’ - - .
una catena analitica da x a y 1in D 1la cui Tunghezza & minore

di e . Cioé esistono

ot

E1 &1y -8 L E" € A, e fi..., fv e Hol(a,D), tale che

\Y) \Y)

) (G =12, v=1), F(EY) =y,

, f.(gh) =f (Ej” L&

NARS MR B

e I w(gj,gg) < e. Sia Kj 1'arco di geodetica da gé a g

j=1 J
v
in A perogni j =1, ...,v. Indichiamo con £ 1'arco di curva
N N v )
d x a y in D, ottenuto dalle curve f,(2;), ....f (£ )

v \Y

Siccome Ei (j = 1,...,v) sono geodetiche in A e 1w o fj(j=1,...v)

(%

. A
sono applicazioni che contraggono le distanze, per ogni z € £:

u
Z

1 <

)) < d¥(X,2) <

do(x,m(z)) = dﬁ(w(k),n( . $hpelesael) < e
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ny v
Quindi £ = «(£) & contenuta nell'e-intorno =(U) di x, e quindi
v Y A" n,
£ & contenuta in U. Pertanto y e U.

C.V.D.

ESEMPIO 1.4.6. a) Se D & un toro complesso di dimensione n,

il rivestimento universale di D & ¢n. Quindi dD = CD =0 .

b) Se D & una superficie di Riemann compatta

di genere > 2, il rivestimento universale di D & A. Quindi

o
[1+]

é iperbolica.
c) Se D & la sfera di Riemann P](E), e

dD = CD = 0, come abbiamo gia osservato.

d) Se D & una varieta compatta, C, = 0 per il

D
principio del massimo.

Vogliamo costruire ora esempi in cui 0 # CD # dD .

DEFINIZIONE 1.4.2. Sia D iperbolico. D To diremo completo se

é completo rispetto a dD, cioé se per ogni x € D e per ogni

r >0 Tlapalla chiusa di centro x e vraggio r & un sottoinsie

me compatto di D.
. . e s P . S
Ad esempio, la distanza di Poincaré in a(o in = ) & completa.

La definizione data & equivalente a quella usuale in termini
di successioni di Cauchy, cid perd non vale in generale per una di

stanza qualsiasi.
PROPOSIZIONE 1.4.3. Se D ha dimensicne finita, allora D
Ny
¢ Lperbolico completo, se e solo se,D ¢ iperbolico completo.

v
Dimostrazione. Sia D iperbolico completo. Dal lemma 1.4.7. D
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é iperbolico e per la proposizione 1.4.2 1a topologia definita

da d_. & equivalente a quella relativa di D.

D
N v Voo N
Fissato x e D, sia Br = {yeD: dg(x,y) < rl Tla palla di
centro x e raggio r. Sia Br la palla di centro x = n(;) e D
- . I\J
e raggio r per dD. Dal lemma 1.4.6, abbiamo Br C n(Br+€) per

" Ny
e > 0. D'altronde essendo D completo, Br+e sara compatta per

cui la palla chiusa Br sard pure compatta. Pertanto D & completo.

v
Sia ora D iperbolico completo. Proveremo che D & completo

in termini di successioni di Cauchy. Consideriamo dunque una succes

v
sione {ti} di Cauchy in D. Poiché n contrae le distanze,

allora {n(;i)} € una successione di Cauchy in D, e quindi

"
{"(xi)} converge a un punto x e D. Sia U un 2 e-intorno di

x in D con e >0 sufficientemente piccolo, allora = induce

un omeomorfismo di ogni componente connessa di =« (U) in U .
: . \ L
Sia N un intero tale che W(xi) e U' per ogni i > N, ove

U' & 1'e-intorno di x 1in D, ne seque che ogni punto fuori di U
"y
e almeno a distanza ¢ da ﬂ(;i) .Indichiamo con Ui la componen

-1
te connessa di n© (U) contenente %1. Facciamo vedere che per

4"
ogni i >N, lepalle {y eD: dB(Qi,}) < e} sono contenute negli

A" 4"
. " Ny .
U1 . Sia y, € D con dg(xi,yo) < ¢, allora esiste una catena

' "y
analitica {z,, ..., fU} da X, a ;0 di Tunghezza minore di ¢,
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N
cioé tale che j§1m(£3,€3) < e. Indichiamo con zj 1'arco geo-

. v v n
detico da gé a gg e con ¢ la curva da X; @ Yo ottenuta

-

dalle curve f,(¢;) ... fv(ﬂv) in D. Dalla costruzione fatta
v
seque che p = n(pg) @ contenuta nell'e-intorno di w(%i) e quindi
MY Y
in U. Pertanto f & contenuta in Ui e quindi ;O e U. . Ora

1

u
4 . . Ny . oo
detto x i1 punto di Ui con w(x) = x, la successione {Xij

v
converge a X .

C.vV.D.

ESEMPIO 1.4.7. Sia A* = M{0}. Per i1 teorema di estensione

di Riemann CA¢ = Cﬁ . Quindi C&* non € completa.

iperbolico completo. Infatti 1'applicazione

D

*
D'altronde A

+ .
> A* tale che ¢ +—— e"mg

. +
p :om , definisce =w come

. . s e N
rivestimento a infiniti fogli di &

Siccome . é iperbolico completo, per la proposizione 1.4.3.
A* é iperbolico completo.

. * . ) )
In definitiva A & un esempio per cui:

0 # CA¥ # d&*

ESEMPIO 1.4.8. Per a,b 1in €, a #b, € v\{a,b} @& iperbolico

completo, (cfr.[4] pag. 61) .

TEOREMA 1.4.1. Sia D un dominio Limitato dé E spazio di Banach

complesso. Se D 2 omogeneo [L.e. Aut(D) & transitivo) allcra CD

e dD sono Jdstanze complete.
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Questo risultato dovuto a J.P.Vegué (cfr.[16] pag. 279) vale
anche per domini limitati in spazi vettoriali complessi di
Hausdorff, localmente convessi, localmente limitati e completi

per successioni (cfr. [14] prop. 2.4.) .

§ 1.5, APPLICAZIONI.

Le distanze di Carathéadory e di Kobayashi hanno suggestive
appTicazioni all'analisi complessa ed all'analisi funzionale. Ne
indichiamo alcune, rinviando per maggiori dettagli, nonché per

altre applicazioni, a [13],[14],[4]

[) TEOREMA DI PICARD. Ogni applicazione olomorga 4 : € » @ ~ia,bt

con a,b e €, a # b, ¢ una applicazione costante.

Dimostrazione. Sia D = €~{a,b}, e sia f e Hol(C,D)

Dal Temma 1.4.1 segue che, per x,y € (C,

dy(F(x),F(y))

PA

qx(x,y) = 0 . Poiché D e iperbolico (esempio 1.4.8)

risulta f(x) = f(y) per ogni x,y € € e quindi f & costante.

Questo e il cosiddetto "piccolo" Teorema di Picard.

GRANDE TEOREMA DI PICARD. Se { ¢ una applccazione clomorfa di

[ . ] . . -
e el :0<lg] <Ry —= P (G) - {3 puntd}, allora 4 pud essene
. . ‘ . I
estesa a una applicazione olomonga di {¢ € € : |¢| < R} —= P (C].

Questo teorema pud essere dimostrato ancora mediante le distan

ze di Kobayashi. Si veda in proposito la monografia [4] .
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Tale teorema & un caso particolare del seguente problema generale:

Sda X una varceta complessa e Y una sotlovardietd Lperbolica ne

~=f

Lativamente compatta. Data 4 € Hol (& € @ : 0 < |g| < R},Y)
possibile estendene 4 An un elemento di Hol({c € € : |g| < R},X)?

La risposta & affermativa solo in casi particolari. Si veda in pro

posito la monografia [4] .

IT) AUTOMORFISMI DEL DISCOUNITA' IN CERTI SPAZI DI BANACH.

Sia (M,z,u) uno spazio di misura. Cio& M sia un insieme, &

una o-algebra di sottoinsiemi di M, e u una misura positiva

su  =.
Sia E = L](M,E,u) e B 1la palla unitaria aperta
B={xekE: [[x||=] [x|du<1}
M
Se M= {a}, E pud essere identificato col piano complesso.

Se M= {a,b} con wu(a) = u(b) =1, allora E pud essere identi
)
ficato con @2 e la palla B = {(£,,86,) € & = [g;] + |e,| <1t .
TEOREMA 1.5.1. Se dimEE > 1, ogni automongismo olomongo d

di B Lascia gissa £'ondgine (e quindi, pen L teorema di H. Can
tan, 4 @ La reatrnizione a B di una Lsometria Lineare di £ su
di s€).

I1 teorema 1.5.1. trovasi in [13]

Per M = {a,b} e quindi per L = @2 il teorema 1.5.1 & sta

to provato da Kritikos nel 1927.
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[T risultato del teorema 1.5.1 & conseguenza di alcune pro
prieta per le distanze di Kobayashi e di Carathéadory 1in do-
mini di spazi di Banach complessi. Nella dimostrazione si uti-

Tizza la nozione di curva geodetica complessa in B8: sia

g: & - B una applicazione olomorfa tale che g(0) = Xy allo

ra

w(0-2) = Colx »9(c))  per ogni ¢ e s ;

se vale T'uguale per ogni ¢ € 4, v = g(A) si dice curva
geodetica complessa per X,
Per ogni x € B, x # 0, 1'immagine di A per 1'applicazione

3

[ Ixt

lineare £ X e 1'unica curva geodetica com
plessa per 0 contenente x.

I1T teorema 1.5.1 vale anche per 1 <p< 2 € 2<pc<w®,

Per p =2 1] teorema non vale in quanto il disco unita aperto

di ogni spazio di Hilbert & omogeneo.

§ 1.6. METRICHE DIFFERENZIALI DI KOBAYASHI E DI CARATHEODORY.
Con le stesse notazioni del §1.4 sia D un dominio di E.

Le considerazioni che seguiranno si estendono al caso in cui
D € una varieta complessa. E & allora lo spazio tangente a D

in  x.

LEMMA 1.6.1. Date x e D, v e€eE, go e A, esistone h € Hol{a,D!

e te € tale che h{gol =x ed h(golr = v,
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Dimostrazione. Per ogni intorno aperto U di x 1in D, esi

ste una seminorma continua p su E tale che Bp(x,]) cu.

Se p(v) > 0, prendiamo k e Hol(C,E) definita da

Risulta k(a) C U e quindi k|A e Hol(a,U). Inoltre k(0) = x,

v. La funzione h definita da

dk (0)p(v) = p(v)k'(0)

h(g)

"
-~
——
oy
1
fiaa]
o
| ——

2
e il vettore 1= p(v)(] - 1£0| ) verificano i1 lemma, nel ca-
so p(v) > 0.

Se p(v) = 0, basta prendere 1a funzione h € Hol(a,D) defini-

ta da

h(g) = x + ————— Vv (£ € A),

2
cont= (1 -fg |)

C.vV.D.

Dal lemma 1.6.1 segue che ha senso porre

X(x,v) = inf @ (1.6.1)
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dove 1'estremo inferiore & preso su tutti i e @, £ € A,
h e Hol(a,D) con h(g) = x e dh(g) t=v.

Siccome A @ omogeneo e gli elementi di Aut(a) sono isometrie
per la metrica di Poincaré, possiamo mantenere ;e s fisso nel

la (1.6.1). In particolare scegliendo ¢ = O, abbiamo
X(x,v) = inf{l-|: re €, h € Hol(a,D),h(0) = x, dh(0) t= v} .

La funzione

- R
+

X :DxE

si chiama metrica differenziale di Kobayashi in D.

Sia h € Hol(s,D) una funzione che verifichi il lemma 1.6.1,

e sia g € Hol(D,s). Allora

dg(x)v = dg(h(e ))-(dn(= ) = d(geh)(z Jr

3
0
Siccome goh e Hol(a,n), dalla 2) del lemma di Schwarz-Pick

(cfr. § 1.2) segue che

1dg(x)v]| ld(goh) (£ )T (o) (e )] Il

0 0
1 -] (x)32 : 1 -laoh( )[2 ) 1 -lgeh(z )] S T - -
1g(x) lgeh (e 'geh(e )| XN
cioé
< dag(x)v> < <T>
TCOEI .

per ogni funzione h e Hol(a,D) che verifica il lemma 1.6.1.
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Quindi

< dg(x)v> < R(x,v) per ogni g e Hol(D,a).

g(x)

Pertanto i1 numero  vy(x,v) € R+ definito dalla

y(X,y) = sup{<dg(x)v> : g € Hol(D,a)}

9(x)
verifica la disuguaglianza
v(x,v) < R(x,v) (x € D,v € E) (1.6.2)
e percio & finito.
La funzione vy : D x E > R+ si chiama

metrica differenziale di Carathaodory in D.

Per a e C:
X(x,av) = [a[X(x,v) e ~v(x,av) = |a| v (x,v) .

Inoltre, per v],v2 € E :

y(x,v]+v2) < y(x,v]) + y(x,vz),

(non si sa se una simile disuguaglianza vale anche per X).

p 6.1, g4 L i 3
ROPOSIZIONE 1.6.1. 844 D, un dominio di E . Per ogni

F e HoE(D,DIJ, X €D, vetE, risuwlta

KD](F(X),dF(x)V) < KD(x,v) e YD](F(X),dF(x)v) < YD(x,v) )
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Dimostrazione. Segue banalmente dalle definizioni.

In particolare, se F € Aut(D), allora

KD(F(x),dF(x)v) = KD(x,v) e YD(F(X),dF(X)V) = YD(x,v)

ESEMPIO 1.6.1 Sia E=C , D =A. Presa g : §g—> ¢, €

T
vp(8) 2 cdglB)r 2y = =T
1-1¢g]
Poiché dg(g)r = v, & anche
)} T |
(e7) ¢ ——
A -
1 -lg]
Quindi dalla (1.6.2) abbiamo
Y
Y&(E,T) =X’,\(51T) = —— , (£ €ea, ¢ el (1.6.3)
i 1 -lg|
In generale per by = {t e : |g] <R} abbiamo
Rit |
Y, (g,r) = KA () = s ,(E € bp s € ) (1.6.3")
R R R - |g]

LEMMA 1.6.2. Sia p una seminoama continua su € e

B =B (0,1) = {xeE : plx) <1} . Allcra
P )2

vg (O,vl = kB (0,v) = plv] pern ogni v € E,
P P
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Dimostrazione. Supponiamo dapprima p(v) > 0. Per il teorema
di Hahn-Banach esiste una forma lineare continua X su E tale

che

A(v) = p(v) e IA(y)] < ply) per ogni y e E.

Quindi X e Hol(Bp,A) . Sia h:as— Bp definita dalla

v €

h(g) = v, & heHol(a,B) , h(0) =0, n(p(v))

Dalla 1.6.3 e dalla proposizione 1.6.1 segue :

p(V) = v, (0,p(¥)) = v, (1(0) 32 (¥)) = v, (A(0),dA(0)V) 5 vg (0.V) s
P
< Ky (0,v) = X (n(0),dh(0)p(v)) < K (0,p(v)) = p(v) .

~ B
P P

Quindi Vg (0,v) = KB (O,v) = p(v) .
p P

Consideriamo ora il caso in cui p(v)

h, e H01(A,Bp) definita da h_(g) = t ¢ v. Allora

0. Sia t > 1, e sia

t t
vo (0,v) € K (0,) = K (h (0),dh (0) ¥ ) s K (0,7 ) =1
B ‘- B’ B Ut s A Tt
p p p
ma % >0 per t >+, percid g (O,v) = RB (0,v)=p(v)=0



- 37 -

Per ogni R > 0, posto Bp(O,R) = {x e E : p(x) < R} abbiamo

I
>

o) = 2 per ogni v e E. (1.6.4)

O,v) = R

Y (
B (0.R)

2
ESEMPIO 1.6.2. Per (g,,6,) €D =ax0, (t,5t,) el , si ha

Y ((51’52)3 (TlsTQ}):K

AXA ((E1:5,)5(t1512)) = max(<t >

AXA 2/ £y

Dimostrazione. Consideriamo il caso in cui ¢, = ¢, = 0 .

Sia p: € x ¢« > R la norma cosi definita:
((51952)'*”““*”“”13)({]61[,552]} .
Chiaramente D =24 x A =8B =1{y e : n(y) <1}, percid

dal lemma 1.6.2 abbiamo

((030)9(T19T2)) =K ((030)3(71=T2)) =P ((1151’2)) =

Y AxA AXD

= max{| |,/ 1,|} = max { T, <m )

La conclusione, per il caso in cui (%,.£,) # (0,0) segue dal
fatto che i1 gruppo Aut(D) opera transitivamente su D lascian
do invarianti

vpoe Ky

C.vV.D.
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LEMMA 1.6.3. Skano D e D, domint nispettivamente di E ed
E,. Per (x,x;) e D xD; e (v,vy] € ExE nisulta

Kpp, ]y 0,00 )= max Bplx vl Ky (x o)

Dimostrazione. Siano F ed F, le proiezioni di D x D; ri-

spettivamente su D e D, . Dalla proposizione 1.6.1. segue

)(D(x,v) = Ky (F(xox) s dF(x5x)) (V,vy)) 5 Xonl((x,xl),(v,vl))

KDl(Xl’vl) = XDl(F1(X>x1):dFl(xsX1)(V1V1)) $ xDxnl((Xaxl)s(V,Vl)) .

Percio
KDXDI((x,xl),(v,vl)) > max{XD(x,v),KDl(xl,vl) . (1.6.5)
Sia h e Hol(a,D) (h, € Hol(a,D,) tale che

h(0) =x e dn(0)r =v (h(0) =x,  dh (O)r, = v,)

con tel (v, € C). Applicando ancora la proposizione 1.6.1 e

successivamente 1'esempio 1.6.2, abbiamo

AxA((0,0),(1,11)) = max{|7|,]t ]} -

KDXDl((szl)’(stl)) S X

Passando quindi agli estremi inferiori abbiamo
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KDxDl((X’xl)(V’Vl)) < max {KD(x,v),KDl(xl,vl)} ) (1.6.6)

Dalla (1.6.5) e dalla (1.6.6) risulta
xDxDl(x’xl)’(V’Vl)) = max{XD(x,v),xDl(xl,vl)} . C.V.D.

LEMMA 1.6.4. Pen ogni >0, essste un intorno V do (0,0) 4an
Bp{O,R)xE tale che

Xz (o,r) V) < e
P

pen ognd  (x,v] € V .

N o

Dimostrazione. Consideriamo 1'intorno V = Bp(O, ) X Bp(o, ——%—) _

Per x € B (0;8) e veB (0, R__e ) la funzione f e Hol(a,E)
pr 2 p 4
definita dalla
flg) = x + 28 v
€
applica 4 in B (O,R). Siccome f(0) = x e df(O)-% = v,
dalla proposizione 1.6.1 abbiamo
£ £, €
KB (O,R) (X,V) KB (O,R)(f(O),df(O) '2- )< KA(Oa 5 )" 2 < €
C.v.D

LEMMA 1.6.5. S<a D un dominio di E. Pen ogni x € D
yv{x,-}é una seminoma continua su E. Se D ¢ Limitato, ¢ se p
¢ una seminoima continua su E  tale che Bp(x,R] CD perun

R>0 e un KED,&&@M,YDuf) ¢ una seminomuma equivalente

a p.
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Dimostrazione. Per x e D, esiste una seminorma continua
p su E eun R >0 tale che Bp(x,R) C D. La traslazione

che porta y in x+y , applica Bp(O,R) in Bp(x,R).

Applicando la proposizione 1.6.1 e la relazione (1.6.4), ab-

piano splon) €1 (g oY) =g (0,00 2L

per ogni v € £, cioé

YD(XsV) < pév) per ogni v e E.

D'altronde YD(x,av) = [a{yD(x,v) e YD(x,v +V,) < YD(x,v)+

+YD (x,vy) , percid YD(x,-) é effettivamente una seminorma
1

continua su E.

Sia ora D Timitato. Allora per ogni seminorma continua p

su E esisteun R' >0 taleche DC Bp(x,R') con x €D,

quindi per la proposizione 1.6.1 risulta

X,V) = pLv) per ogni v € E .

(x,v) R

VW

YBp(x,R')(

D'altronde se p & tale che esiste un R > 0 per cui

Bo(x,R) Cc D, allora vale

YD(x,v) < ﬂ—EéXl— per ogni v € E.
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Percid abbiamo

b(v s YD(X,V) < ~E%!l per ogni v € E,

cioé yD(x,-) @ una seminorma equivalente a p.

C.v.D.

§ 1.7. METRICHE INTERNE

Ricordiamo 1a noziore di metrica interna, rinviando per maggio

ri dettagli a W. Rinow [7].

Sia X wuno spazio metrico connesso con una pseudo-distanza d.
Data una curva o : [a,b] — X, la sua lunghezza & per definizio-
ne

L(o) = sup Z.d(o(t, a(t.
(0) = sup z.d(0(t; ;)s0(t,))
dove 1'estremo superiore € preso rispetto a tutte le suddivisio-

ni di [a,b].

La curva o si dice rettificabile se L{o) < =

Lo spazio X si dice finitamente connesso per archi se ogni

coppia di punti pud essere congiunto da una curva rettificabile.

Definiamo su X 1la pseudo-distanza d' 1indotta da d, median

te la

d'(x,y) = inf L{o)

dove 1'estremo inferiore & preso rispetto a tutte le curve retti

ficabili che congiungono x e y.
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Per la disuguaglianza triangolare é

d(x,y) < d'(xy) .

Se
d(x,y) = d'(x,y) per ogni x,y € X,

d si dice pseudo-distanza interna.

LEMMA 1.7.1. Sia D un domindio di E (oppure una varieta com

plessa connessal. La funzione p DxE - R+ (v. : Dx T(D) ~» R+)

D
¢ Localmente Lipschitziana.

Dimostrazione. Omessa.

LEMMA 1.7.2. Per un D come nel Lemma precedente, £a funzione

XD :Dx £ -~ R, (K : D x T(D) - R} 2 semicontinua superion-

mente.

Dimostrazione. Omessa.

Per la dimostrazione del lemma 1.7.1 e del lemma 1.7.2 si

rinvia i1 lettore a [14] .

Preso D come nei due lemmi precedenti, sia £ una curva dif
ferenziabile a tratti in D, e sia o : [a,b] —— D una rappre

sentazione parametrica differen}iabile a tratti di £ .

Per i1 lemma 1.7.1 possiamo definire la "lunghezza" di £ ri

spetto a con

"D
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b
L (0) = [plo(t)so(t)) dt
o
Siccome yD(x,av) = %alyD(x,v) , Ly(ﬂ) non dipende dalla rap

presentazione parametrica differenziabile a tratti o.

I1 dominio D, essendo connesso e localmente connesso per ar-
chi, & connesso per archi. Quindi comunque prendiamo x e y in
D, questi si possono congiungere con una curva differenziabile in

D.

Per x,y e D, definiamo

C.(x.y) = inf L (£)
D Y

dove 1'estremo inferiore € preso rispetto a tutte le curve diffe
renziabili che congiungono x e vy in D. Dalla continuita di

YD(CfF- lemma 1.7.1) segue che cid & lo stesso che fare 1'estre-

mo inferiore rispetto a tutte le curve differenziabili a tratti
v

che congiungono x e y. Quindi CD @ una pseudo-distanza.

Per £,,&, € A, applicando la (1.6.3), abbiamo

" b - b
C (8155;) = inf g v, (o(t),0" (t))dt = inf g < o' (t) 5yt = ulEng),
0ssia

C,(e1582) = wl(Ey,8y) = C (£),8,)

Quindi per ogni f € Hol(D,A) e per ogni curva differenziabile a
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tratti g congiungente x e y in D, dalla proposizione 1.6.1,

abbiamo

< YD(o(t),o'(t))dt. Prendendo 1'estremoinferiore rispetto a

QO

tutte le curve differenziabili a tratti congiungenti x e y

in D, si ha

w(f(x),f(y)) < Colxsy)

Prendendo ora 1'estremo superiore rispetto a tutte le
f € Hol(D,A) si ha

N

CD(x,y) < CD(x,y)

Abbiamo visto che due punti x e y in D si possono con-
giungere con una curva differenziabile £, espressa da una funzio
ne differenziabile o : [a,b] - D. Per il lemma 1.7.2 possiamo

definire la lunghezza di £ rispetto a KD con

b
K@) = Jylole),a'ke))at

Siccome RD(x,av) = ia[KD(x,v), L,(¢) e indipendente dalla

m
rappresentazione parametrica differenziabile o.

Per x,y € D definiamo
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i

dD(x,y) = inf LKLE)

dove 1'estremo inferiore & preso rispetto a tutte le curve dif-
ferenziabili che congiungono x e y in D. Dal lemma 1.6.4
seqgue che cid € To stesso che fare 1'estremo inferiore rispetto

a tutte le curve differenziabili a tratti congiungenti x e vy

av
in D. Quindi dD(x,y) & una pseudo-distanza.

Si dimostra (cfr. Teorema 7.4 di [14]) che

A\

dy(x5y) = dp(x.y) per ogni x,y € D,
cioé la pseudo-distanza di Kobayashi & la forma integrata di XD.

Tale risultate mostra che dD & ura distanza interna se D é

iperbolico.



- 46 -

CAPITOLO II

DISTANZE INVARIANTI NEI CONI CONVESSI.

§ 2.1. DISTANZE "TIPO-KOBAYASHI" E "TIPO-CARATHEODORY"

Le estensioni delle distanze di Carathéodory e di Kobayashi,
possono essere "schematizzate" come segue:
Per definire distanze "tipo-kobayashi" o "tipo-carathéodory" su

un insieme o , & necessario disporre anzitutto di:

i) Uno spazio metrico A con distanza dA , per i1 quale sia

assegnato un semigruppo SA di applicaziort: & - A (per 1'ope
razione di composizione di funzioni) dotato di identita, e per il
quale valga un "lemma di Schwarz":

. . . \
Per ogni f e SA, risulta da(f(tl)’f(t2)) < da(t}’tZ‘

per ogni t]t2 € A.

Sono dati inoltre:

ii1) Una famiglia A di applicazioni f : A - & con le quali si

possono reaiizzare "catene analitiche" cioé:

dati x,y € 9, esistonovelN , t,,t) ...t',t"ea , f....f eA

1
vy ] Vv

(0 ) (5= 1yeuuyv-1) 4 f (E") = y.

Jj+1 vy

con f_ (t!)y = x, f.(t") =
JE) = %, F(e)

f
1 j+1

La famiglia A deve essere invariante per composizione a sini

stra con gli elementi di S

L

i11) Una famiglia B di applicazioni h : @ - 4, invarianti per

composizione a destra con gli elementi di SA
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iv) Un semigruppo SQ con identita di applicazioni
g: Q>0 tale che per ogni g € SQ, heB, feA:hogofe SA.
In queste ipotesi si definiscono una pseudo-distanza "tipo

Kobayashi" dq e una pseudo-distanza "tipo Carathéodory" CQ in

Q , le quali verificano le proprieta:

I) CQ(x,y) < dw(x,y) per ogni x,y € 2, per ogni g e S_ .

IT) dﬂ(g(x),g(y)) < d_(x,y) per ogni x,y € @ e per ogni g e SQ,

CQ(g(x),g(y)) < Cq(x,y) per ogni x,y € @ e per ogni g € S _.

I11) dQ(f(t1),f(t2)) < d&(t1,t2) per ogni f € A e per ogni t1,tzea,

Ca(h(x),h(y)) ¢ C(x,y) per ogni heB e perogni x,y e

IV) Se =4 C e d_ coincidono con dA

Discuteremo un esempio, costruendo delle metriche invarianti

in coni convessi .

: * . . . . . . o
Sia 4 = R+ i1 gruppo moltiplicativo dei numeri reali positivi,

con la misura di Haar t-1dt .

. * . ) .
Per ogni t},t € R+ definiamo distanza o(t],t la misura

2 2)

dell'intervallo determinato da t] e t2, cioé

t,

o(t,.ty) :{ i | . l Tog — (2.1.1)

4
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LEMMA 2.1.1.("Lemma di Schwarz"). Per ogni applicazione ajiine
* * , S .
§: R>R Zake che IR ] CR,_ e perogni t),t, € R, s& ha:

o(4(Z),40£,)) < olt,,1t,)

*
Se 4 ¢ una traslazione del gruppo moltiplicativo R, vate
L segno di uguaglianza Ldenticamente. Se vale (£ segno di ugua-
gllanza pern una coppia t,, £, di punti distintd, § & una tra

slazione.

Dimostrazione. Una funzione affine f : R - R che applica

Rt in Rf & del tipo f(t) =at+8 con o 30,830, a+8>0.
Supponiamo t, > t, , allora
t2 f(tz) B(tz - t1)
) - 0
t, " f(ty) t (o t,+8)

Poiché log & una funzione crescente segue che o(f(t,),f(t,)

<
[N

o(t,,t;) . Se f @& una traslazione nel gruppo Rf, allora 8=0

AN

e quindi o(f(t,),f(t,)) = o(t,,t,).

Viceversa se vale 1'uguaglianza per due punti tistys 7 Ty,

[l

B =0 e quindi f & una traslazione.

C.v.D.

Sia E uno spazio vettoriale reale localmente convesso di
Hausdorff, e @ un cono (i.e. se xeq allora txea per

ogni t > 0) convesso aperto di E, o # {0}.
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Sia A

n

(f e AFF(R,E) : f(R:) Cal , cioé

A={f .. f(t) = tv +w con v,w € E tale che
f(t) e q per t > 0} .
Vale la condizione ii), cioé due qualunque punti x,y in @
possono congiungersi con una "catena affine”.
Usando le stesse notazioni di i), definiamo una pseudo-distan

za "tipo-kobayashi" con

d (x,y) = inf{o(ti,§;)+ ce ot o(t;,t:)} per ogni X,y € @

o

dove 1'estremo inferiore €& preso su tutte le possibili scelte

di vyt et e f

Sia B = {h € Aff(E,R) : h continua, h(Q) C Ri} .
Definiamo una pseudo-distanza "tipo-Carathéodory" con
Cg(x,y) = sup{o(h(x),h(y)) : h € B} per ogni X,y € Q.

Naturalmente CQ e una pseudo-distanza se CQ(x,y} < ® per

ogni  X,y, € Q.

OSSERVAZIONE 1. Il cono convesso ¢, essendo aperto, verifica

la seguente condizione:
Se x € Q,ese r € una retta affine di E taleche xer e
rOQ contenga una semiretta, allora c'é una semiretta re contenuta

in rNQ e contenente x nel suo interno.
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PROPOSIZIONE 2.1.1. Risutta  dg* = ©
+

. * e L.
Dimostrazione. Preso § = R+, utilizzando le notazioni della

definizione di dQ, dal lemma 2.1.1 e dalla disuguaglianza

triangolare seque:

\% v

(2o (B3t 2T (F (6L FS(ED) 2 o(fy(6),F (£ )) = o(xy) -

Quindi dR* (x,y) = o(x,y) per ogni Xx,y € Rt .
+

D'altro canto scegliendo nella definizione di dﬂ(x,y),

C.V.D.

LEMMA 2.1.2. C:2 ¢ una pseudo-distanza e Lnoktre
CQ(x,g) < dﬂ(x,gl per ognd X,y € 9 .
Dimostrazione.Utilizzando le stesse notazioni delle defini-
zioni di dQ e CQ , perogni h e B, ho fj e una funzione
affine di R in R che applica Rt in Rr . Quindi dal lemma

2.1.1. seque : o(hof (tl), hef (t7)) < o(t!,t" er j=1l...v.
que : a(hof (t3), hof (t1)) < o(t5,t3)  per J = 1...v

D'altronde dalla disuguaglianza triangolare segue:
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\Y)

2Lo(tl,th) o,
j=1 ( J J) J

e <

v

]o(hofj(tj),hofj(t;)) > o(hofy(t]),hef (t")) =

= o(h(x),h(y)), pertanto d (x.y) 3 o(h(x),h(y)) .
Prendendo 1'estremo superiore rispetto a tutte le h € B,
abbiamo

dQ(x,y) > CQ(x,y) per ogni X,y € Q.
C.vV.D.

PROPOSIZIONE 2.1.2.  Rrisubta

R R
+
* . i i .
Dimostrazione. Preso @ = R+, 1'applicazione identica di R

in R & un elemento di B. Quindi dalla definizione di CQ se

que che

QR*(x,y) > o(X,y) per ogni X,y € Rt
+

D'altro canto, dalla proposizione 2.1.1 e dal lemma 2.1.2, abbia

mo
. *
CR*(Xsy) < dR*(x,y) = o(x,y) per ogni x,y € R+ .
+ +
Pertanto qR*(x,y) = dR*(x,y) = o(x,y) per ogni x,y € Rt
+ +

C.V.D.

PROPOSIZIONE 2.1.3. Sia Qj un cono convessc aperto in E
J

(spazio vettoniale neale Localmente convesso di Hausdonfd) con

§= 1,2, se F ¢ una applicazione affine continua di ET - E2

con F{Q,) ¢ @,, allora nisulita



- 52 -

Q.
>
-
~<
~—
vV
Q.
-
n
———
pas
p—
-
—
—
g
~——
~—

pé«t ogni X,y € Q .

(g
—~
>
w

<
S—
W
(o
——
-
~
>
e
L ]

-n
~
<
—
e

In panticolare gli automosfismi agpind conldinul di Q@  Acno

- . c .
Lsomedrie pen dQ e .
Dimostrazione. Segue banalmente dalle definizioni di dQ e C_

M7

(stesso discorso fatto per i lemmi 1.4.1 e 1.4.3).

OSSERVAZIONE 2. Osserviamo che i1 lemma 2.1.2 & la proprieta I),

la proposizione 2.1.2 & la proprieta IV), la proposizione 2.1.3 &

la proprieta Il). Per la proprieta III):

do(F(t)s F(t5)) 5 o(ty,t,) per ogni f e A e per ogni ti,t , e Rj,

segue dalla definizione di dQ;
o(h(x),h(y)) ¢ CQ(x,y) per ogni h € B e per ogni X,y € Q,

seqgue dalla definizione di C

ESEMPIO 2.1.1. Se © =R = E, abbiamo

dR(x,y) =0 e quindi CR(X,y) =0 per ogni x,y € R.
Dimostrazione. Siano x,y € R. Per ogni t,.t, € Rt , con t, £ t,,

esiste una funzione affine f : R > R tale che f(t,) =x e
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t;
Tog

Pertanto dp(x.y) = dp(f(t)),f(t2)) s o(ty,t,) =

1

1 tende a zero quando t, tende a t; , quindi
1 I

Tog

ma

dR(x,y) =0 per ogni x,y € R.
C.V.D.

ESEMPIO 2.1.2.  (cfr. [15])

. * * .
Sia E=R xR e @ =IR+ xiR+ . Per ogni x = (x;,x,) e

Yy = (¥ys¥,) in o, x # y, abbiamo :

Co(xsy) = max{o(x,y, Jo(xsy,)} s

dﬂ(x,y) = max{o(X,,y: ),0(X;,y,)} se la retta individuata da x e y

incontra © in una semiretta,

d_(x,y) = o(x;,¥1) + o(X,,y,) se la retta individuata da x ey

o

incontra Q in un segmento finito.

ESEMPI0 2.1.3. Se o =FE =R xR, risulta dg (x,y) =0 e

quindi CRg(x,y) = 0 per ogni (Xsy) € R x R.

Dimostrazione. Siano x = (xl,xz}‘e y = (¥,5¥,) in R xR.
Siano F, e F, applicazioni lineari continue di R > R x R defi-

nite dalle
Fi:z - (z, x,) e F, 1z (y,,z)

Applicando 1a disuguaglianza triangolare, la proposizione 2.1.3 e

1'esempio 2.71.1, abbiamo
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dRZ((Xlsxz)s(.ylsyan dR’Z((Xsz)s(.haxz))"‘ dRz((Ylaxz)s(Y1»Y2)) =

= dRZ(Fl(M)sFl(Y”) + dRZ(Fz(Xz)aFg(YQ)) S dR(Xlayl)

Quindi dRz(x,y) =0 per ogni (x,y)e R x R .
C.v.D.

Pit in generale, per ogni spazio localmente convesso e di

Hausdorff E, abbiamo (cfr. [15])

§ 2.2. APPLICAZIONI.

DEFINIZIONE 2.2.1. I1 cono « dicesi regolare se la sua chiu-

sura § non contiene rette.

Valgono inoltre 1 risultati seguenti.

PROPOSTZIONE 2.2.1. (cfr. [15])

Se L cono convesso aperto Q2 regolane allora CQ e dQ
sono distanze. Viceversa se CQ (o dSz ) ¢ una distanza, allona
Q 2 regolare.

PROPOSIZIONE 2.2.2.(cfr. [3])

La topclogia nelativa di @ 4in E 2 equivalente alla topologia

definita da Cr2 0 dg , be, e soltanto se, tutte Le seziond plane di

i
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Q  hanno aperture uniformemente Limitate cio€ se, per ogni X € Q
ed oqni seminoama continua p su 9 esdste una costante k> 0

tale che {y e E: plx-y) = R}y C0 .

IL CONO DEGLT ELEMENTI HERMITIANI POSITIVI.

Sia A wun'algebra di Banach complessa con elemento identico e,
cioe A & un'algebra complessa in cui & definita una norma || |]
rispetto alla quale A @& di Banach ed inoltre & verificata la pro

prietda ||x-y[| ¢ [[x][-]]ly]] per ogni x,y € A.
Ricordiamo che per ogni x € A 1lo spettro di x, Spx, & 1'insie
me {A e € : x -re non & invertibile}.

Supponiamo ancora che in A sia definita una involuzione continua
* rispetto alla quale A sia simmetrica, cioé sia definita una

. : * . : .
applicazione * : X r———=oX continua di A in A tale che:

* *
X 5 (xty) =x+y , (Ax) = xx

—
[e1)
—
—_—
>
—

1¥

* E .
y X o, per ogni x,y e A e x e (;

—~
>
<
—
1

(b) ogni elemento della forma e + x*x & invertibile.

Siccome A ammette 1'elemento ideﬁtico, allora x & invertibile se,
* . L -1 % -1
e solo se, x invertibile e (x ) = (x*)

Poiche (x-Ae)* = x*-Ae per ogni A € @, si deduce che pr* =Spx

Questo fatto implica che 1'involuzione #* & hermitiana, cioé ogni

elemento hermitiano di A(he A, h hermitiano<g§i>h*zh)ha uno spettro

reale.
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Sia E = HA il sottospazio reale di tutti gli elementi her-

mitiani di A. HA € un sottospazio chiuso di A 1in quanto 1'invo

luzione ¥ @ continua.

Un elemento h e HA é detto positivo, " h > 0" se Sph e R_ .

Sia Qo i1 cono degli elenti hermitiani positivi di HA' Essen-

do A simmetrica se h >0, k >0 allora (cfr.[G} lemma 4.7.10

pag. 234) h + k > 0. Quindi i1 cono ﬁo € convesso.

Sia @ la parte interna di QO per la topologia in HA'

Facciamo vedere che o @& il cono convesso aperto degli elementi
hermitiani strettamente positivi. Intanto se h e R, con OeSph

. . 1 ..
allora h ¢ 0 ; infatti siccome y, = h -oe € QO per ogni inte
ro n>0, segue che non esiste un intorno di h = lim Yn contenu

to in QO . Sia ora h e QO con 0 ¢ Sph, siccome 1'applicazione

x ——o Spx (cfr.[6] pag. 35-36) & semi-continua superiormente,

allora esiste un intorno I(h) di h in HA tale che per ogni

k € I(h) : Spk > 0, cioé h & interno a QO

Quindi @ = {h € Hp : Sph ¢ Rj}.

.
Dato x e o, sia x2 la sua radice quadrata positiva.

1
Lo Sp x*2

D

1'immagine di Sp x per 1'applicazione tr—v V%

Mol

Quindi x% € N, € X e invertibile.



- 57 -

) -y o -
Indichiamo 1'inverso di x® con x72 : x72 = (x} )7

L'automorfismo lineare Tx : z — x2 z x°% (x e ) di A 1in

A, applica HA in sé. Per y € Q, essendo Tx(y) = x 2 y? yé 3=

=(y2x"2)(v2x"%) seque (cfr. 6 pag. 233) che Tx(y) > 0 .

Inoltre essendo y invertibile, anche Tx(y) & invertibile, per cui
Tx(y) € @. Quindi Tx applica o in sé, ed essendo Tx(e) = e possia
mo affermare che il gruppo {Tx : x € @} opera transitivamente su Q.

Percido O € omogeneo-affine.

Si dimostra che la distanza "tipo Carathéodory" CQ e data dalla

C(x,¥) = max{log o(x—ly) . 1og(xy_1)} (x,y € 2) , (2.2.1)

dove o & il raggio spettrale in A. La dimostrazione richiede consi-
derazioni delicate sugli stati di A. Per essa rinviamo a [jSJ.

TEOREMA 2.2.1 1€ cono o = Che H, : Sphe R'} 2 negotane se ¢
sodo ¢ A non contlene elementl hermi{tiand quasi-nidpolentl diversdt
da quellco banale.

Dimostrazione. Dalla (2.2.1) si vede che CQ @ invariante rispetto

all'applicazione x r—— x“] di @& su di sé. D'altronde sempre dalla

(2.2.1)

CQ(e,h) =0 se, e solo se, Sph ={1} . Ma se Sph = {1} , allora

h = expx con x elemento hermitiano, quasi-nilpotente (i.e. p(x) = 0).
Pertanto i1 teorema 2.2.1 segue dalla proposizione 2.2.1.

C.v.D.
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Supponiamo ora che A sia un'algebra C* con identita. L'algebra

A non contiene elementi hermitiani quasi-nilpotenti diversi da quello
banale, pertanto dal teorema 2.2.1 segue che Q & regolare. Inoltre
per ogni elemento hermitiano h : o(h) =||h|].

-1 - -1 -1 .y - . - =
Per X,y € 2, X °yx - e y ¢ xYy ¢ sono hermitiani, percid

-3 -3 -3 -3 -
Ix Zy x S =p(x =y x %) =p(x y)
-1 -1 - -1 -1
Iy xy 2 =0y ™ xy ) =0ty )
e dalla (2.2.1)
-1 -1 (-4 -1
C (x.y) = max{Tog|ix ¢ y x “ ||, Toglly % xy *[]] (2.2.2)
Ne segue (cfr. [15] pag.686-687) che la || |/-topologia e la C_-topo

Togia coincidono in @. In definitiva vale la

PROPOSIZIONE 2.2.3. Se A ¢ una afgebra ¢ con Ldentiti, allona
CQ ¢ definita dalla 12.2.2), 9 & negolare, e La Lopologia definita da
CQ ¢ equivalente alla topologia relativa. Quindi 9 ha seziond piane

di apertura uniformemente Limitate.

Sia e uno spazio di Hilbert complesso, X(e) 1'algebra degli ope-

ratori lineari continui di ¢ 1in sé.

L'algebra £(e) € un'algebra C*. Anzi, ogni algebra C* é iso-
morfa ad una sottoalgebra autoaggiunta di  £(e) chiusa per la topolo-

gia definita dalla norma.

Una sottoalgebra autoaggiunta di  .£(e), contenente 1'elemento identi

co e chiusa per la topologia debole degli operatori, & un'algebra di Von
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Neumann.

Una definizione equivalente di algebra di Von Neumann & la seguente.
Sia A un'algebra c*. se 1o spazio di Banach A €& duale di uno spazio

di Banach, A & un'algebra di Von Neumann.

Sia quindi A wun'algebra di Von Neumann di operatori lineari limi-

tati di ¢ in sé. Indichiamo con (,) i1 prodotto scalare di «.

Per ogni heH, e (cfr.[15]) :

i

o(h) = [Ih]] = [[h? 112 = suptlind €112 £ e eufene) = 13

t

Sup{(hg,g) :zee , (&,8) =1}

C (e,h)

. Supi(log(he,&)) £ € e, (£,6) = 1}

1

C (xsy) = Suplo((xe,€),(ve-e)) : £ee , (£,6) = 1) (2.2.3)

Utilizzando queste formule si provano i teoremi:

Teorema 2.2.2 (cfr.[15])

Se A 2 un'algebra di Von-Neumann La metrica CQ, deginita dallfa

(2.2.3), ¢ completa su Q.

Teorema 2.2.3 (cfr.[15])

Sia A un'algebra di Von-Neumann. Siano V, e 'V, due sottodinsdie
mi Limitatie di Q. L'insdieme delle applicazioni Lineari Limitate T di

Hy 4n 42 tale che T(a) ca e T, nv, #9, ¢ uniformemente Limita

to Ain noama.
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