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§ 7. TORI INVARIANTI E MOTI CONDIZIONALMENTE PERIODICI.

Nella sua famosa e premiata (dal re di Svezia) memoria sul pro

blema dei tre corpi, in cui dimostrava il teorema di inesistenza de

gli integrali primi di cui abbiamo appena parlato, Poincaré asseriva

che questo avrebbe implicato l'inesistenza di soluzioni condizional

mente periodiche, esprimibili in serie della forma:

z(t)
i(k, l+k, z)

e

anche in assenza di termini secolari dovuti a "risonanze esatte"

k n-k =0.
1 2

Weierstrass però non rimase convinto, e scrisse in una lettera il

caustico commento: "Questa osservazione, che è di fondamentale signifi

canza, viene data senza dimostrazione" . In effetti il teorema di Poincaré

sugli integrali primi esclude che il problema dei 3 corpi possa essere

completamente integrabile nel senso del teorema di Liouville-Arnold,

cioè che un intero aperto possa essere riempito di tori invarianti

T(A,B) , definiti da H = A, I = B (un altro integrale) su cui il moto

risulterebbe quasi periodico o periodico a seconda del numero di rota-
•Zlone.

Perciò alcuni dei tori invarianti presenti nel problema dei 3 cor

pi ristretto per Il = O sono "distrutti dalla perturbazione" per

Il > O. Questo non significa affatto che alcuni altri tori invari~
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ti non siano "conservati" per ].J > O (cioè che una loro defonnazione

con parametro ].J non sia invariante anche per ].J > O) con tutto il

loro corredo di orbite condizionalmente periodiche.

Per avere una intuizione geometrica della situazione possiamo ab

bassare ladimensionalità della situazione fissando prima il valore del

la c.oM:a.n:te cU Ja.c.ob-i H, in modo che il moto (20) si svolga su di

~a fissa varietà di dimensione 3 nello spazio di coordinate (l,z,L,G).

Facciamo quindi una <lez-ione .t!ta.<IveJL<Ia.ie al moto: troveremo una superfi

cie S di dimensione 2 , tale che i punti di S (di un aperto su S )

stanno su orbite che restano distinte almeno per un certo tempo T .

Se però si considerano le orbite globalmente, ogni orbita incontra S

più volte. Per esempio se Yo è un'orbita periodica, possiamo suppor-

re che Yo attraversi S solo in un punto S ("\ Yo , però l'orbita ripasserà

dello stesso punto Yo n S di S dopo ogni periodo. Consideriamo al-

lora l'a.ppt-tc.a.z-ione cU Po,in~é di S in sé definita dal seguire ogni

orbita di P3 per un giro attorno a

per la prima volta S: i punti fissi

corrispondono ad orbite periodiche.

Per esempio definiamo S in questo modo: prendiamo per variabili

gli integrali primi (29) del problema dei 2 corpi, e la longitudine me

dia l+g , nel sistema sinodico (ruotante) con z = g - t al posto di g :

1;= - V2L 2G •- SIn z

).= l + z
(39) V2L -n= 2G cos z

tI= L

VcvU.a.bili cU Po-inc.aJté (};,>.. ,n ,A )
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queste conservano la forma canonica delle equazioni, con nuova hamilto

niana uguale alla vecchia , nelle nuove variabili, per esempio per ~ = O :

(40)
l

Ho - - Z?- - G
l

A+
2

e per di più sono definite anche per e = O ,cioè L = G , cioè sulle

orbite circolari, purchè si ponga in tal caso À = e - t .

Come sezione trasversale S prendiamo À = O . Allora per ~ = O
• • tori invarianti L = cost, G = cost cioè Ho = cost, 2L-2GVI sono l -

= cost che tagliano S in circonferenze l (1;2+ n2 )- = , = costante2
• stanno o punti periodici·cioè fissi per eP • lesu CUI , P l.ntero, o

tracce su S di orbite condizionalmente periodiche (& seconda del nume-

1)

Fig.&: l'applicazione di Poincaré

e (q) = s
~

Fig.9: tracce su S dei
• • •l.nvarl.antl. per ~. O

•torl.
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re di rotazione), tutte orbite ellittiche in realtà nel riferimento sidereo

aumenta di 21T(fisso). Allora quando À

S perchè À è un angolo ,

una rotazione di un angolo

pende da T = ~ (~2 +n
2
).

, cioè quando si ripassa da

z aumenta e l'applicazione di Poincaré è

W(T) (nel piano ~ ,n), angolo che di-

Ora

sull'orbita

= .e + g - t

,
,
À

.e = n (t-t o )

aumenta di

e perciò quando ,

21T , è passato il tempo

21T(n-l)-1 - I
e z è aumentato di 21T (n - 1) perciò su T = L - G =,

= cost, (T)
21T dove -~ è il moto medio sull'or-w - nn -l - 3

L

bita di energia Ho (G deve essere eliminato tramite

- G = cost ). Semplici calcoli consentono allora di sviluppa-Ho = -
l

2
2L

re in serie la funzione w (T), analitica in T ••

W (T) - Wo + Wl T + •••

(41)
21T _6 1T n:'3

Wo - Wl = • • • •

no-l (l - no)3

dove no è il moto medio SI Il 'orbita circolare ~

cioè l'applicazione "o
•scrIve:

in coordinate polari

= n = n ;
p = ~-:~:'l2"'+-n"'2 , z •

SI

(42)

•••••

Wo - T~.t map d.i. MO<IeIL
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Ora dalla (42) si deduce che la matrice jacobiana A di Go
•ln

ha autovalori + i Wo- (p.!rchè W o sia ben definito,

cioè no r l ); perciò det(A - vI) = O non ha tra le sue soluzioni

v = l purchè

(43) W o r 2k rr k •iutero ,

e quindi l'equazione del punto fisso

(44)

la cui soluzione è (0,0) per = O , ha una ed una sola soluzione

vicina a (0,0) per ~ abbastanza piccolo, per il teorema della fun

= n = O ,

. -Cl0e

Tale orbita oerio-l" w

abbastanza piccolo esiste una

cU woIUln2a >

è la continuazione dell'orbita circolare
2rr

W o = r2krr
no-l

k " -1: .•, inter)>> O~~Lel r 1:.
k

purchè valga la (43) cioè purchè ;

zione implicita ordinario. Perciò per ~

orbita periodica che

dica si dice Mbda. pe .-i.od.<..a. cU la. I.lpec..<.e (di Poincaré) del problema (20).

Questo risultato ,ttenuto con il teorema delle funzioni implicite

elementare ci pone l'i:lterrogativo: esiste un'altra forma di teorema delle

funzioni implicite che ci consenta di trovare non un punto fisso, ma una

curva invariante chius.,

(45) y : s ....... (I;(s) n (si)
~

y (s) = y (s+2krr )
~ il

tale che su di essa il flusso sia lineare nel parametro s, cioè valga :
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(46) Y (s+21To) = e oYJs)
l.l l.l

SE R

O bb . l?per Ognl l.l > a astanza plCCO. o.

Ogni simile curva invariante su S darebbe luogo ad un toro invarian

te nello spazio delle fasi, e quindi ad un sistema ad l parametro s di

soluzioni condizionalmente periodiche. Già G.D. B~kho66 11927) trovò una

serie di potenze che definiva formalmente un cambiamento di variabili con

cui era possibile ricondurre l'applicazione e di Poincaré per l.l > O
l.l

alla forma (42) che essa aveva per l.l = O , con

••• Tuttavia tale cambiamento di variabili non poteva con-

vergere in un intero intorno di - Il = O perchè altrimenti vi sarebbe

ro stati troppi tori invarianti, tanti da contraddire il teorema degli in

tegrali primi: ed in effetti nella definizione della funzione generatrice

W della trasformazione cercata da Birkhoff compaiono i P~QQO~ ~v~on1

l
k, n - k, che possono annullarsi per n = razionale o essere tanto

L
3

''piccoli'' da far divergere la serie.

Soltanto negli anni '60 fu possibile provare che tuttavia la funzione

generatrice e quindi la trasformazione erano definite su alQuni tori , il

che equivale a trovare le curve invarianti (45), (46) : precisame~te SIa

sia non solo irrazionale, ma non troppo ben ap-A = L tale che n = -l
3

L

prossimabile con i razionali, cioè tale che esistano due costanti c(n),

r(n) > O tali che :

(47) CI) ,k,) r (0,0)

Allora .u :totto ù:vaJU.an:te. de.6~n1:to da. Ho, A = L ~ QOlUeJr.Va.:tO pe.Jt
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Il > O, c..i.oè eob..-te unct CW!.Vct A-nvalU.a.n-te y
Il

che soddisfa (45) e (46)

pe!t, identicamente rispetto a,a =con
l

n - l

ctbbct6-tCl.nzct pA-ccoto.

ITeo~emct d.{. Kotmogo~ov - A~notd, 7963).

Ora i numeri irrazionali n che soddisfano alla (47) per qualche c , r

sono quasi tutti (il loro complementare ha misura O) ma non riempiono

alcun intervallo: cioè "quasi tutti" i tori sono conservati per qualche

Il O , però nessun aperto può essere riempito di tori conservati. Al

contrario i tori con numero di rotazione razionale sono "distrutti" dal-

la perturbazione e di essi restano solo orbite periodiche isolate, conti

nuazione di orbite ellittiche risonanti del problema dei Z corpi in coor

dinate sinodiche (o~b~e p~od.{.che d.{. zct ~pec..i.e d.{. po.{.n~é-B~kho66

-MeM-to~6 ).

Questo risultato non solo risponde positivamente alla domanda sul

l'esistenza di soluzioni "condizionalmente periodiche" posta da Weierstrass

(e Platone), ma cons ente di risolvere il problema della stabilità delle

soluzioni.

Prendiamo infatti un'orbita risonante circolare con q no - p = O ;

per Il > O da essa si otterrà per deformazione un 'orbita periodica di

la specie. Con tecniche ancora più sottili di quelle di Arnold, Mo~e!t e

• - o h h· J. 2'lTk h l 4 k . -S-<.egl<-<. anno provato c e se w o r h' =,2,3" int., Cl.oe se

(48) no # l
h+-
k

h - l,Z,3,4 , k int. owero no # plq con I pi -I q~ 4
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diPerciò l'orbita periodica CL

pOM-<-ede (peJt

lo/tdbte eli JU..6 OMnZa > 4 ), allora -<-n un brto/tno pù.c.o./'.o a p-<-ac.eJte eli

abbaotanza p-<-c.c.o./'.oi<; = 11 = O ./'. ' appUc.az-<-one e
1.1

-<-n6-<-n-<-te c.u.Jtve -<-nvaJt-<-ant-<- (45) (46) •

la specie ottenuta dal punto unito di è circondata da tori inva-

rianti arbitrariamente vicini, che

e
1.1

sulla superficie di livello di

in cui si svolge il moto 6epaltano un 6~tema 60ndamentale eli -<-YltO/tM cU CL

da./'../'. 'uteJtno /tendendoU -<-nvM-<-ant-<- peJt il 6fuM o -<-YltegJta./'.e: ogni condi zio

ne iniziale assegnata vicino ad CL dà perciò luogo ad una soluzione per

sempre (t E IR) imprigionata tra due tori invarianti. (Stab-<-Utà peJt

t ~ ... CD ). La situazione estremamente complicata che si produce nel

l'intorno di una di queste orbite periodiche risonanti di la specie è

descritta dalla figura (da Arnold) nella quale possiamo notare che delle

orbite periodiche di Za specie alcune sono stabili e circondate a loro

volta da tori invarianti , altre instabili e accompagnate da varietà in

varianti che si intersecano tra loro dando luogo ad un intrico di inter

sezioni (punt-<- eteJtOc.UMU ed omoc.UMu ).

Gran parte della teoria moderna dei sistemi dinamici strutturalmente

stabili nasce dallo studio di queste varietà invarianti, ma questo discor

so ci porterebbe fuori tema.

B-<-bUogJta6-<-a:

A. N. Kolmogorov, "The geneJta./'. theO/ty 06 dynam-<-c.a./'. 6l{6tem6 and p/tob./'.em6 06
6tab-<-Uty 06 motion -<-n c../'.ao6-<-c.a.e. and c.e./'.utia./'. mec.haMc.6" Address to
1954 International Congress of Mathematicians ; ristampato in
Abraham, R. - Marsden J. ," Foundat-<-OM 06 mec.haMc.6" Benjamin 1967

./ .
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Fig.IO: struttura qualitativa delle curve invarianti
nell'intorno di un punto su di un'orbita periodica di
prima specie con ordine di risonanza> 4 (da Arnold cit.).


