
Ab6~ct - This report rresents the topics of the Seminar held in

Lecce by prof. J. Szép. The purpose of the Seminar was to introduce

the participants to the study of Semigroup Theory, and at the same

tirne to provide some hints for research. In part I, after some de

finitions, the prblems of partitions and classification of semigroup

are examined. The subject of part.II is a theorem on structure of

algebras with two operations; moreover some research problems are

suggested. Finally part III r,ives an introduction to the Theory of

automata, with various examples.
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PaJl.Xe I

PVt te applicaziolLi. tMVtemo ta notazione duVr.a, ~cJUvVtemo uoii a r
e

Il emo t'.ident.U:il eLi. . A•

1. Reta. z.<.o ILi. .

R di M x M.

PVt incUcMe che (a, b) E R ~cJUvVtemo anche a R b (e.t eIJg-0.

mo "a è. in Ilelaz.<.on~ R con b U
).

ha llelaziolLi. bbuvUe ~u uno M.u~o i~ieme MUlinato ~i de~.{.n~c9..

no te opeJta.z.{.o ILi. eLi. ulLi.one e Ùlt.~ ezione (i~iem~.uchel,.t. ' oJOeJta.-

zione eLi. complemento e il con6Mnto pVt incttMione:

R U R' RfìR', R (aRb Me (a,b)1 R) e R ~ R'.

Se R ed S 60no Iteta.z.<.o ILi. ~u 'I de6inia.mo il p!tOdotto R~

nel modo ~ eguente:

a R S b ~~e u~t.e e é lo! .tale che a R e e

e S b.

E' ch.<.a.Jto che, ~e R,S, T ~ol!O ltef.aziolLi. ~u M, a.t.t.OItO.:

(R S) T = R(S T) (1.1)

men.t!te. 9eneJta.tmente, R S .; S R
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(UR.) S
. 'l 1
1~cJ

S( U R.)
i~~ 1

= U R. s
i~J

1

=Us R.
i·ii 1

o .2)

0.3)

a[ (0 R.) S Jb. iLUOJt11. u.ùJte c We C'.lte
• Jf 1
1td

a (U R.) c
i'~ 1

e c S b , C'.À..oé u.ùJte R., tale C'.he
1

c S b a(l.h. S) b.
""d 1

(l. 2\ •

~teo 6tU60 modo 6À.. ,~ova ta (1.3), 066~vÀ..amo C'.he O~ l'À..nt~ezÀ..o

ne, non è detto C'.he valqano te, 6tUH IUlu.a,ownze.

Se R, R', S 601'10 lteJ!.azÀ..ol'lÀ.. 6U. M, iLUoJt11. 6À.. ha,

RSR' ~ RS c. R'S e S R S S R' (1.4 )

L' ,lnVe!t6a -l
R della 1te!,azÀ..One R 11 de~À..1'lÀ..:ta da:

b R a

SÀ.. vede ~acLtmen:te C'.he:

(l. 5)
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(n R.)-1 n -1
= R.

• l l
l i

(UR.)-1 U -1
= R.

• l
i l

l

(5 T)-1 -1 -1
or 5

La ~elaz~one uguaq~nza. E è C!e~~n.U1t come:

(1.6)

(l.7)

(1.8)

E' ch~o che

a E b

e

a = h.

RE=ER=R peJl ogru. ~eta:zi.Dne

R ~u M, mentite, ~ e () ùd~ca la ~eldz~ne Vtwto, ~~ ha:

o ~ R R o = O R = () peJl OgM ~p..eaz~one R ~u M.

Una ~elaz~ne R ~~ Mce che gode delf..o. ~op~etiì:

l . ~M-u~~va ~~e a R a \I a E M (wé E So R)

2. ~Miliva ~~e a R b e b Re =7'aRc luoé RR!: R)

3. ~~~c.a ~~e a R b ~ h R a (uoé R-1=R)

4. arr:t.U~ebU.ea .6~e a R b .(., hRa=7'a= b (wé Rf1 R-1
S, E)

D~Uamo che R è Ul'lft ~elaz~ne M eq~vatenza 6e UM gode delle

vatenza det~~na nell' /M/eme '" Ul'lft paJr.ti.z/one fug.<.unta. (la paJtt/

z~ne delle cl~~/ M eq~vatenza modulo R) e, v/cev~a, data. Ul'lft~

z/one fug.<.unta. y dell'/M/eme M, ~/ può de~/~e una ~elaz/one d.<.

eq~vatenza R (.te ~ ~~/ M eq~vatenzlt Mno pM~ gU eeemenu

della paJr.ti.z/one 'Ir l.
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R.
l

6U. M.

An~oka, ~e R ed S ~ono ~efazio~ di equivalenza, ~i ha:

R S ~efaz. d'equ.za R S = S I(

le ~i può anche pMvMe che R S = RVS). (c6~. F. Sik, SP~lf v!fd. p~

Mdovade 6akuLt. Ma6Mlfkovy u~v. 119541, n. 3 , 91 - IMI •

. f).un.

-1 -1 -1
S R = S R = (R S) = R S

~ (R S)(R S) = R(S R) S = R(R S) S = (R R)(S S) ~~

Eç,S=ESS~

Se R è una ~elazione di equivalenza 6U. M indichiamo COl'! [o.}

ta ~Moe deljti efemellti. di M equivalellti. ad a modulo R (~M~e

di equivalenza) e con M/R t' in~ieme deUe ~M~,( di equivalenza di efe-

M ~u

M. PM appUcazwne na:tuJutle Cf il!tend-iamo t'appUcazione da

M/R tale che af = [Go] pM OI1~ elemento a di M.
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S.ia S un .<.n6.ieJIIe ~u c.u..i è de6.in.ita un' opeJtaz.ione b.inaJtJ.a., che '<'n-

d.ic.lUamo con ( e clUam.wmo pJtodotio l; S è a.U.oJto. un pJw.ppo.ide. (1~_

61VlV.iamo che un I opeJtazwne b.inaJtJ.a. ~u S pUò UMJt~ Jr..iguaJtdata. come u

lUt lteJ.a.zwne te!tnaJtJ.a. R nel modo ~ I!{luente: U a. b = c all.oJto.

d.ic..<.amo che (a, b, c) € R.

Un gJw.ppowe .ta. c.u..i opeJtazwne b.iltCl!Ua. goda. della. pltoplt.<.età MM~

va. ~.<. c/Uama. 5l'm.igJw.ppo. Un Mtio.<.n6.ieJIIe A d.i un ~e:m.U!Jw.l')po S lo

d.ici.a.",o ~otio~eor..wJw.roo U è clW.tAo J!JAretio al pJtodotio.<.n s. Se As. s,

l' .<.n6.ieJIIe de.<. ,pltodoili MnU.<. cl.<. eleJ?le'lti cl.<. A è u.n ~otio~eJII'<'gJw.Ppo

che clUam.wmo Mtio~eJll.igJw.rpo gene!ta.to da. A e .<.nd.iclUamo con < A >.

lo ch.<.am.<.amo ~ofto~eJII!..qJw.ppo c..ic.Uco qene!ta.to da. a.

Se < a > = S pe!t qualche a E: S. d.<.!teJllO che

po c.icl.ic.o.

S è un ~em.<.gJw.p-

H••
l

S -l.n-

(con A ~otio'<'~.ieJIIe d.i !; l. all.oJto. cVLtamente

lì H,' :> < A > e a.nd, po.ic.hé anche < A > è tJto. .<. Mfto~ em.UlJw.pp'<' '<'n-
i fd

dudent.<. A,~.<. ha. t I egu.a.gllinza..

Con c.iò ~.i è pJtova.to il

TeMeJlla. 2. 1

A ~ S, a.U.oJto. < A > è l'.inteMezwne cl.<. tuili .i Mtio~em.<.-
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gkUp~ ~ S CDntenent~ A.

SUL DM a é S: il <IOt:tG./Je.rn.i.gkUppo uctic.o < a- > è c.o./Ju.tu..U.o r/a

m:t:te l.e potenze cU a. PO./J<IOno p!lue.n.t<:tM~ c'.u.e c.M.i.:

Il Tutte te potenze cU a <IO no rLiAtinte;

21 E./J~tono due ~ntvU , n ed n, c.on m < n, tal..<. c.he n n
a &:3 •

/Je.f. plUmo c.MO < a > ha. OItcUne ~n5~Mto, mentite ne.f. ./Jec.ondo C.MO, c.o-

me vedJtemo tJta. poc.o, < a > ha oJtcUne ·;.i.~o.

F~./J.{amo il p,w p.i.c.c.olo n tale c.he am=an

Auolta. gU e.f.e.'1Ienti futinti dA. < a > <IO no

pe.Jt qua1.c.he n

2 m
a, a , ..... a ,

< n.

n-l
o •• a

e ~noUJte { a
m

, •••••••
n-la } è un gkUppo Uc.Uc.o cU oJtcUne n - n

m+koa c.on k. Ì'/ 'l e n + k. = O(n - m).

./J e ac.c.ade S t s, T (t S S, T) pe.Jt OgM t ~ T • Se T è un .i.dea-

~ . pJtova 6aci!~e.nte c.he, òe T ~ S, valgono:".(.

T <IOt:tG./J em41kUppo Q:=;> T . T!:T

T .<.de.a.l.e ò.i.~tJto ~) S T~T

T .i.de.a.l.e dutJto ~ T SS;T

T .<.cle.a.l.e. ~ S T ~ T, T S~T

r e.oJtema. 2. 2

Se. T e. V <IOno .i.d~ ò.i.~W IduWI cU S, anc.he. T ('\ V
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Un teoJlema iU!alOgO vale anc.he. peJt aU .U/eaU.

V-i.a.mo oJut alc.ltrte de~-i..rt-i.z-i..ort-i.. S-i..a A S. l'O rt-i.amo

L(A) nL. 1'.0 n L. -i..deal e !.J-i..rz,{.otlto, L. :2 A
l l l

R(A) = n 't. c.oYl R. -i..rleale dutlto R. :2 A
l l l

J(A) n J i 1'.0 n J. .ù!eale , J. ? A
1 l

L(A) (R(A))

e J(A)

S-i. può pltovilJte c.he :

-<.deale o-i..rz,{.otlto (dutlto l neneJtato da A

A.

L(a) z li V S a

R(a) = a V a S

J(a) = a U a S US aUS a S

Pltov.<.amo, ad uemp-<.o . .e.a. pJt,{mn uquailUanza. ('he a V S a !.J,{.a. un -i..dea-

te o-i..rz,{.otlto e c.he c.ortteYlaa a ç ovv-i..o: -i..YlOUlte a V S a è c.orttenuto

S-i.. d«e c.he un oem.iq/tUppo S

Si vede !.Jub-i.-to c.he:

O!.JoeJtv.<.amo c.he, oe S è oe!~pUc.e a o.i.rt.iAtJut, l'equaz-<.one. x a = b ha.
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Ev-<-den-temente .il. nucleo è .il. mùwno deqU ùlMU.. (1 ~ s, vale anc.he:

TeOltema 2. 3

Se r;J è -<-dea1e l> empUc.e cU s

S) , a1.l01ta. :J è.il. nucleo dJ.. 5,

Un elemento

e a = a (a e = a), e. vJ..ene detto I>emr.JlJ..c.emente ~n.Uà pelt a U l

"J..a undà du-tM c.he undò. }.,J..~-tM pelt a,
c.hJ..ama-to

Un elemento e é 5 ~emeJ".to undà }.,J..~j!E: (du-tM) O I>empUc.e-

mente undà cU 5 u è una undà I>J..n~-tM (dubl 't) o una un.Uà pelt ognJ..

a E. S,

E' c.hhvto c.he, l> e 5 ha undil.. quu-ta è unJ..c.o,

cUZJ..onJ.. :. e a = a e = a

è anc.o1ta. un l> emJ..g!U.Lppo ,

S

peJt ognJ.. a E

S l = S u{~, c.on .te c.on

~. evJ..dente c.he 51

a E. 5 , u~te z € S tote c.he a z = z (za-z)

è uno ZeAO a dU.fJut (I>J..~-tMJ E! .:;,'t_.::a,:.., ~e za-az-z peJt

ognJ.. elemento

unJ..c.o I ,

è uno Zno cU s (ed è a1.l01ta.

Se z è .to ZeJto cU 5 ed u~tono a, b t 5 (non ZeAO elementi)

a b = z, a1.l01ta. a e b I>J.. c.hJ..amano

JU. dello zeAO,

Se S
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S .b>!meJtgendolo <-n s· - s u[Oj eon

peJt ogrU a € S·.

VJ.u.amo ehe S

Ca b = b) peJt ogrU a,b € S. Se O€S e ~e ab- O peJt ognJ. a,b E S,

aUOltll cUUamo ehe S è un unu.aJtu.ppo zeJto.

I ~emJ.gJtu.ppJ. zeJto eo~:t<.tu.U,eono uno dù "pou" del pJtohtema delta c.lM~J.-

Mc.azJ.one dù ~enU.gJtu.ppJ., J.n quanto 6enU.qJtu.ppJ. aventi. una6~ moU.o

~empliee ~'a.UJto "poto" è eM~o, -<-nveee, dM qJtu.r.JPJ., ehe po~Mno u~e-

AU!te det,J.rUzVJrU u;tili. Mno:

cCs) = { a €. S I a s = sa} (een.tJr.a..UzzILtOlte cU s},

c = { a E S I a s = s a peJt ogrU s" S} (et.nbto cU S).

SJ. vede 6ac..<.lmente ehe CCs) e C

è un ~emJ.gJtu.ppo eorrmutmvo H e Mto ~e eoJ.nude cot ~uo eentlto.

s ,

qualehe gJtu.ppo? Il teoJtema Z.4 dMà una wpo~ta <t quuta domanda.

Un elemento a cU s to cUUamo J.dempotellte ~e aa-a; un ~enU.-

gltUppo s to cUUamo .<.dempotente H ogrU ~uo elemento è -<-dempotente.

Un ~em.i.qJtu.ppo S ùleJ'Ipotente e eO"""!tTJ'vUvoto eUUamo ~emJ. Jtetieoto.
TeoJtema Z. 4

S.<.a e un elemento J.dempotente cU S. POrUamo:

G - { a E S I a = ea = ae , e • aa I - a I a reJt qualehe a' ES},
e

AUoltll G
e

è un gltUppo.
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e E: G
e

e che G
e

peJt cornp.tetaJte ta cWno~tJr.a.z-<'ot!e baM:a ~M vedeJte c.I e, '~~a.to

a' E C~ UMCO.
e

a(ea')=(ae)a'= aa'= e = ee = e(a'a)= (ea')a

a é G
e

e(eà) = (ee)a' = ea' E e(ea') = ,(a'a)a' • (ea')e

e qu-l.t!eU ea' E G, inoltne ea' = ate = b
e

b E G ).
e

Se oM va.tu~e ab = ab'

av~ebbe eb = eb' ~ bab' e peJLtantc t I btv~o di. a bt G
e

c.orne urrill.

C'={a ~ si a"esnSe, ef aSnSal.
e

'TeMernlI 2.5

S-<' ha: G' = G
e e

V-<.rn. s-<. vwf,-<.c.a -<.rnmecUatameJtte che c' ::) G ;
e - e

a " C'e

a=ex=ye COl'!
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e a = e (ex) = (ee)x ex = a = ye y(ee) = (ye)e = a e

e a(e z e) = (e w e)a

e z e e(e z e) = e (w a) z e = e w(a z) e = e w e

qll.incU e z e = e w e a' e aU.oJta. a ~ Ge

PeAtalLto G' = Ge e

Un e.e eJI:elLto

qUlLtc.he x t S,

a é S lo cUc..iamo Jr.V}olMe <I e a = a x a,

TeoJr.ema 2. 6

x è un -<-nve!U>o cU a <le ~c.c.ade: a = axa, x = xax.

a li: S, a = a x a' x a x è un .inve!U>o cU a.

V.im. xax = x(axa)x = xaxax = (xax)a (xax)

a(xax)a = (axa)xa = axa = a

qu.incU xax. veJr..i6.ic.ando le dlle p!loptietlt, è un Ù1Ve!U>O cU a.

n.ueoto teoJr.ema U M<I.iC.uJta. c.he OIJn.( e.f.emelLto Jr.ego.f.Me ha un .inve!U>o.

Un e.f.emento a ~ S

deotJr.a I <le ac.c.ade a Si = S (S'a = S) I c.on s'c s.

3. E<I emp.i cU <I em.{gJr.llpp.i.

Il S.ia S un .in<\.ieme non vuoto: <I.i de6.in.{oc.a
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I
x ~ x = y

x • y =

o ""x#y

21 L I ùl6-ieme delle ma..tJUu {lteaUl n x li, è U/l <I l'lugJtu.ppo <I-<-a. W petto

alt'opeJtaz-io/le d-i <lomma ehe a quella d-i pltodotto.

31 SOIlO <lem-tgJtu.pp-i gU -ill<l-iem-i 6-irU.ti d-i eu.-i d-iamo qu.-i d-i <leguUo .te OP!

Jtaz-ion-i de6ùu.te eOIl .te tavo.te dA.. Cay.tey feO/l .te e(lllvenz-<-on-i u.<IuaUl.

a b c d

a a a a a

b a a a a

c a a b b

d a a b a

4. OMeJtvaz-ion-i.

a

b

c

d

a b c d

a b a a

a b a b

a b a c

a b a d

a b c d

" abbb

h a b b b

<: abcb

.{ a b b d

I due "poU", -iII ta..te e.ta<l<l-i~-ieaz-<-Olle, <10110 -i <I ?Jn<.gJtu.pp-i Ze!tO ed -i

gJtu.pp-i •

Quando .to <I.tJ.J.d-io d-i UII <lem-igJtu.ppo è Jt-ieolldotto ,I quello d-i eeJtti <luo-i

<IottogJtu.pp-i , il pJtQb.tema è woUo:.tz teJtm-ina .ta t wlt-ia. de-<. <lem-igJtu.pp-i
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ed ha bùz,w .ea teolUa deA. gJtupp'<'.

C.<. p'tOporUamo oM. d.<. c06:tJu.Lùte tU'W. pa;r..Uz'<'Orte et·. 6em.l.gJtupp.<. '<'rt 60UoU

m-<-gJtupp.<. fug.wnti. PIUma peJtò rU a'. nJto rt.tIvte qUUtl pltOb.tema U 6eJtve urta

rtoz'<'orte med.<.artte ta quale potJteP10 "et.<.m'<'rtaJte" dal J'.06tJtO 6Wd.<.0 compt.<.ca-

Se ~ è Urt .<.deate del 6em'<'gJtuppo s, ta Jtelaz'<'''rte R de6.<.naa da:

x R Y x, Y6/1 () x - y

è urta Jtelaz,wrte d.<. equ..<.valertza. Le ctaM'<' d.<. equ..<.valertza d.<. S moduto

R 60rtO date da J e da ogrt.<. 6Otio'<'rt6.<.eme fa} '~Ort a ~ S Ve6'<'-

rtertdo, '<'rt mart.<.eM. rtatu.M.te, t I opeM.z'<'orte

x,y t/J

6'<' ottierte Urt 6em-<-gJtuppo '<'rt cu.<. ~ Ij.<.oca il Jtuoto d.<. elemento zeJtO, me."!.

e pJtertde il rtOme di. 6em.l.gJtuppo quozÙrtte

tJte gU attJt.<. elementi l I ~ )

6em'<'gJtuppo 6'<' '<'nd.<.ca COrt S/~

(d.<. Reu) .

opeM.rtO tM. tOltO c,lme '<'n S. Quuto

Se il 6em.{gJtuppo S ha artnutlatoJt.<. ( c'<'oé elementi a E: S / aX"'xa-O

peJt ogrt.<. X E. S), 6'<' vede che U6'<' C06~C.OrtO !rt .<.deate ('<'deate de

qU anrtutlatoJt.<.) e du.rtque, pa.66artdo al 6em-<-gJtuppo ?uoz.<.ertte , 6'<' può

otierteJte un 6em-<-gJtuppo con elemento ZeJtO ma Urtza .1nrtutlatoJt.<..
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SJ.a quA.ncU 5 un.6 em-<'gJtuppo .6enza am!uUatoJU. VeMlU.a:mo:

50 ~ ( a e 5 I a x = O) peJt quatc.he x i' O}

51 = {a .. 5'\.50 1 a x = a y; x,yeS, x i'd

52 {a.: 5 \ (50 U 51) I a 5 e 5 }

53 = { ac. 5 \ (5 0 U 51) I a 5 = S}

(5.1)

.Oi>.6eJtvJ.amo c.he So, Sl' S2' S3 Mno Mt.to6e-" i-gJtupp-<', c.ome anc.he

5 \ So ed S \ (SoU Sl)' e -<.noUJte:

(5.2)

A 6ua votta So ed Sl p0.660nO dec.ompo~-<. -<'n ~Ot.to6emigJtupp,{. nel

modo 6 eguente:

c.on

Soo· {a6 So I a se S}

Sl1= {alOs
1

1a SeS}

501 = {a ~ So a S • S }

S12-{a,:Sl aS-S}
(5.3)

Se a.: So l ed x è un elemento I O t.ate c.he a x - O, aUOItO.

a(S\ x) - S.

aT = 5 c.on T c S) •

E anc.oltO.,.6e AE S11 e x,y 6ono elrment,{. d,{.,Unt,{.:taLi. c.he aX"'ay,

a.UOItO. a(5\ y) = S. Qu-<.ncU ::tutti. gL<. elem'~nt,{. cU ;OlU S12 6Ono ac.CJte6U

:Uv-<'. V-<.c.eveJt6a ogn-<. elemento ac.CJte6u.u.vc' cU S 6:ta. -<'n Sal U 5
12

,
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ln6a..tU, 6e a è un e1.emen:to ae.c.JtUc.ilivo, non ooò 6talle Ùl 52

né Ùl 53 (peJte.hé 6e a € 53' -<.n a 5 .tJr.ov.wmo I]U e1.ementi. cL<. 5 una

6ota. voUa) , né può 6.taJr.e -Ù! 500 o 5
11

•

Vflnqlle gu e1.ementi. cL<. 5
01

U 5
12

Mno tu..t.tJ. e MU 'JU e1.V'lenU ae.

c.Jr.ue.iliv.i. cL<. 5.

ha .i. M.t.to6em.i.gltUpp.i. oM v.i.6.t.i. u.i.6tono aie.un.i. tega.m.i.; p-W. pltewa

mente:

5352 ç, 52

5251 c:: 51

500 5 ~ 500

5
3

500 ç. 5
00

5253 c 52

(ma n.i.ente 6.i. può d.i.Jr.e di. 51 52)

PJwv.i.amo, e.ome uemp.i.o, ta pJùma .i.nc.tu&.i.one. Intanto è ovv.i.o é.l1e

53 52 ~ 53v 52 IU6endo S3 U 52 un M.t.to6em.i.IjJulppo} e quJ.Y1cL<. un pJr.odo!

Ic.on 53 E 53 ' 52 E 52) 6ta.i.n

52 5c5) e quJ.ndi. 53 52 E: 52'

6. é166eJ!.vaz.i.on.i..

ha .i. pltob.tem.i. ane.o!tO. arvr.t.i. .i.n teoJt.i.a de.<. 6em.i.gltUpp.i. , Y1otevote -Ù'lpOll"'

tanza. ha que1.to cL<. .tJr.ovaJte una dee.omp06ù.i.one fugi.llnta di. un 6em.i.gltUppo

5 reJ!. la. quaie il pMdoUo cL<. ogn.i. e.opp.i.a di. e.omponenti. 6.i.a .i.ne..tU6o

-<.n un' a.t.tJr.a e.omponen:te detta dee.omoo6ù.i.one.
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Szep ha dueJUttc complaameY..te uò che accade ne. ~ ~o 6htil.o COIllllU

ta..U.vo.

Sem~e .Ut 1U~eJU.mento a.Utt lUceJtca cU e.tU al. pa, :agJta~o ~ece.dente. i!

.Uttvr.U4ante ta po44ib.<.Uta cU decompoltJle un 4em.ig.wppo in 40tto4em.(.gJw.E.

p,(. con una. 4.tJw.t.twta "molto viuna." a que.U.a de..<. g,tapp,(.. IntIr.ocfuu.a.mo.

a quuto 4COpo. i 4emigJw.ppi comptaamente ltegotaJt.:.

Un elemento a € S 4i cUce complaamente lte90ta..~e 4e a· a x a.

a x • x a. pvr. qua.tche x € S.

Un 4em.igJw.Ppo S to cUu.a.mo comptaame.nte Itego,~ 4e tale ~ ogn.<. 41.10

elemento .

Si ha. una caJliLtte1Uzzazwne deqU p.lement.<. comp. :aame.nte Jt.e.q0laM.:

TeoJt.ema. 1. 1

Pvr. ogn.<. a E- S 40no e.qu.ival.ent.<.:

.il ,,~complaamente Jt.eqotMe.:

.ii! a ha un .UtveJt40 commu.ta..Uvo;

l l l! 2 2
~ a"aSa;

.iv!

vI a

2 2
aSnSa:

Ù~ 40ttogJw.ppo cU S.
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V.<m • .i) ~ ul :

a = axa = a(xax)a

xax·· x(axa)x = (xax)a(xax)

a(xax) = (axa)x • ax • xa • x(axa) = xax)a

qu-ineU xax è un blVe!t60 eU a ed è peltJtl(dabile con a.

Ul -? ili): 2 2
S

2a • aya = ayaya • ayayaya • a yyya E:- a a .
J

iliI .iv) : 2 2 2 2
;> a • a za l: a SIì S a

J

.iv l v l: 2 2 2 2
~ a = xa • a y y xa • x(a y) = (x., )y .. ay;

poniamo e • xa • ay

2 2ae • a y • a .. xa = ea

J>,t ha. a..UOIta.:

2e • (xa)(ay) = (xa2)y • ay • e ed e é Sa 1"\ a S

a E: G
e

che è un g~ppo;

vi ~ .il: ovv.io.

Le equ-iva..f.enze olta. pIlova.te u peJtmet.t.ono eU a.66 :J!J>'Me che J>e il J>~

S è comple-t.amente ltegotMe, a..UOIta. S • U G
e

con e

.uiempotente, dove, uJ>enM i. G r>11t6J>.ima.U, Mno tnche tJta. toltO (LiAg.iunt.i.
e

colo eU J>em.ig~pp.i J>e u~te UM cong~enza. le cu-i etlt6J>.i eU eqlL.iva..f.enza.

Mno tutte .in '6
Teollema. 1.2
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S è compte-tamente ltegolaJte <le e <IOlo <le Sai compte-tamente Iteg~

laJr.e, peJt OgM a E ~ •

Se S è un oem.{.gltUppO ed J un ouo .weaJ.e, cUc.<.amo che ~ è un

ideale pJWno oe accade che: a S b sg} =P a,,:J O bE J .
s.<. cWr1l che ~ è un '<'deaJ.e oem'<'pJUmo oe a S a ç;g .:) a f.:J
s.<. cWr1l che 9 è compteMmente oem.tpJUmo <le: x2" d __) x"g .

Teoltema 1.3

'<'1 S è comple-tamente ltegolaJte:

.<..t) V... 6 S:
2a t;. a Sa; (.u'l Va E: S:

.tU) S è uMone d.<. <IO:UogltU,r.JP'<' dJ.oçj.<.unt.<.;

.<.v) OgM .<.deaJ.e o.<.n,{j,tJw (o deotJw I d.<. S è com,'leMmente oem.tpJt.i.mo.

V.<m. '<'1 -)«1

PeJt .i.poteo.i. a" a2 S a2
= a(aS)a2

C a S a2; o.Jnilmente 0'<' pltova che

2a E: a S a;

.<..t) ;> iliI

po.<.c.hé la ~) c..i. d.<.c.e che
2 2a E Sa, ba..lta pItOvl1te che a E a S e

gltUppo d.(. S •

Abb.<.tImo .<.ntanto:

2 . ta t: a S a ==t eo,{,6 e xf S /
2a :o:: axa

2e ancolta (xa)y(xa) • xa

peJt qualche y f s; qu.<.nd.<.:
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2 2 2a· axa • a(xa)a • a(xa)y(xa) a • (axayx)(axa ) •

2 )
• axayxa • axay(xa) = (axay)(xa)y(xa) = ay(xa)- =

• (ayx)a(xa) • (ayx)(axa2)(xa) = (ay)(xa)2(axa) =

2• a(axa) = a xa

ili) ,/.<:v l

2 2a (, a Sa!:. a S:

e 4.{a. C uno de.<: gJw.pp'<: la cu.-i.
e

uUo ne copile S tale che e qub!-

d.<: c a ~C ~ Il c2
• C gIl G O; 8n C ~ q do. cu.-i.e e e e e e

~ ~ aUOIta. un.<:Dne fug.<:unta. d.<: gJw.pp'<: e dunque:

2
x E, C le

peJt qualche

4 22 2 2' 2a • a a f: S a ~ a E S a- \:> a ~ Sa:

e ~ f édef.;J e· e f = f e
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Un ete;nento -t.dempotente l>;' d,{.c.e pJÙmilivo !>e è m.ùw"a.le (iU1.pet

to alla iLetaz~ne d'OiLd,{.ne OM. cief.ùl.aa).

TeOiLe;na 1.4

no p!t-i.m.i..Uv-t., aUOM.

c.on e é E, a Eò G •s e

S è c.omptetamente iLeqoiMe e G = a Sa,. e

a 6 S ì a = axa peiL qua.lc.he x Eò S --'/
2 2 2a = il ya peiL qua.lc.he Yé S;

porUamo e = ax 2f = a yax; e ed f Mno etenent,{. -t.dempotent,{.;

e
2 = (ax)2 ( )= axa x = ax = e

2 2 ? 2 2
f = (a yax)- = a yaxa yax

2
= a yax = f

-t.nollie:

2 () (2 2.= a y axa ayax:ll' a ya .'yax =

2 2
ef= (ax)(a yax) = (axa)(ayax) = a yax = f

2 2 2fe = (a yax) (ax) = a y(axa)x = a yax = f

qu-t.nd,{. f = ef = fe e, peiL.f.' -t.potU-t., e = f. l~é:

2 2
ax = a yax ~ axa = a yaxa

S è aUOM. c.omptetamente iLe.go.f.Me (e uMone d,{. giLUpp-t. fug-<.u.nt,{.).

S,{.a1!O olLa e é E
s
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-l -l
x "G =ì x = exe = a (a x a ) a ;:> x é a Sa,

e

x E, a S a =) x = aya pVt qua.tche y , x E Gf pet qua.tche f E E .
s'

Vic<.amo che .i.1. ~emi.g!W.ppo S è. compteA:amente lemp?{.ce H è. ~emp~

c.e ed og.u ~uo elemento .idempotente è. pJthnilivo (ci.oé rUrU.ma.te bi E).s

S ~-L cWtà po.i caYlcell.ab.i.1.e debo.l'.mente H da,x' d' OX e xa =xb

~eguertte teMema..

TeoJr.ema. 1. 5

-LI S è. compte.tamente ~empUce;

«I S è. ~emp?{.ce e comp.f.eA:amente Jr.e,clO.f.Me;

ilil S è. Jr.ego.f.Me e og.u ~IW .idempotente è. pJthnUi..vo;

.iv I S è. Jr.ego.f.Me e caYlcell.ab.i.1.e debo.l'.mente;

vi S è. Jr.ego.f.Me e, pVt og.u a,xE s, 6.i lu" a = axa -:) X = xax
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S~ e un ~dempotente (p~~vo) ed a <f S; .Joù.hé SeS : S

(Ùt qua.nto s a = u e v ed 3e : x(ea e)y eO'1

OppOJttuM u ,v,x, Yé- s.

PorJ.amo f : e v a e y e x e a u e; ò~ ha.:

f2 m evaeyexea(ueev)aeyexeaue'" evaeye(xea3ey).exea'le :

,- evaeyexeaue = f j

ef = fe f f : e.

PVtta.nto' a = uev: ufv: (uev)aeyexea(uev)

e q~n~ S è eompteta.mente JtegoLaJte.

e, f é Es
e ~ f; e6òendo

eon OppoJttuM x,y é S; P0MamO a': fxf, b f~lf. S~ Iut a.UoJta.:

aeb m (fxf)e(fyf) : fx(fef)yf : f(xey)f = f f f f

S~ a' un elemento mte ehe a = aa'a , aa' = ala. Si ha:

f = aeb = aa'a eh = aa'f = afaf = a'a = aa'

f = a'a = (a'a)(a'a) : a'(aa')a. a'fa : a'(aebla

= (a'a)(eba) : feba : eba

pVtta.nto: e = ef = e(eba) = ena f
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e C06.t 6i.. è pJtova.to che ogni.. i..dempotente è p!Wni..:ti..\,o.

iliI »i..v)

Pe!t il. Teoltema 1.4, S è compl'.etamente ltego.taJLe; 6UPPO ni..<tmo che

ax = bx , xa = xb. Si..<tno e, f due i..dempotenti.. ta/.i.. che

illOM axa 6 G
e e bxh G ~:

axa = bxa = bxb ~ Ge = Cf --) e = f J

6e oM po IUamO y = exe 6i.. ha: y E G
e

e qui..ndi...' U6 endo

ay = aexe = (ae)xe = axe = bxe = hexe = by J

ge di.. canceilazi..one i..n un gltUppO, 6i.. 1m a = b.

i..v) ( vi

a = axa =7 ax = a(xax) , xa

vi -ì i..)

(xax) a =ì x = xax

Si..<tno e, f t E ,e ~ f; illOM e = e f e
s

6i.. ha.:

e qui..ndi.., dilla. v I ,

f = f e f = e f = f e da CI.U e = f

SUppolUamO oM che S non 6.ì..a -6empUce e -6.ì..a r!J un i..deàf.e pltO-

pJti..o di.. S• Se a t if ui..&te G Me che a é ifn Gd e e
e dunque:

Grl(,\G ::>Ga=G'
e "d e - e e'

fSf 2 f (J f 2 'J co ntMddi..zi..o ne!

AUOM S è. -6empUce.
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TeoJtenta 1. 6

Se. s è un l.> emi.gJtuppo c.omp.ie..tame.n.te. 6e.mpUc.e. e.d e, f (; E , a..Uo-
s

Jta valgono te. 6e.gUe.n;U pJtoPOI.>Ù-<-OrU.:

.i) a,b,; S, ab l G './ a S., c::. C •
e e /

«) e f = e -> f e = f .J

w) f e = e '} e f = f.

V.im. PitOv.tamo la -<-) •

S.i.a a Eo C,,' b" Gh
, a b ~ G

e' a..UoJta a b aEC b a bE Ch'
"

g

a = (aba)u b = v(bab) c.on oppo!tXLI.n-<- u c v -t,A..v

axb = (aba) :uxv(bab) = (ab) (auxvb) (ab) E G
e

e. dunque.

PitOv.iamo la «l

aSbSG.
e

e f = f ) f e E Es e. po-<-c.hé f e = f e f ~ Cf' 6-<- ha f = f e.

Arnttogame.n.te. 6-<- pJtQva ctnc.he. .ea ili)

8. 06HJtvaz-<-o nL

Abb.iamo v-<-l.>:to c.ome. un 6emi.gJtuppo S 6-<- può de.c.ompoMe. -<-n 60:t:to1.>e.m-<--

gJtupp.t :

(8.1)
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La d~compo~~z~on~ 18.1) è v~da ~n g~n~e, a ~e ~ ~atto che

i?UgJw.ppo quoz~elLte (M ReM l.

comp.te;tam~n-te Jtego.tM.e. 1n qUM-tO C.MO ~~ ha:

Ve.dJtemo IId ~eg~o c.he 85 ha una ~:tJuLt.:twr.a "mo.u:o v~una" a

quella ~ gJw.ppo (ed è uwne M gJw.pp~ mM~-Un~ ~n S, c.ome anc.he

Avendo 8 una~:tJuLt.:twr.a "~~e" ad 8. ~~ c.onge-t-tu.Jta rU po-t~
2

= 8 (.) 8 l.)
2 U 5

e po~ ~ ~c.ompoJtJte anc.OM

S~ poMono aUoM pJtMe/LtMe due, C.M~:

~) le dec.ompMù~~ non hanno -teJtm~ne; aUoM:

5=( ... ( ..... 8 (~\.J 8 (')U
2 2
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«) lo. decompo"ù.wne ha teJUrt,[ne dopo un nume/w 6;'nilo n d-<.

n n n-l
S = ( ••• (S2 U S5 lUS5 U

Comunque ,,;. può "empite pltO va.Jte che :

mentite nel caoo «) ,,;. ha:

e S~' s~ ~ S~

ma non ~ 6ac-<.le. S;. può a66eJtma.Jte che:

Sn = U G alOB2 eS

dove, n ,,;. ha: n sn"e a é S2 ' a S2 C 2

9. Ma.tM.u d-<. Reeo •

VogUamo oM occupa.!tu dilla Mpplteoentaz;'one d-<. "em;'gJtttpp;' med-<.a!2.

te le ma.tM.u d-<. Reeo.

Sw. G un gJtttppo con O ed I ,~~ ù,,;'em;' ;. cu-<. elvnenti ;'ndùlu~

mo con i,j ,k..... e t;;; ~ f.J ..... wpett-<-vamente. Se p è una. ap-

plicaz;'one d-<. M x I -<.n G. ;'nd-<.dteJtemo con Pt"" i' elemento dJ. G

l ~. ~'M.V OJ (e-,";')'

OMeJtV-<-a.mO che, "e è data 'tl.na. appucaz;'one P: '1 x I -) G, aLto/ta.
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z.wne:

(i,a,/:,,) (j ,b,.,l ) = (i,a pt-~b, Y) (9.1)

con al p.w. tLlt elemento cUVeJL60 da o; -6J..a. s t' .{.1'!-6.{.vne delle ma-

Se p è una 6.{.f.,é(l.ta l'1a..tJU.ce -6U G, POf.,f.,.{.a.mo de6ùwte una ope-

ka.z~one b.{.~ f.,U S nel modo 4eauente:

con A, BIOS

dove il pMdotio al <lecondo membJW è t' oltcUnaJU.o pJWdotio "JUghe

peJt cotonne" 6ka. ma.tJUu.

m.{gJtuppo delle ma..tJU.u cU Ree-!> -6/d gJtuopo G con matJU.ce "J.>a.ndtv.<.ch"

P. OMeJtVJ..a.mO che qUe-!>ta CO-6btu.z.{.one poltta agt.{. !>:te-!>!>.{. wuV:.ati V.<-

!>t;. ~a ed .{.f. pJWriotio è ilncona. quelto de~.{.lÙto nella (9.1).

SJ..a. S un -6 em.{.gJtuppo compte.X:amente !> empUce e G (!Il MO -6o:Uo-

aJtuppo con ulÙtà g(g t E ). Ind.{.cl~o
s

I = { e 6 E I e r: = e }
s

H = { f t E I g f = f }
s

e de6~nJ..a.mo una appfuaz.{.one p da H x I .<-n G ponendo
P~t,

f e.
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Con T .ineLi.clUamo il Mm,ùJJtHppO I x G x M con.t ' opVUJ.z'wne (9.1);

aUOIta l'appUcaz'wne X : S -) T de~,{,JUta da:

a -~ (e,g a g,f), dove a g é: G ,
e

V.<mo6t:Jt,i.amo il teOltema. ,{,n QUa.:t:tJr.o ..piL6~,{," •

è un elemento eLi. G e che g.t,{,

.weJrlpoten:t.{, e, f eLi. (e,gag, f) Mno de:teJun.i.na.:t.{, uMvocamente;

6,{,a U,e) € M x I •
/ Pfe = fe = (g f)(e g) = g(f e)g C g S g = G;

,
6,{,a alta a lO S; ~e a g € G a.l.tOIUt u~te u ~ u(ag) = e; c.o~Z

e

e g = u(ag)g = u(ag) = e

Analogamente ~,{, pJWva che

e QMneLi. e f 1.

~ PkCV,{,amO che)( è un omomo~6~mo;

aUOIta

aa 'g E G ,
e

gaa'E Gf ,.

(a;( )(a'i( ) = (e,gag,f)(~,ga'g,f') = (e,(gag)(fe')(ga'g),f')=

= (e,(ga)(gf)(e'g)(a'g),f') -: (e,(ga)fe'(a'g),f') =

(e,(gaf)(e'a'g),f') = (e,(ga)(a'g),f') = (e,g(aa')g,f') •

= (aa'»):' .
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ili. PJtOv.wmo che X' è ~n,{.ùt..<.va.;

6.i.a a X • a I X ; a..UOItt1.:

(e, gag, f) = (e I ,ga I g, f ') ;> e = e', f = f', gag = ga' g ;;>

> ga = (ga)f = (ga)(gf) = (gag)f = (ga'g)f = (ga')(gf)

• (ga')(gf') = (ga')f' = ga')

a.nalogamente a~ = a' g e "XJ~hé s ~. ca.nceUa.bile debo.emente. 6~

hI':

a = a'.

-tv. Pltov.wmo che;( è 6U~ùt..<.va.:

6.i.a (e,x,f) é T (x ~ G); 6e eR = e, gf = f a..UOItt1. [Teoltema. 1.61

6-t ha 3e = 8 = fg. PonJ.a.mo a = e x f; 6-t o.tUene:

e(ag)e • e(exf)ge • (exf)gf = (exf)g = ag

equ-ind-i. e dunque

gag· g(exf)g • (ge)x(fg) = gxg = x;

a € S ~' a;(. (e,x,f).

S-t è C06-<- pltovcU:o che;( è un Llomolt6L1mo.

lO. 060 eJtva.u.on,i..

Se s è un 6em,tgltUppO 6U cu-i non 6-t 6a.nno -tpotu-t d-i. "compieta.

6empU.c..Ua", lo 6-t può "ltt1.ppltuenta.Jte" mefunte un 6em.l.gltUppO d-i. ma..tJt-tu?



- 30 -

OMeJtV-U:lmO ,ùttan:to ehe. <le. S è un <lem.<.g!tU.ppo det tipo IxC"

COYJ1J.<.deJtaU i.. M:t.toi..Mi..emi..:

Il' = { (i,a, /::'-) a E G },<(;"

LI:" = { (i,at'-) i ~ I, a (, G}

R' = { (i,a,t') a E G, t" ~ M}<-

<1'<' ha che. H~t è un g!tU.ppo V~t , LI:- è un J..dea.e.e. <li..nJ..<Ibto Ilt:- '

R' è un .<.dea.e.e. dubto V~ e. i..noU:Jl.e. :<

Vogt.<.amo o~ po~e. !'atte.nzi..one. <lu!!a <I~ det <lo:t.toi..I1<I'<'e.-

me E de.qli eteme.nU i..dempote.nti. Se. s è un <lemJ..Ij!tU.ppo Jte.gola-s -

/te nulla PO<l<lJ..a!?1o dJ..Jte. di.. Es me.nbte. qualco<la ~i.. <la quando S è

comp!etame.nte. Jte.golalte.. Anco~ di.. pJ..ù. <Ii.. conO<lce. <lu!!a <I~ di..

E ne.! cMo che. s <lA..a <I emplice..
s

Te.oJtema 11. 1

E è <lotto<lemJ..g!tU.ppo di.. s;
s

M 110 i..nv e.Jt<I'<' di.. a e. b a!!o~ b'a'I
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cii.. a b:

iU} a = axa, b = byb ) ab = abyxab.

Se po-i.

-i.v I e E E -) t' -i.nveJU>o cii.. e è u.n -i.deJ1lpoten-te.
5

V.im. -i. I -;> u)

afa, bb' E: E
5

e qu.-i.nd-i. Glnche (a'a)(bb') E E ,
5

uoé

(a'a)(bb')(a'a)(bb') = (a'a)(bb')

a(a'a)(bb')(a'a)(bb')b a(a'a)(bb')b

da. cu.-i.:

(aa')(ab)(b'a')(ab)b'h = (aa')(ab)(b'h)

ah (b' a ') ab = ab

e, o.imil.mente,

w 1 ili)

b'a'(ab)b'a' = b'a'

xax e yby 00 no -i.nveJU>-i. dA. a e b lTeO!l.eJ1Ia. 2. 6)

e qu.-i.nd-i. lyhy)(xax) è u.n -i.nveJU>o dA. ab; peJtuò:

ab = ab(yhy) (xax) ab = a(byb)yx(axa)b = abyxab



- 32 -

ivl ~/ -tI ineLt'-tpotu-t e.he S è JtegolaJtel

6-ta11.0 e, f E: E e 6-ta x un -tnve.!t6o d-t e f, ·\etolta
s

fxe = f(xefx)e = (fxe)(fxe) = (fxe)" Qu-tncU

(ef)(fxe)(ef) = e(ff)x(ee)f = (ef)x(ef) = ef

(ixe) E: E
s

(fxe)(ef)(fxe) = fx(ee)(ff) e = (fxe)(fxe) = fxe

e peJt la -tv I. U6 endo

ili) y -tv)

fxe -tnve.!t6o cU ef, 6-t e.onc.tude ef tE E •
s

6-ta e E: E e x -tnve.!t60 cU e: u6endo a.te.Olta e = exe, x = xexs

6egue peJt la~) c.he ex = ex(xe)ex;

x = xex = (xe)(ex) =

= xee(xex) (xex)eex

Qu-tl1.cU x e E •
s

[(xe)(exD ' l (ex)(xe)} [(xe)(exil

2 2= (x e x) (x e x) = (xex) = x )

=

Inl1toduUamo olta la. noz-tone eli- gJtuP,l?o a. dutJta. (e a. 6-tWtJta) e.OI1.

c.u-t U .,a.vv-tc.ùuamo" a.nc.olta cU p.w a.te.a. 6br.1.LttiUUt cU gltUppo.

UI1. 6eJ1J-tgJtuppo S è detto gltUppO a. dutJta 6e è 6empLi.c.e a dutJta.

e 6e da ax = ay 6egue x = y. 111. a.ttJt-t te.Jtm,(,M 6-t ha. aS = s,

V a t S, ed -<- pltOdoili ax "Jt-tpJtodue.ono "una. Mla. volta. gLi. eteme.n.ti

d-t S,

066eJtv-tamO c.he la. den-tMz-tone Olta data. equ-tva.te a. cUJte e.he: peJt

ogn-i. a.bes, u-i.6te un UMe.O x tale e.he ax = b.

Vua.R.mel1.te 6-t deMwc.o no -<- gJtuppJ. a. 6-<-n-i.6tJta.
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Teollema. Il. 2

.tI S è un gllUppa a. dutJr.a.;

PVt ogn.t a E S u-ù.:te un un.tc.a
,

x <!: S 3 2
a x = a;

ili) S è llega.e.Me ed E i! una zeJto oen.tllllUp1'a du:tJta.
s

v.tm . .tI ).u) avv..ta.

.ul -'l iliI

2a x = a, a..t.e.aJta.:

2 2 2 2a = a x = a (ax) = a (a x) x = a (ax ) ;:>

oe 1'o.t x = x2y o~en:te 0,( c.anc..e.ude c.he

2
x = ax j

2
Y = xy J

da. cu.( oegue c.he 2ax=axy=xy;

2 2y = xy = (xy)y = (ax)y = a(ax) = a x = a

PeJt:ta.nto ax = xy = xa; a..t.e.aJta. a· axa ed s è c.amp.f.eta.m.llega-

S.ta.no olla. e, f E E ; peJt .e.a. .uI u-ù.:te z € S
s

2
tale c.he fe = (fe) z

2
~u.(nd.( fe = (fe) e z e. peJt.e. I un.tc.-U.à. : e z = z

2 2 2
z = (fe)z • f(fe)z = fz =1' fe = (fe) z = z

Z • e z =q fe = e fe

? 2
fe = (fe)-(fe) = (fe) e ~ e = f e
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~.(a a~S ed x,Y ~uo-i.. Ù1V eA6-i.. , uoé: axa = a = aya, xax = x,

yay = y.

AU..oM.. (ax) (xa) = xa (Ùl quanto vaJ.e .ta ili1 e aX,xa Mno -i..dem

+ _+:1 . - 2
po~e,~ ~oe xa = ax a 2 2

axa=axa=a
. 2

pVt Cu..<. a t a S;

~,ùn.ilmente ~-i.. pitova: a E Sa2 e qu.-i..nd,(. S è comp.teJ:ame.nte lte.,go.tMe.

ed è u~ne. d,(. qJtu.pp-i.. -i..n ognuno de.,(. quaU c' è ~o.e.o un -i..dempote.nte:

S = UG
e
a

a CaMa de.Ua tU). PVttanto

e GR = CB pVt OgM GR ed -i..n maMVta UMVOca., pVt cu.-i..
a •

e S "' S
a

8e a C ~-i.. ha.: a e S aS = s (aS2aa'S = e S = S )
e a aa

to d,(.Jte.Uo d,(. Wl ~UO ~oUogJtu.ppo "C

12. "Late.M..U" -i..n un ~e.m-i..,nJtu.ppo.

e. d,(. E :
s

S = CxE s

8e C è un gJtu.ppo id H un f.JUO MUogJtu.ppo, ~-i.. può de.compoMe. C

,(,n .tate.M..U: G = H + Hg
1

+ Hg
2

+ ••••• • C.i du.e.d.<.amo H una de.com-

PDI;ùùne d,(. qUe.f.Jto tipo può tltoVaM.i anche. pVt -i.. ~e.m.iI1Jtu.pp.i. re. plto

b.tema è il uguente:

I;e S è, un f.Jem.igJtu.ppo e.d A un ~uo MUOf.Je.m-i..gJtu.ppo, è po~~-i..bile.
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ehe c 1'\ A = !il e S \ A = A C ?

Vedkemo tka poeo ehe è pOoo~ le e~~tt~zz~e ~ o~gnupp~ ehe

godono d~ queM:a pMpM.Ui't.

R.i.cMeUaI'1C ~ntanto ehe un elemento a ~ 5 geneJul un gJr.Uppo (qua~

do lo geneM) uMvoeamente dueJU:1ÙUUO (f.ll cWnoMJLttz.i.one non plteoen

ta eeeeM~va d.i.~MeoUà). ,"lei oeq<Uto ~nd.i.eheJtemo eon <a> il gnup

pc 9eneJutto daa r elemento a E 5 {quando eo~te I e eo n [ a ] il

6o.ttMem.i.gJtuppo geneJtato da a (evaenteMente

Pon-Utmo OM:

[a] =
? 3

fa,a-,a )}.

S
a {

<a>

[a] 112.11

Teoltema 12, 1

S ,
a

tale che s\s =5Ca a'
aUoM 5 (5 =UG.)

l

e
j

Ce. ~ G.). 5 wuUo. q~nd~ eooeJtè un gnuppo a deotM.
, l l

P.<m,

B e

6UPPO .wuno ehe S 2
a

e G: S 2, ItUO'f.a
a

2r
a = a
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2 2r-lS = {a,a , ... , a }
a

f IHl gJu.tppo (2r

pic.coto uponente peJt ctU. ~-i. a.hb-i.a. t I ugua.gwnza.) .

Se .tnvece
_ 00 2r

aE S te, u..u..OM a = a c,
a

peJt un oPPOW1I10 c E e; 0E.

v.wmO che C ES'a' C E se. aUOMa

6.t aVlLebbe :

2ra ~ a S e ~ S e MWlLdo po-i.ché. a ES.a a a

QuàcLi. è c, S ,
a

uoé. t
c = a t da ctU.

2r t 2r+t
a=aa=a

e ~.t conctude d.t nuovo che S è un gJu.tppo. In entILamh-i. -i. CM.t Sa a

d.tz.tone e Qu.tnd-l. S 2. è un <JlLuppO.
a

Se .te <JlLUppO è 6.tYld:o ed U ~uo olLdàe è n, 6.t ha ~ ~ /(n-1)

è un <JILUPpO. Se -i.nvece

S
a

ae 1- • etr aa

a(a 2 a) (a2 ;)a•

2
~)

2 - a)a (a • a (a

a a • a a

da cu.t 6egue:

eal. :or (; ala = (a ;)a

lpeJt fu 12. I)

a(a a).
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PeJLtanto a è bt un gJt.uppo che, ow.wmente, contiene :tJ.itte te potenze

fU a lu.o 11 contiene S). S è aUo/W. un gJt.uppo, I-'c-a a

ty,irrfU ogni e1-eJ1Iento cU S è' ~n un gJt.uppo: c.onl>.utvu.amo quetU md6~.bna-

li, che 6l11UInno l1nc.he fug~nti peJl ovv~e c.onl>.uteJta.Z.WYlA-, " ùuUch<.amoU

con G. (te wpettive unità ~.i.c..;w e.). S~ ha c.o~Z
l ~

S =UG.
~

(12.2)

Supponiamo Ma che vl1tgo no te l 12.2) è ev~dente aUO/W. che va-

Ma 6-<- 1111 anche:

G. = G. e. - G. !ke. So Gke. So G.
l 11 l l l l

da. c.u.i Gke. = G••
~ ~

S = G(e
1

U e
2

U ..... )

con ovv~o 1l~n.i6~c.ato du ~.unboU (G è uno du gJt.up~ Gi )·

(12.3)

In corrc.tull~ne ~~ è pwvato che tutti e MU ~ <leJn.igJt.upp.i peJl c~

vale una decompoll~wne del.tipo (12.3) 60no ~ gJt.upp.i a dut/w..
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P~e II - Atgeb~e

$.w. 5 1411 .i.rté.i.eme 614 ciU 60110 deMlU.te due OpeJtaZ.i.OM: l'opeJtaz.i.ol1e

e Il l'" .
invece cU a • b 6~v~emo ab). ~ue6te due OpeJtaZ.i.OM 60110 collegate

dalla uguente legge fu~btvUva:

(a.xb)c = (ac)x (bc)

da)C b) (ca) x (eh)
(13.1)

ze cU 1411 6.i.6òa.to elemento non 60110 .tutte fuUnte e .tIt.a. e64e 6-i può qiUn

cU .(.ncUv.uiuaJr.e un g~ppo Uc.UC.O lo. c.LU unUa ~, ev.i.dentemen.te, -idempo-

a "a • a da c.LU, mol-UpU.c.ando pel!

bl< b • b

PeJtta.n.to 52 ~ un 6 enU.g~ppo .i.dempotente.
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6.tenza eU. evenJ:WLU elementi '<'ciemrotenu. Se peJtò lupponh!!11() c/ie ne f?,;.(

6.te almeno uno, ta 6.d:uaz.<.one è anal.ooll Il qlLelfll ri'J' caor. ~.(n.d:o.

gJt ,pp.( cile non ila n'la elemenu .<.cie"'.'1otenu".

PiUma cU pJtocedeJte ad un eMme p.w detT..a.g.('hUo d-i. S 066e/tv.<.ame ci,e,

6e aVe66-<-mO p06.to:

03.2)

a.i po6.tO deUe 03.1), contluvU.amenete a quanto !>i.. può peMMe, no., av~e:

ma avuto un cMo Y.J.w geneJtaJe, ma un C.MO paJtt.(c.o.i'1vte rU !>:tJtuttu!ta con

axa=a =';> Oxl)a=a ~ 1><1=1

b" b = b peJt ogn-i b" S2' Va UÒ 6eCjue, peJt ogni.. a ~ S2:

a = a . 1 a =

PeJttanto oglU elemeneto del MU.pY.JO ha oJUUne rUv.<.oMe di.. p - l; .{.nve-

ce ci.( aP .{.n ( 13.2) , po!>!>J..a mo aU.oM !>c.JUveJte !lOto a' otteni..amo C//u!2., ,

rLi. ta I 13 • Il ma c.on una c.ondù'<'one '<'n p.w.

TOJtIÙamO a.Ua no!>tJta !>:tJtu.t:tuJr.a (!>uppo nendo !> empJte s <'<'n.d:o I .

COItil.<.deJt.<.amo qu dementi c taU c.he:

cxl=c 03.3)

Ielementi !>'<'6 ~a;tU ui..!>.tono peJtc.I1é, ~i..!>6ato a ~ s e po!>to b = a I( l,
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~<' ha che b x l = b). VaJ. e

C 1;< l = c q cc I CCiX l 03.4)

CC rJ< c' = cc I

cc' x C I X l = cc')< 1

(d~tLe ~pote~~ (13.4)

cc IX Cl cc'}( l (13.4)

(cx 1)c' = cc')< l

CC I = cc 1)(. l

03.5)

~e c VVt.({<'.CI1 ta (73.31, ancr,e -l
s c s

e anche,

)

dove <' c . (i
l

l, 2, ..... ) 60110 tuUA. qU elementi peA ctù vaJ.e (13.3).

l)<b = b

~~ può ~ov~e che:

(13.6)



dove -i. h.(i
l
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1,2, ..... ) Mrta fuW qU elementi peJt cu..i. vale (13.6).

1 e., ~ e deve e..M eJte anche 1)( c = c,

~-i. a~ene c = l.

VanUama pJtavMe che SI

-l la x (IX a)
-l

a e, po~:to c (Ix a)a- l , ~-i. ha:

l >( a = c a é Cl a dove -i.noitJte c a

come vo.tevamo.

S-i. ~ova -i.noitJte che

ma è anche

segue.:

e, eMendo
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-l
a-l

Te.o!tema 73• 7

) c.on la le.i)!:j(?' (13.1), ha la Hi)ue.nte -6:Vw..t-

tu!U{ :

74. r-6-6eJtvaz~o~.

0Ue--6U pJtobleJn~ non hanno anc.OM Ml(LZ~One, c.ome non è anc.oM waUo

Se Si = O V G (gJtuppo c.on ze!tO) ed S finito, .6.{. può pltOvalte c.he G

è ab~no, anatogamente a quanto ac.c.ade peJt un c.o!tpo 6~~o? (c.6!t. Tea

!tema d~ WeddeJtbUlln. )
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teo!Ua. •

,u,te: Ca X b)c ha o/ld-<-ne k e <le a x a = a, !tUo'ta:

kp+l kp+l k+l F:"a~o.::l X a = a = a. -'\....0-:) J_

Uene. atwn ùemento d.<. o/ld.<.ne p

n <1-<- ',a aUOM che u. <]JW.ppo non COY!-

e C(tUnd-<-, ad e<I emp-<-o, <le P = 2

Se. accade. che. l)'. l = a

ha a = l

rU.. So' Li' <lt/lu.-tt:UM rU.. S2 <1-<- !1(l(o de<lr:fl.<.ve!le.: S2 = GUS' dove. s' non

è MJ'1-<-q/lUPpO e 1101'1 co~t-<-e.ne M'!:'-<.q'tnrri..

qu.ct.C'è..

Pa<l<l-<-O.mo oM a COn<l-We!la!le un a.t:tJr.o .tipo fU <I:tIu.Lt:tWta, <lca-ùvu..to dat

.e' e<l-<-nenza d-<- de<lcfl.<.ve!le Ce!lU 1enomeM CMm-<-U.

de..<. <I.<.mboU con -<- quaU deMMamo de.Ue

con Cl.~lR , a. >0
1 l

S[lPPOMi'. -

de.e. Upo:

13~ ~L
a. a. . ....

' 1 ' 2

a.~'V
l

r
con l~r~n J (15.1)
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~W'!XlI~'<'ClJ:W d:e 0i1'1lLl'iC d'<' quut.-i. eleJ"1er'vU -!>,w upwu.b.<.l.e '<"n Wl un-<.c.o r.lo-

+F = f U F

uva.)

è a..UolUt un g!U.Lppo a.heL<.ano (.<.rIponendo ta tegge C.ol?'J'l(tTJt-

COM'<"dvUamo olUt, :tJta te c.oppù (a,h) r''<'' + +
F )< F, (ma. opeJraz'<"one C.M-!.

de~'<"n.<..:ta.:

(a,b) (=) (c,d) = (ae Cf (a,b,e,d) , hd Cf (a,h,c,d»)

dove -!>uppon.<..aPlo c.he aer(a,b,e,d) " e anc.olUt:

'<"1 '(a,b,c,d) é F

.<...<..) '(aa',ha',e,d) = c\(a')<p(a,h,c,d) , Cf(a,b,ec',de') = f(e')'f(a,b,c,d)

.(.«) Cf (a,b,e,d) = r (e,d,a,b)

.<..vl 'f (a,bb' ,cb' ,d) = O(b')<p(a,b,c,d)

c.on d.,(a'), ~(e'), «(b') é. F

C.<.. c.r..<..ecWlmo quando una. .ta1.e -!>.t!ultillJlll è un -!> em'<"g!U.Lppo •

S.<.. può ciMe una. ClOnd.<.:U.one nec.u~a.JL.<.a, e pltewament:e:

(15.2)

Se
+ +

Fx.F«(=»

Cf (a,b,e,d) 1a ,b,e,d»)y (ae,bd,e,f) = l' (c,d,e,f) ~ ('('(e,d,e,f»)'f (a,b,ee,d
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Ved.<.aJna o'la c'vi JUc.a.vMe aLtJr.e c.oncUUon.i.11ille ~[lnz.wn.i. 1, "") \-', Il '

[ (<:,f,)0 (c,,') ] 0 (e,:) = (a.h) O [ (c,~.) 0 (e,n]

~i.. o.tt..-tene, c.on ovvU c.a..e.c.oli

'f(aa' ,ba' ,c,d) = 7(c,d,aa'b"')

d, (a') ~(a,1:',c,d) = ~(a')<f(c,d,a.~) = ~("')r(a,h,c.d)

cUa') = ~(a') +
~.'E rUG (15.3)

, &~ JUc.ava:

D~a ~l dette 115.2J &~ o~ene po~:

~ (a'a") = o1-(a')o«a")

'fa = Cf (E, E, t, f.) e & e. a = b, c = rl = e = f = E.

q'(a,a,E,L)'f[a'{'(a,a,éofl. a'f(a,a,l,l).E.,lj =

= 'i' (t,t}:J l ) Cf'[a.a. 'f (t,t,(,t ) , <f (t,E,t,t )J
da c.u.i.; 'fo«(&.) lfe--o((IL)'f') Q.,Q@.,)'fOJ é... E.J = o(llL)fo~(!..Eyrod.)

01, (l\"oll6,l) '{( lfo/f.Jé"y() ::- 'f(UJfo,fo)

c{la.,(p.(Qò)) = é
H a quu.to pun-to &UpporUttmo c.he. o1-(al = €~ a = é. 1*1 (!'.ùnpL<.c.az~!!..

ne. veJt&o &~rU.&tJta è ve'La neUe ~po;(;u~ ~n c.u.i. !avoJUamo), &~ o.tuene
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o< (a oZ (a)) o<. (<(o) = 01. (Cf. )

o( (a o( (a)) = f.
-l

a

Con .la c.oncUz'<'one ("I è ev.wente C.O'1'<'- -I>.{.o. phl MWlpUc.e dUcJUveJte .ea

-I>.tJtuttWt1l dee gJtUr.>po. 8e.n2a .ea c.o/'lcUz'<'one (*), -1>'<' può c.omunque OMeJtva-

!le quanto -I> e(lue:

n(a) =E. , a(b) = f. ~ a(ah) = [

e qlt'<'ncU "U eeementi a taU d:e ara) = E. ~IIJtmano -I>em'<'IjJtUppo.

C.<.ò pttÒ ahttMe neUo -I>tttcUO dee gJmppo.

Contil'lluamo anc.OJLa a JÙc.a.vaJte datee c.ol'!6egttenze -I>tt.e.ee ~ttnz.<.on.<. n

? ?
n-(a)'fa = 'f(a,a,a,a) = ;r-(a) ~o

2 2
cl.. (a) = 'O (a)

e, date' '<'potu.<. c.lte ogl'l.<. potenza. ~.<.a upJvirU.bue '<'n ttl'l.<.c.o modo, <!e'llle:

ara) = y (a)
+

a~F'u(.

In c.oncl~'<'one -1>'<' è o~vato c.lte, '<'n !,el'!~e, vale:

ara) a(à(a)) = [

1)

2)

31

a(aa' )

a " O
ara) ara')

(uoé a(a(a))
-l

= ara)
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F X F ,
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neP modo

/,'>,
"(a,b) = (a,b) 0 CE. , Cl

/:>

1'ì (a, h) = 'lì' (a, b)

e'tuÙ-t~ è ('fO) 'fo ),

/' + +
e il' (F , l' ) il tU! lJJtU!Jpo c.ommu,talivo .<.VI c.tlA

Tntlloduc.iamo anc.oJta un'altJtn opeJtaz;one, c.ooZ deti,~:

(a,h) ~ (c,d) = (ac 'f (b,c), hd 'f(h,c))

C.OI1 l'e c.ondù~~:

il r (h, c) ~ "'
u) Cf (b ,c) = 'f(c,b)

fu) Cf' (hb' ,cb') = a(b') Cf(h,c)

-i.vl 'f (a, €o ) = E

U oem-i.aJttlppo non il p-i.il c.ommtL-tttuvo Jt-i.opello a quu:t' ul:Ur:~a. oPeJ'.1tZ-i.OM,

ma ac.c.ade anc.oJta c.he

a(ba(b») = f.,

l) S-i.a < un oem-i.(jJtuppo, H lUI oUo ootto-i.M-i.eme ed m,n -i.n:Cw d-i.o:tùtu.

CCY! 'In ed ,<"1 -i.ncUc.h-i.ttmo 1f.; ;JtO-i.e~.( c.o!>~~ da. "pMof.e" M f.tU!-
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CA.. cn.).edJ..amo come de:teJul!A..r!Me H af, ~A..Ylch~ ~J..a. UYl (n ,ro) -t'lu.,tart-te, cA..O é:

f' c!urUlo ,(YlJ:il.vr.to che H 110 YI .Y.JltÒ <'.-6MJte W'l ~ eJI1A..atturmo, ma YlO Yl è ~a~

fe ~tCavMe a.e~e A..Yl~okmazA..oYlA...

{19111, 355 - 363.

J.r..Kim. - No ~emJ..glloup ~ a 6A..1".,{}:e UYlA..OYl of, mtttal'l-U - S~mJ..IlMUp (,0-

!tW116 (1913},3M'-361

~. r~e/U - OYl {m,nl-mtttal'l-U J..Yl ~e"1J..I1I!.OltP - l'IlOC. JapaYl Ac.. ~ {19621.

269 - 210.

S.<.a. G UYl gl!.Uppo e K ltYl ~uo M tto.tMJ..eme. 'flJ..cJ..amo aU.OM c.lte

%y • (G, El() è Uyl <l'Ut6o dUtet.to, dove:

con 1":. t~. e. ~.
l J

Lo ~.tu.d.(o de.<. 1Jta.6J.. d.<.I!.e:tV. ha da.to I1ttOYlA.. WItUa.U qltaYldo 'J' l' Wl

~ot.to!Jl!.Uppo· ~J.. c.OYlo~ce moLto ~oco ~e t'laYlc.a quutit co ncUz.<.o Yle. Un (.avOllO

".Ha.'Uto - S•.lla!]u/U - Tou.U lrlJ..l!.ert-t C'e1tu.fM .\tttoma.tl1. - JOMna.t 06 COt'l

ptttel!. Md .~!I~.tem~ ~cJ..eYlce 11 (1°15). 111 - 185.



- 49 -

17. Tr.or'-<:a de.r>U autom-<-

v.!i. G.euo !:>ov - TI: e. abotMa the.oJttj 0'1 automata Ituto Ùt ltMoo) .

SlLccuo-<-vamente 00110 oma pubbUcct:t-<- o..U.!U ./'.a.voJt-<-:

S. G/no buJti) - Il 11 -<-ntJtodu~ 11 to mathe.maUca1 maCMl1e theJt~! (19621

'1,.··,.·\Jtb-<-b - The.oJttj 06 abotMct au.tomata (1969)

1Jw.oow. F - Hal.bgJtUppw. ul1d automate.11 (1911)

V-<- 00110 po-<- tavoJt-<- p-<-ù Jtece/1U.

111 geneJte, quando 0-<- paJr1.a cl-<- automa oi.. i..ntende. pMtMe di.. un "oi..ote.ma"

-<-11 Ctti.. 0-<- pOOOOI1O .tnrnetteJte i..11~oJtJnazi..oM, 6ellnaU, ecc. c.f1e ",od-<-Mcanoto

otato de.'- .5i..otema, da cui.., -i.ntanto, vengono emeooe -<-n~OJtmaZi..oM tMo ~oJtmate,

oe.r>I1~t-i.. dct:t-<- ecc.

VCl un punto cl-<- vi..ota itOo-<-omitUco -<-ntendi..amo peJt au.toMa (AutomCl '·(EALV)

una 5-pta

tJt, • (A. 11.. Y. 6 , lo )

dove A è t' -<-noi..eme degU otItU de.'- oi..ote.ma, '{ .f.' -<-no-<-eme de,(. oegnaU

cl-<- en:tJta.ta. e 'Y .f. I i..no-<-eme cl-<- queUi.. cU. M c.Ua; 6 e lo 00 no 6unzi..aM:

6: AXX -., A
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Ad U eJnp.w, ,s e a e b -i.nd-i.c.ano due ,s.ta.:u d-i un ,s.u.tema e x, y un,s e

o(a,x) = b e ~(a,x)

UI1 llLdoma .la rLVtemo deMndo pV!.~ettrunente quando o(a,x) è de~-i.nila

l'V!. ogn-i. (a,x) e.lo rLVtemo deteJtm-i.n.u.tùo <le o e ~ ,sana 6unz.wn-i.

un-i.voc.he. PaJLtV!.emo po-i. d-i. au.toma <ltac.it6Uc.o ,se è po<l,s-i.bile daJte una 6u!!

z.wne d-i. pitobabilili c.ondù.wnatit P(a' ,y' a,x), che uplUme .la p!tObab~

.lill c.he t' au.toma a6<luma .la ,stata a' da po il <le'l na1.e y neU ' -i.potu-i.

che <l-<-a netta ,stata a dopo il <leqnale x.

Un automa è po-i. detta d-i. f·l(lORE quando da o(a,x) = Ha' ,x') ,se,Jue

~ (a ,x) = ~ (a' ,x'). In quuta c.it60 il vaR.OJl.e d-i. ~ d-ipende òa.lo daUo

,stata 6-i.no.te o(a,x), c..«>~

~(a,x) - t-{o(a,x») e, ad uOiUme

vt. - (A,X,Y,O,p.)

- (A,a o ,X,Y,o,~).;qu.o.ndo tIl,-(A,X,o), .lo d-ic-<-a

mo òenza òegna.U d-i. l1.6c.Uo.; quando A è 6-i.ndo, V(, ò-i. d-i.c.e A-Q-i.nila;

quando <lono MMU anche X e 'Y , 1lL <l-i. d-i.ce 6,Lnila.
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~n a!(Wr~a ~ con /d.t'..to ,ù-uzwe "0"'1) c1..<.wmo d.i. rO"'IN-~Ct'TT /?lu!ndo

uùte F c /\ . F i a. , i.. e.tU eel'J~ent.~ <IOno pJUv.aef1i..~ W;:>et.to (/.f1U

nel: :?lmto cf' i..nco n:t!to bu;t ta JUlja zeta coto nM c ~. JUpoltti1J.:o la

copr.i..a di.. va!oJU (a(c,z), À(c,z)) ,.le t'{l(ttoma è. <lenza H'1na.ee r!'ll<lc.i..ta

VI'. ,'U.POlr-ta.to <lOto .i...e va.eoJte a (c, z) .

(1uando e'automa è di.. MooJte .Ii..

te.

b c.. .. _ .

,
I
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Se x

ry ~

"1"2 .
v :-:i E

., (l ~ l. " k)-.- . "l-

e ~ YIY2' )Te Y·E " (J ~ l ~ t)
l

U p/l.Odot-to è MM!Ua;U.vO e qtU.nd.<. F(X) è un -6eJn.{.gJtuppo {-6e"l.ùjJtuppo

ubeJtO con baJ.>e xl. Si può G,g!J,wngeJte.e.a "paJr.O.e.a vuo;(:a" , e, e -6'<' fUl a.e.

é'Jta, -6e iJl.. = (A,X, Y, lì, À) è U/1 iULtoma, pO-6-6iamo c.oM'<'deJta.Jte F(A) ,

F (X), F (Y) , '<'M,{,em'<' deUe )'xvr.o.e.e d.{. -6:ta.ti, pa.Jta.e.e d.{. ertbuWt e pa.Jta.e.e d'<'

U-6c..{.:ta, W pe.t.tivamertte. Voguamo pJto.e.u/1gaJte lì e À a lì, À in ma

do che:

lì Ax F(X) ~ F(A) ~' ;\(a,e) c a

À Ax F(X) -- F(y) 3' ~ (a, e) a e

Se p c x1x 2 ·•··· xk de6'<'n-i.amo ;\ (a, p) -alaz'" --"1<,

~(a,p) = ylyZ"·" Yk dove:

e
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TaJ.e iU.doma ~.<. cUce ~equenzW.e,

Si.. d.<.c.e. che un iU.doma ha un ~~tema B cU geneJtatoJU pVl A (B C A)

quando pVl og ni.. ~tato a E A 11 : a ~ hp con h e p oppoJttuni.. ele-

menU cU B e F(X) wpetUvamen-te,

1J[, &i.. d'<'ce cill.<.co quando u~-te_ un ~~-tema cU geneJta-toJU C.O&tiW.<.to da

un 6Olo elemento. Un i'JLwma .<.ni..zWe -&i.. cUce connU60 .<.ni..zWmente quando

la -&tat:o -<.ni..zWe ao geneJta A. Un iU.doma ucl-<-ca -6'<' cUce c.onnU~a Qo.'t-

terrente qua.ndo ogni.. }.-tIl!:O gel'!eM ~,

Ur automa 1Jl,. (ft.,F,6), con F -&em'<'gJtLtppo,~.<. cUc.e qUMi..-au-toma quan-

.10:

Ha,fg) ·6 (Haf),g) pVt ogni.. a t A e. fJg é F

1) Poni..amo A ~ {a,h,c,d} x • {x,y} y • {u,v}

6(h,x) ~ a

6(a,x) ~ 6(c,x) • 6(d,y) • h
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oCa,y) = oCh.y) = c

o(c,y) = °(,: ,x) cl

),(a,y) = ),(h,x) = )'(I:,y) u

),Ca,y.) = ),(c,x) ),(c,y) )'(d,x) = )'(<I,y) = v

1.!C- (A,X,Y,o, ),)

l'i.l)

t;1"'" )

@~ (~,..)
(~"'.J

e la. clLi. tabeUa ~:

è UI1 au.-toma c'oA. ,"oMe .il c./.u. gJUl~O è:

x

y

u

a

b

c

v

b

a

c

u

c

b

d

v

d

d

b

1) S~ A = {a,b,c,d,e,f} x = {O,l,2,3,g} F • {f}

1JL = (A,a,X,o ;F), '<'11 c.tU. o 6Mà deMrtila. me~nte ib gJUl~O,

è UI1 automa d.<. 1?obÙl-Sca4. U Ma gJUl60 è:
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/[@J <, O 3

J "'l 'I>.. ~, ",'"
" 0\ ~,

0'

QUehto gJUl60 JUlpp1l.ehenta lo .lJchema dilla .lJeNUttu!'.a. tU .IJ.i.CWlezza tU una

c.M.lJa6oJtte peJL la quale f è l' UIU.c.o .lJtato in c.u.i. ia CM.lJanOJtte può eh.IJ e

ILe apeJLta; la c.omb.i.naz.i.one c.he .lJb.toc.c.a la .lJeJlI!.I1.tuILa. è 2-1-0-3; g

ILapp1l.ehenta il .lJegnale "plLemeJLe il puf..lJante".

31 Sia ... x }
n

b.x. x.
l '1 ' 2

..... x .
'k

x. "'"') x .• X
'1 'lt
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x. = b.x. x ...... x. ~ b. = h., k =-t , x. = x.
'k J J 1 J 2 J!, l J '1 J 1 '

..... , x. )
.1

b.x x. x.
J ' 1 'k J

o.i.. ha. c.fo.e. :

% = (A, X,°I è un au-toma lantoma UbeJtO I

Se. B = {a,b} e. X· {x,y} , il gJttt60 dell'au.tomll è del. tipo de.fto

ad al.beJtO:

PeI!. gU au-tom.i.. poMOI'tO .i..nbtoduJu..i.. c.eIt.:U c.Dnc.e.ft.i.. uwaU delle. 0.tJr.utiu

!te. al.ge.bJt.i..c.he..

S.i..ano ~= (A,X,Y,o, À )

,
e. Vv • (A' ,X' ,y' ,o' ,À') due au.:tom.i... S'<'
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I
d-i.c.e c.he or- è l>Otioaldoma cU -ur, <I e A'~ A, X' ~ ~, y' ~ Y e

6 i À', M /'lO te ltubUz-i.o rU rU f. e À W pe-tt<.vamv -te. Se alMeno lLno

det]-U -i.rt<lÙJ>l-i. A', X' , Y, è -i.nc.llt.6O .'J!tO pJt<.amen:te -i.n A,X, Y, d'<'c.iamo
l

c.I!e 1Jl, è .6Otioaldoma pltOplÙO cU LJt.. _~e A'c A, ~:' = x, y' = Y

aUOIta "0(,) <1'<' cUc.e A-.6OtiOrurtoma d-i. 1JG.

1
Un l>Otiorurtoma -or, cU 1J(. <1'<' cUc.e irUz-i.ae.e quando .t' even.tua.te M.MO

'<'rUz-<.a.te cU A è anc.he <I.ta.to '<'rUz-<.a.te d-i. A'.

s-<.a Olta B~ A' c.h-<.am-i.amo A' .t' '<'rt<I-teme cU .tut:ti. gl-<. <I.ta.t.<. del tipo

bp c.on bE B e p E F(X); aUOIta ifl.,) = (A' ,x, Y,~ ,À) è un rurtoma c.he

v-i.ene detto <lottoaldoma geneJta.to da B.

s-<.a 1Jt., = (A , X , ~) un rurtoma <I enza Hl!MU ei..<. u.<Iu.ta; c.lUitm-i.amo c.en

tJto de.t.t' rurtoma .t' rurtoma VC: = (A ,X' ,~) dove:

x' = (x ~ x I axy = ayx, a e pe!t ogn.<. y}

s-<.ano 1/t =(A,X,y,~ ,À) ~. \ (' , " ') A ... +. ., "" = A ,x ,y ~ ,À ..ue UUoUIm.<..

V.<..c.Uvno c.he l.e appfuaz.wn.<. \: A -~A', h
2

:X->X'. h3 : y-,> y'

,
C.O<l~CO no un omom0!t6-<.<1mo da 1/1- -i.n tt <I e acc.ade:

Ev-i.den:te è la deMn.<.z.wne cU -<.<Iomolt6-<.<1mo cU au..tol1-i..
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l
Se u.w-te. LO'! omomoJt6.wmo da UJ1 automa vr... 611 llrt IUrtar"a -vt . dù.Wmo che.

l
-or., è .<J.,mill]{,rte. omolP0IL6a dA.. 1Jl- .

S.i.lWo'fTL e.d i1L
J

due. autOtJI{, -tr...U che. X = x' e. y = Y'; una al'pUca-

z{,Orte. h: A--'> A' 6{, d{,ce. A-omoMorfisMo da. -or.. {,n iJt \6e. accade. cl:e.:

h(~(a.x)) = o'(h(a),x)

À(a,x) = À'(h(a),x)

E6e.mp.w

S{,ano "Q. ed LJtl due. automi te. cui ..t:Ltbe.Ue. 60no:

l
iJt, a h c d 1JL l Z 3

x (b,u) (a,u) (d,u) (a,u) x (Z,u) (l,u) (l,u)

y (c,v) (d, u) (a,u) (c,v) y (Z,v) (3,v) (Z, v)

e 6{,a h: A~A'

h(a)=l, h(b)-h(c)-Z, h(d) - 3

Si f.Xl,Ò veJt.i.6icaJl.e. che. h

moJt6a d{, 1It ma, me.ntJte. 1ll è

\
è un A-omom0lL6.wmo,"(.1t è

\
d{, :,looJte., 1IL non to è.

un'{,mmagine. omo-

Corr.e. m06tJta t'ue.mp.i.o plLe.ce.de.rtte., un omomoJt~.wmo tJta automi non "con-



- 59 -

\

-6eJtva" ta pltOpJUeta d)' "e,MeJte d). nOMe", Co':, -6e ']L, ed 1/1., M~o d).'·ioo-

hl (Ii(a,x)) = li' (hl (a) .h
2
(x))

In maMMa abbMtanza. ovv).a -6). p;.ò pMlCVte cl,), endomoJt6~m;' d)' u~ rotto-

ma. ).n -6è, d). automoJt6~m)., ec.c. ••

S). può anc.he d).mo-6tJtaJte c.he gU endomoJt5~m). d). Wl automa ÙI -6è 5oJtma

110 Um.{gJtuppo c.on ta Mua..te opMaz).one d). pJtodotto.

PM-6).a.mo alta ad ).t1tItOduMe il c.onc.etto d). automa ~a.ftoJU.aJ.e.

V).c.).a.mo c.he [ma Jtetazwne d)' equ.-tvatenza R().n A) è una c.o~gJtuenza

-6e:

aRb =:;> Ii(a,x) R Ii(b,x) /\ :I(a,x) = :I(b,x) peJt ogM x! X ,

"
1C1IC = (AR,X,Y,1i ,:I)

dove t( (aJ ,x) = [Ii(a,x)]

":I( [aJ ,x) = :I(a,x)
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"-
SJ. può p!WvaJte. che la de.6J.ni.zJ.orte. è be.n po-/,ta e. lèhe. a è urt aLLtoma,

elle. de6Ùuamo au.,toma 6aftoJrJ..oJ:e. r. J.nd.<.duamo con ~X /R.

TeoJte.ma 19. 1

sJ.a U un au.-toma e.d R urta congJtUe.rtza M A. i\UOIta L1[/R è ,(mm~

gJ.rte. omom0Jt6a dJ. "Q ; vJ.ce.ve.Jt-6a 6e. l 'ltutoma 'Ot' è ~mmagJ.rte. omomoJtéa

dJ. Vt , u~:te. urta congJtUe.rtza R tale. che. Vl.! ~ -fIt/R.

(é1me.:t:tJ.amo la dJ.mo-/,:tJtazJ.Orte.).

1I0geJ.ama alta ùwwduJtJte. il COrtce-tto clJ. appUcazJ.orte. d'au.-toma e. M

.PJ.a p = Xlxz.•.• ,x
k
~ F(X), cUu.ama dle.

urta paJt:te. J.rtJ.zJ.aee di p; 6e. p = plqPz' q

mo che. q è urta 60:t:topaAte. pJto~ di p.

SJ.a alta a ~ A: de.MrUama urta appUcazJ.orte

XIXZ .•.••xi(i' k) è

rtO rt vuoto e. "P. diw-

" ,F(X) -~!> F(Y) J.rt
a

modo che.: " (p) • À(a,p).
a

e. -/,J. cUce. che. è appUeazJ.orte. J.rtdot:to. da VL .

"Lt J.rtvece. cU "a

Urta appillazJ.orte. ,,:F(X) -) F(Y) -/,J. chJ.ama appUcazJ.orte. d'aldoma

6e u~:te. Urt au.-toma J.rtJ.z~e. ve che J.rtduce. ,,(uoé ;fAle. che. a = "tt)'
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TeOlleJna J9•2

Una appUeaz-ione ,,' 'F(X) -~ f(Y) è urta app-Ueaz-i.one d'ataoma <le

-i. i " eo M e!lva .e.a lung h.ezza d.{. ogn-t pa!t.Ol".;

Ul .e.' .unman-i.ne ,lA. 09M l''M.te Ù!ù-i.a.te è aneoltit Urta pM-te -i.Mz-i.a.te.

nella d-tmoobtaz.wne o-i. uoa [trta app-UC'.itz-i.one " : F(X) -') F(Y) :ta1.e
p

che ,,(pq). "(p),, (q). AppUC'.itz-i.oM d.{. queoto t.i.po, dette o.ta.:ti. del-
p

l'app-UC'.itz-i.one Cl, u poll.ta.no ad blbwdwvr.e )J eoncetto d.{. a.trtoma -i.n-

5Vl.<.olte nel modo oe,t]uertte.

d.{. una app-UC'.itz.wne ", al v~

~ (" ,x) • " (x)
"p p

A l' -i.no-i.eJne deq-U o.ta.:ti. "
Cl - p

-i.rt F(X). S-i. può pto~aJte a.t.tOItit che 1Ul -(A, " , X'Y'~d' ~~),
Cl Cl '.lo

è un a.trtoma, detto&' (" ,x) • ""p px:love

Artehe 1)l" • (F(X), " "e X,Y,& ,~ ), ({"ve " "~ (p,x) • px, ~ (p,x) •

,,(o x).

Teoltema J9.3



- 62 -

.to!ta. ve a è .{mma.gùle omomOltna. cL<. ~ che, a. Ma. voUa, è .{mma.gùte

omomoJt.na. cL<. Vla.

x = {x,:,} y = {u,v,w} e a: F :X) -) F (Y) con .te

.<:) a (e) = e

dl k k
(k;;-I);a (x ) = u

ilil k k
(k 7/ 1) ;a (y ) = v

.<:v) k =;- a(p)
k m+1 dove è l( tunf)i:ezza. cL<.p = x yq = tI W 1'1 q;

vI k
> a(p)

k m+l dove è fa. funghe.zzo. U q.p = y x q = v W m

k+l k k
il = a(x)a (x ) = UCl (x )

x x

k k k
uw = a(x)a (y ) = 'ila (y )

x x
k kk+l m+l a(x)a (x yq) ua (x yq)

u w x x

k+m+l
a(x)a (/itq)

k
m' = = uax(y xq)

x

k
a(xy ) =

k
a(xy xq) =

ka (xx yq) =

VueJt.m.<:n-<:amo gi'..<: ~:tati cL<. a ~.<: ha.:

a(x' k+l) =

Qi.UncL<. a è de6. tU.o. come ~ eque:
x



- 63 -

e "7 e

k
-?

k
x u

k
-)

k
'l Y W

x

k k m+l
x Y'l --> u w

k k+M+1
Y x'l --';> w

PeM:a.nto " ,."x

y k
Cl (y ) • w •

x

. ~ d . N(yk). vk
.(.11 quan-<-o, (( e6 emp.w , ~

Facendo dei conti analoghi pek "x~ , 6,i vede che "x· a"...
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