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GEt:;ERATORI, HIHLALIT)" n;IZIALIT)

Data una :E-algebra e dei sottoinsiemi dei suoi

domini, la generazione di tali aottoinsiemi nell'algebra

data è costituita da tutti gli elementi ottenibili appli=
cando in tutti 1 modi poss~bl1i le operazioni dell'alge=
bra a partire dagli eleme~ti dei sottotnsiemi.

~ale idea può precisarsi utilizzando i termini.

31a A • L-alg e una

famiglia di insiemi tali che

31a inoltre
bili tale che

Il = (Wa I a • .::t'l una famiglia di varia=

Va.::/'

e j = (ja l a • :;f) con

diciamo allora chiusura di B in A
=

la famiglia

ave

(B)a = ( ( (B)a la I a • .::t')

(cfr. convenzione 7.3 e definizione 17)
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22.- TEOREMA

i) Su (B)A è definibile una sottoalgebra di A.

(B)A è detta sottoal6ebra di A 6enerata da B.
=

ii) (~)~ è la minima (rispetto all'inclusione) sot=

toalgebra di A che include B

?rova

Sasta verificare che la definizione sopra èata ai

{B)A è equivalente alla ricÌuesta delle seguenti
=

condi zion1 V s € ';:f:

23.- DEFHaZlm!E

B dicesi un sistema di generatori per, Bse.

24.- ESE~iPIO

L'algebra (N,+,O,l) ha {O,l} come sistema di
(;eneratori
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25.- DEFINIZIONE

Data una segnatura :E e delle variabili V defi=
niamo l'algebrA dei termini T:E(V) ponendo

è:E(V) = ( ( (T:E(V) )a I a < f), (.,. T I <re :E) )

ove

i) <r T( t) = (<f t)

•
:EU,B ' V t e (T:E(V) )uTI u,a E;;f'. 't. cr (

11) .,.T= er y a < :f' ,vere:E a

ovvero i domini di è:E (v) sono i termini su :E e le

variabili di v, mentre le operazioni di è:E (V) si

identificano con le operazioni di costruzione di liste con

cui si ottengono 1 termini.

Osserviamo che le condizioni i), 1i), ii1) della
def. 20, equivalgono ad affermare che g: g(t) = [t]p
~ un morfiamo da I:E(V) in ! che estende p su tutti
i termini. Inoltre g ~ unico poich~ ogni altra g che
verifica 1), 11), 111), come sl verifica semplicemente per
induzione, coincide con g.

26.- DEFINIZIONE

Una algebra dicesi minimale se non contiene
sottoalgebre proprie (diverse da se stessa) ovvero per il
teorema precedente se é generata dalle costanti.
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27.- COROLLARIO

Indichiamo con ~:E l'algebra di termini su ~

e su una famiglia vuota di variabili i.e. Va=~ ~ s ,

allora

Prova

è minimale

E' cvide''lte che !r ~ è generata dallp costanti. quindi

ì:- mj"ilil;lll'.

28.- OS3~RVAZIONR

Se ~s= ~ vs.;f allora T~ ha tutti 1
domini vuoti. Poichè ammettere alcuni domrni vuoti porte~

rebbe noiose eccezioni nei teoremi che seguono noi suppor=
remo che le segnature considerate d'ora innanzi siano tali

che 'f s E:t' ( T2: )s ;, ~

29.- TEOlllihA

Se A ( 2:-alg
=

allora A è immagine epimorfica

di ~:E(V) per un opportuno sistema V di variabili; OV=

vero per 11 teorema fondamentale del morfiamo

per una opportuna congruenza e (~ indica isomorfismo)
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Prova

Sia B = (Bsls o::f')

cale sistema esiste sempre,

chf>

un sistema di tien~ratori per A
al limite '9 = A , si ;Ia quindi

Consideriamo quindi una famiglia di variabili ~ - (1Bls~~)

tale che

Vso::l'

3ia j un assegnamento biunivoco tra Vs e Ba

v • o;j ,t o (T~(V) ).

in base alla definizione di valutazione

subito che

[ -II si verifica

~ un morfiamo da
di chiusura g

in ~, inoltre

surgettivo su
per definizione

( ll) !\ e quindi

au A.'
teorema

allora la congruenza e dell'enunciato,

del morfiamo è àata dalla condizione:
•

per i]

30.- ~J>nllIolUl,E

Sia eç ~-alg. una algebra l dicesi

iniziale in e sse. i o e e V A o e esiste=
un Wlico ~-morfismo da I in A •=
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31.- T;';Olti:hA

Se I
~

è inizial.e in e allora I è unica a

meno di isomorfismi.

Prova

di I avremmo
3upponiamo vi sia

allora per la inizialità
un'al.ceòra I '=

iniziale per 'e
un unico morfiamo

f : I --il> l'
=

e per quella di Il un unico morti amo

g : I ' ....... I

ha g ~ f es~endo compozizione di morfisllii è ancora un

lilorfìsf!lO, allora g Q f : I ~ I deve coincidere con
= =

l'icientit~ su I , essendo ltidentità un morfiamo ed es=

sendaci per inizialità un tale morfiamo tra I e se stessa,-
quindi

cioè g ed f sono biunivoco, ovvero isomorfismi cioè

se e ç L-alg • una algebra

finale in ~ Bse

32.-

~ ed l'

DEFI;:UIOIIE

Bono algebre isornarfe.

F E e dicesi
=

11 A é e esiste un unico morfiamo i: A _, F
=

In modo analogo al teorema 31 si dimostra che
un'algebra finale è unica a meno di isomorfismi
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33.- TEOREM

~ iniziale in

Prova
Sia A € L -alg , allora ogni morfislLO da

deve verificare le condizioni
~n

A= <r (fx) "'o-.~ su,

ma tal.i

da

condizioni definiscono per induzione una funzione

in A, ovvero vi è un unico morfiamo da T:E in A.

14.- 'iEOREhA

Se ! è minimale allora

una opportuna congruenza e
per

Prova

Infatti dato un morfiamo f da
esiste ed è unico per la inizialità di

per la mjnjma1ith di A f deve essere
menti A avrebbe sottoalgebre proprie)
teorema del morfiamo
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T~ in A (che

T~ in ~-alg)

surgettivo (altri=

quindi per il



35.- OdSERVAZIONE

L'iniz1a1ità è uno strumento essenziale per la
definizione di concetti al~ebrici.

Infatti un requisito fondamentale per essi è quel=
lo di essere caratterizzati a meno di iBomorfismi.

Non appena ci si assicura che essiste ed è inizia=
le l'algebra verificante certe condizioni, allora si pub
assumere che dette condizioni costituiscono una buona
definizione di algebra.

L'esempio più immediato al riguardo è l'algebra

T.~ che è univocamente individuata dalla se&natura ~ in

Q.uanto aldeòra iniziale di 2-alg •
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