INTRODUZIONE

ol L*analisi matematica dei linguaggi formali & di
interesse cruciale in varie discipline: logica, lingui=
stica, informatica. Nel caso dei linguaggi prograumati=
vi (cfr. [22] ) i problemi di affidabilith, efficienza
e sviluppo della programmazione hanno evidenzizto una
serie di questioni ben precise e immanzitutto la ricereca
di strumenti di specifica formale delle nozioni lingui=
stiche,

3enza addentrarci in sottili problemi di semiotica
richiamiamo semplicemente la classica distinzione degli
aspetti fondamentali di un linguaggio:

i) sintassi, che riguarda le regole di costituzione
delle forme segniche

ii) semantica,che riguarda la determinazione dei signi=
ficati veicolati dai segni

iii) pragmatica,che riguarda le finalitd e gli usi lin=
guistici dei segni.

Nella definizione di un linguaggio formale inter=
vengono solo i primi due aspetti essendo la pragmatica o
a izonte (le motivazioni per cui il linguaggio & definito)
o a valle (la sua utilizzazione una volta che & definito)
della definizione in sé e per sé.

La sintassi & evidentemente l'aspetto piu "esterno®
e questo spiega il perché la storia della specifica for=
male dei linguagzi vrogrammativi cowincia con i metodi
rigorosi di descrizione della sintassi (cfr. [8] )deri=
vati a sua volta dagli studi di formalizzazione della
sintassi dei linguaggi naturali.(cfr.[13])

Uopo una serie di lavori pionieristici(uijkstra,
McCarthy, Landin, scott-3trachey, Floyd, noareﬁs,28,24,3z’
17,mﬂ)sisono dalinecati i pPrincipali netodi di specifica
formale della semantica (efr. [10]), al fine di



determinare struwsenti matematici di valutazione e nro=
zettazione della programmazione. I due temi fondamentali
attorno a cui si & sviluppata tale ricerca sono la cors
rettezza (cfr. [11])) e 1'astrazione (efr. [9] ).

1+ I1 prohlema della correttezza nasce con questioni

del tipo:

a) Un dato programma calcola eiffettivanente la funzione
che si intende calcolare tramite esso, 0 anche, veris=
fica certe proprietd desiderate ?

E pill in generale

b) Quali sono i criteri che in qualcne modo garantiscono
una programmazione coerente con i suoi obiettivi ?

L'astrazione consiste nella tendenza sempre piu
diffusa di sganciare la programmazione da un prefissato
modello implementativo, per esempio:

a') Jpecificare un tipo astratto di dati significa de=
scrivere certi oggetti solo in quanto manipolabili
con operazioni che verificano certe condizioni desi=
derate, prescindendo du gualsiasi loro rappresentas=
zione concreta.

b') Specificare astrattamente un programma significa
definire (in un certo linguaggio di specifica) la
funzione che si intende calcolare senza bisogno di
esibire una gualche particolare procedura di calco=
lo.

La specifica astratta &, per sua natura, utiliz=
zavile come strumento per cosiruzione di programmazione
corretta,in quanto permette una strutturazione per mo=
duli con una organizzazione a livelli successivi di
astrazione nei confronti del sistema fisico di calcolo

(cfr. [1]) .

Da un punto di vista logico una specifica astratta



dafinisce una teoria, formale o informale, la cui classe
di modelli individua possibili realizzazioni concrete
della specifica. In linea di principio anche un intero
linguaggio di programmazione potrebbe essere descritto

tramite un linguaggio di specifica che non appena
implementato in modo efficiente determinerebbe(la cosa &

ancora esistente s0lo a livello sperimentale) un salto éi
qualitd nella programmazione, ovvero 1l'uso di linguaggi
non piu ad alto, ma ad "altissimo" livello, per una "pro=
grammazione automatica avanzata®.

In effetti tale salto di qualitd & in linea con la
tendenza per la gquale in passato si & passati dalla mac=
ciliina calcolatrice su cui i calcoli venivano eseguiti
direttanente (su tastiera o simili) dal prograumatore,
alla racchina in cui il calcolo & descritto com un pro=

gramma ¢ fornito insieme ai dati.

2= kei metodi formali di specifica per la semantica
di linguasi programmativi si distinguono due tipi fondas
mentali di apoproccei:

— operativo, in base al quale la semantica di un linguag=
gio € data trauite un qualche sistema formale (i.e. di
manipolazione simoolica)

- interpretativo, in base al quale la semantica di un
linguaggio & data tramite una qualche struttura mate=

matica.

Tale dicotomia potrebbe essere espressa con altri
termini antitetici quali nominalista/realista o forma=
lista/contenutista. Tali opposizioni sono infatti legate
a problematiche ricorrenti nelle dispute filosofico-scien=
tificne sul linguaggio. 3arebbe interessante,ma al di fuo=
ri delltambito di questo lavoro,rintracciare le ansglogie
tra la provlematica sulla specifica formale in programma=
zione e la questione dei fondamenti della matematica (in cui

era praticamente in discussione la semantica del linguag=
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glo matematico),0 il dibattito degli scolastici sugli uni=
versali, relativo alla semantica del linguaggio naturale.

liella bipartizione di sopra si inquadra la usuale
classificazione dei principali indirizzi attuali: opera=
zionale, denotazionale e assiomatico,

- La semantica operazionale (cfr. [34]))associa al lin=
guaggio considerato una macchina astratta, facilmente
descrivibile tramite un sistema formale, che rappresen=
ti il comportamento ingressi/uscite del linguaggio.
Tale semantica & stata la prima ad essere formulata e
applicata permettendo di risolvere il problema di base
della semantica formale: la descrizione rigorosa di un
linguaggio programmativo, Tramite essa attraverso una
serie di macchine astratte sempre pil vicine al sistema,
si dispone di un metodo rigoroso per la implementazione
di linguaggi.

- La semantica assiomatica (cfr. [7] )& anch'essa di tipo
operativo e associa al dato linguaggio di programmazio=
ne :

i) un linguaggio logico di "asserzioni" che rappresen=
tano proprietd o relazioni tra programmi;

ii)delle regole di inferenza mediante cui da certe as=
serzioni si deducono altre asserszioni.

E evidente che tale tipo di approccio & orientato alle

dimostrazioni di correttezza, ma & pur vero che indivi=

dua principli generali di programmazione nella misura in

cui certe metodologie di costruzione di programmi con=

sentono una applicazione naturale dei metodi dimostra=

tivi.

~ La semantica denotazionale (cfr.IQJ[ig))é di tipo inter=
pretativo nel senso che associa ai costrutti lingui=
stici del dato linguaggio tramite funzioni di inter=
pretazione, dei significati astratti, ovvero elementi
di opportune strutture matematiche. In tal modo & poss=



sibile una analisi matematica della struttura del
linguaggio in sé e per sé€; il problema della corret=
tezza & cosl affrontato con criterio opposto a quello
della sementica assiomatica. Contemporaneanmente la
semantica denotazionale di un linguaggio costituisce
naturalmente una specifica astratta del suo funziona=
mento,

3 Oltre ai tre approcci sopra indicati vi sono varie
soluzioni miste, pill 0 meno collocabili in un ambito
preciso.

T,'indirizzo algebrico & perd quello che sintetizza naturals
mente i due aspetti , interpretativo ~ operativo .

Esso si & sviluppato di recente sia come diramazio=
ne dell'approccio denotazionale (cfr.[1][5]) sia come me=
todo operativo basato sui sistemi di manipolazione di
termini o alveri (cfr.i4R3 [30] ), ma attualmente riunendo
i due aspetti si configura come metodo di specifica for=
male di grande generalitd (ecfr. [13] [16] [33] ).

Secondo la semantica algebrica, ad un dato linguag=
gio & associata una teoria (algebrica) che descrive a=
strattamente il significato dei costrutti linguistici.
Ogni modello di tale teoria fornisce una particolare for=
malizzazione matematica del linguaggio. Inoltre essendo
la teoria algebrica espressa in un linguaggio formale
con una naturale nozione di deducibilitd (calcolo equa=
vionale) la semantica di un costrutto pud essere ottenu=
ta operativamente. Tale schema & facilmente generalizza=
bile utilizzando teorie non piu al-.ebriche, ma logiche
di tipo del tutto generale, dotate di nozioni di deduci=
bilith e soddisfacibilitd (logica dinamica, temporale).

Per tale motivo la semantica algeorica risulta

i) un nucleo di aggregazione dei metodi tradizionali di
semantica formale,



ii) un paradigma di sviluppo per ricerche future rivolte
ad aspetti programmativi in fase di formalizzazione

(parallelismo, ooncorrenza).

Inoltre i metodi algebrici consentono di stabilire
collegamenti e criteri unificanti tra lo studio di lin=
guaggi programmativi e quella di linguaggi logici (cfr.
[25]) ed il che ¥ di interesse sia teorico (logicea astrat=
ta, logiche non classiche) che applicativo (intelligenza
artificisle, basi di dati).

G1li strumenti di base delle semasntica algebrica so=
no guelli dell'algebra umiversale (cfr. [19])).

Eel seguito daremo nella I% parte una presenta=
zione sistematica delle nozioni fondementeli di slgebra
universale, e nella II? parte esempi di specifica alge=
brica di nozioni e linguaggi di programmazione.

I) punto di arrivo sara l'applicazione di un nuovo metodo,
completamente algebrico , per la specifica formale di lin=
guaggi programmativi .

Tale risulizto si fonda su un'estensione del classico teore=
ma di Birxhoff di esistenza di algebra iniziale per variet?

( efr.[27]) e consente di esprimere la semantica per integra=
zione piuttosto che per interpretazione . Infatti la sintassi
di un linguaggio risulta un'algebra che riceve significato
integrandosi con un'altra algebra (base) supposta nota e
generalmente di diverso tipo di similaritid algebrica .
Ltintegrazione & definita da una teoria algebrica che espri=
me tramite “"operatori interpretativi" come il movo si ridu=
ce al noto . Sotto certe ipotesi del tutto gemerali su tali

teorie le semantiche cosl ottenute risultano corrette .



I
ALGEBRE ETEROGENBEE E SKGNATURE

O~ DEFINIZIONE

Dicesi algebra (eterogenea) una coppia (J, 0)
ove :J ¢ una famiglia di insiemi e 0 una famiglia di
operazioni (totali) i cui domini sono prodotti cartesiani
tra insiemi di J y € 1 codomini sono insiemi di 3 .

Se A & un insieme di J , una costante di A & un
elemento aeA che pud essere completamente individuato con
una operazione

£,: {8} —a
(del tutto definita dal suo valore in ¥ ) ponendo fa(9)= 8.

Poicht {9} = {f|f: 2 — 4} = 4° si pud conclu=
dere che in un'algebra le costanti sono identificabili con
operazioni nullarie,

Gli insiemi della fami;lia j diconsi domini o soste=
gni dell'algebra.

1,=- E3ELPIO

g = (L,M,B,v,il, +, =, kto’l!T!F)
*

1 = {a,b} i,e 1l'insieme di stringhe su a,b

N = l'insieme del naturali 0,1,2,...

B = 1l'insieme dei valori di verita T,F
v : Lxi—» L ove dwvB & la concatenazione delle

stringhe o e F

il: L — ¥ ove | & la lunghezza di o
+ t LXK =5 n x+y & la somma di x e y
=3 LxL — 3B " (a=‘3)=T ﬁdéugualeap

(segue)



X € L (stringa wvuota) i.e. X: 1% 1,
0,1 € i.e. 0,1: N> N

T,F ¢ B i.e. T,F: B°— B

2.= DEFINIZIONE

Una algebra L' dicesi simile ad L se i suoi domini

sono degli insiemi L', N', B', in corrispondenza a L, N, B,
rispettivamente e le sue operazioni ', |, +' =', A', OF,
', 7', F', in corrispondenza a quelle di L sono tali che
operazioni corrispondenti agiscono tra domini corrispondenti,
ciod

V' . leLl _,_)LI

1Y e LY —» N!

+' : N'«N' —>» N!
="' ¢+ L'xI' —>» B!

Al e 1! 0',1' ¢ N! T*,F' ¢ B!

Fe= DEFINIZIONE
Un metodo per trattare comodamente la similaritd tra
algebre & quello di individuare tipi di similaritd con multi=

grafi dette segnature , ovvero insiemi di nodi collegati da
multifrecce aventi pil nodi di partenza e un nodo di arrivo,

del tipo

51,32.53.34,35, diconsi sorte o tipi

ci,cé,cé,ah,o%,o%, diconsl operatori



4. DEFINIZIONE

Una algebra A dicesi di segnatura X ,o 2 -algebra

se in A vi sono tanti domini A_ , A +ss Qquante sono

8 s.?
le sorte Sqs Sps eee della segna.JCura 2Z e tante opera=
zioni o"'i c'ﬁ .»o Quante sono le multifrecce (operatori)

di 2 in modo tale che se o & una multifreccia di rango
{ovvero arieta 81S5...5, sorta s)

allora in A si avra

Al
o : Asxﬂsx...xAs S As

1 2 k

(Le multifrecce senza sorte di partenza individuano ope=
razioni nullarie, cio® costanti)

5. BEsEl&IO

L'algebra L dell'esempio 1 & una Z -algebra per
la seguente segnatura I

conce sSum

Jve
Lotring= L
Ynat =V
Lpoor =B



concd =~ eql == wol =1
mod¥ =11| lambdak= X truel = T
sumd = + gerol = 0 falsel = F

ovvero 2 fornisce un sistema di notazioni per domini
e operazioni di L .

Possiamo a questo punto indicare la Z -algebra L
con un grafo analogo a quello di sopra ove ai nodi sono
asgociati insiemi e alle multifrecce sono associate ope=
razioni:

6. ESEMPIO
Sia X 1la seguente segnatura

P & una I -algebra, ove

P

N*U{errorg}
nat N U{errory }

Proolr = B = {r,F}

stack

P



P,
push™ : Prot XPstack ~> Patack
P - H
pop * Pstack Patack
topt : P P
P * “stack nat
P. A
empty?”: Pstack Pbool
P e - -—
errory = errory ; errorﬁ = errory
empty2= X (stringa nulla)
wer ; =7

P -
push (n,nlnz...nk) = (nnlnz...nk)

it

popP(nnlnz...nk) (nyn,...0n)
topP(nnlne...nk) = n

= P
pusn‘(errorN,nlng...nk) = push” (n,errorg) = errory

popp(errors) = popP(empty) = errorg
P P

top (errors) = top” (empty) = erroxy

empty?P(S) =T & S = emptyP




7.- CONVENZIONI NOTAZIONALIL

1) kel seguito X indica una generica segnatura di sorte .7‘7,
a N . . LY . M »
inoltre u indichera un generico elemento di .:f » OVVEro

U = 8185000 8 (k=0 = u= \)

COn 8y, S,yeeeSy € 7 (insieme di sorte)

zj sia ( A ls e f) una famiglia di insiemi f-indiciz=
zata e (fjls € ) una famiglia di funzioni # ~indi=

cizzata
sta per A_XA_X ..o A ( A, =(8})
Ay 8 'S, 8 A l }
f " " £ xf_X ees f ( £y @ Ay )
u sy 7s, ) A x
ove
X € A, ¢ x:—(xl,xe,...xk) e x€ Asl...xke Ask
f.x = (f Xay T Xnpove f X )
u 84 S5 2 Sy k
3} 3i avbrevia con o € & la scrittura pil precisa
ce UI
sef r°
ue F*

spesso generaligzzaremo tale abbreviazione ad una fami=

glia qualsiasi gé( 'éfl] iel),scrivendo fe f per fe l);t;
iel

10



Be= OSSERVAZIOLE

Una segnatura pud essere equivalentemente definita

core una famiglia di insieml disgiunti

2 =( :E'u,sl uel ,se P )

( & insieme delle sorte e :Z'u v degli operatori di
¥

rango u — s ).

In tal modo una 2. -algebra & individuata da una

copoia
(4 «)

ove
A=(AS|5 € F) e o =( G‘A| ge2 )

( :EA s © pil semplicemente :Es indica l1l'insieme degli
r
oneratori nullari di > ).

Y evidente cize algebre di uzuale segnatura sono simili
¢ cue viceversa date delle algebre simili pud trovarsi una
segmatura 2 per cul v.7te risultino :E-algebre.

Yo Z5arCIZI0

pefinire delle segnature e algebre di gquelle segnas=
ture,.

10.~ COLVELZICLE

Data una segnatura 2> , 2 -alg indica 1la
classe ai tutte le 2>=-algebre,

1



IX

SOTTOALGEBRE E _ALGEBRE PRODOTTO

Sia L 1'algebra dell'Es.1 privata della costante 1, siano
L'C L e N'C N
ove N'= {x|xe§ e x pari}
L'= (& ]|ael e |aje N}
¥ evidente che
a,ﬁeL'a# d.vPeI;'
e L' = |o ¢ XN
X,y ¢ N' = =x+y ¢ N!

ciod L', N' sono chiusi rispetto a Vv ,| |, + .

In tal caso possiamo definire una algebra L'

£'= (L'VWN'B, V%% (1Y +'s =Y A, 0,21, T, F)

ove v 1|'y +'y =' sono le restrizioni di v ,il, + =,
ai relativi insiemi con apice.

g' dicesi quindi sottoalgebra di L . In generale
8i ha la seguente
l1l.,- DEFINIZIONE

9ia A wna 2.-algebra e sia B= (lea ¢ )

Su B & definibile una 2 -algebra B che dicesi

2 —sottoalgebra di A scrivendo B C A se valgono

le seguenti condizioni:

12



i) B Q-As ¥sed ¥ u,s €
VxeBu
. A
ii) xe B, => 0 'xe€ B Vo-eZu,s
iil) oP=g4h B
u
( o4 B % la restrizione di o % & B, )
u

Dalla condizione ii) segue 2_CB ¥seP .

12,- DEFINIZIONE

Siano
prodotto di A

+ B due Z-alg.;ebre, dicesi E-algebra
B 1la seguente algebra 4 X B

xB = ((Astslseb") , (cBxo B | creZ))

e

avente come domini i prodotti dei domini di 4 con i corri=
spondenti di B e come operazioni i prodotti tra operazioni

corrispondenti di A e B

Tale definizione si generalizza in modo del tutto ovvio a
nrodotti qualsiasi di famiglie di algebre,

13



III

MORFISMI _E _CONGRUENZE

Consideriamo le due algebre simili

(H*s A )

>
0

= (B*,V)

nod
|

ove v indica la concatenazione tra stringhe di naturali
¢ ~ 1la concatenazione tra stringhe di booleani (T,F) .

Sia h: N —» B*
e H: N*— B*

tale che
h*(nlnz...nk) = h(nl)vh(nz)v... h(nk)

se «,pB e N* Hverifica la seguente uguaglianza

B (xuB) =B (avEl B

Possiamo esprimere tale proprietd tramite il diagramme:

N x N —X 5 N*
Kx b l h*
N

B* x B¥ B*

dicendo che esso & commutativo nel senso che partendo da
un elemento (« , /5) € N'xN*  operando secondo il cammino

v ,h sl ottiene 1o stesso risultatc che si ottiene
secondo il cammino K x B , o

Delle funzioni, tra domini corrispondenti di Z-—alge:
bre, che commitanc per ognli operatore il relative diagramma
costituiscono un morfismo

Esprimiamo tale nozione mediante grafi, sia data una

14



segnatura guale

& o
e due alzebre di tale segnatura, una

"triangolare" e
1'altra "quadrata"

H

[ S —l

un morfigsmo tra l'alsebra triangolure e quella quadrata &

una corrispondenza -—-—---» che manda ogni triangolo nel

corrisponcente quadrato e che per esempio riferita allo
operatore C\B/O verifica la seiuente corrispondenza

¢l evidente lettura

(i punti interni alle figure rappresentano elementi)

13.~ DEFILILIVLE

3ia 2. ura segnatura di sorte oF

e
> -algebre, dicesi 2-morfismo d4a A

in

= |

h: A — 3B



una famiglia di funzioni

b=[h3)se:f’)
tale che

i) hs: Ay, —> By
ii) n(o®x) = o B(h x ) FoeS €
8 hu u, s ! %

ovvero ¥ 00e¢2 h commuta il diagramma

o A A
Ay s
n l n Osserviamo che la
u + B S condizione ii) impo=
Bu Bs ne in particolare che
hs(c-'A)= of ¥ e
Se ¥ s hs &
1) iniettiva h dicesi nonomorfismo
2) surgettiva b " epimorfismo
%)  biunivoca h " isomorfismo

(Omomorfismo & une variante terminologica di morfismo)

14.~-  ESERCIZIO

Verificare che la composizione di 2 —morfismi

2 un 2 -morfismo.

una 2-algebra (di sorta ¥ ) ed

U
M-
o
=

Rz(Rs[seOP)

ana famiglia di relazioni tali che RS ® una relazione di

16



equivalenza su A_per ogni s ¢ S .
Se x,¥ € A, intendiamo con
x Ru y
x.R y e R Yy sees y
1 8, 1 x5 32 2 kask k
Se tutte le operazioni di A applicate ad elementi equiva=

lenti producono elementi equivalenti, come esemplificato

dal seguente diagramma
- ./

N7 il

¥

allora R dicesi una congruenza su A come.precisato dalla
seguente
R= (Rals €) ¢ una z—cog,@enza su A se

se ¥ o ezu,s

xRuy = a'Lsto'Ay

16.- ESEMPIO

Hell'algecra L dell'esempic 1, la seguente
relazione R @& una congruenza

a) a R ‘x:-gF &> o ¥ peruutazione di P

stri



b) x RatY < xey dividono gli stessi nume=
ri primi

¢) Vp,u L < P =q

bool

Dato un insieme e una relazione di equivalenza su di
esso l'insieme quoziente modulo tale relazione & ottenuto
considerando come elementi le classi di equivalenza della

relazione,
Una congruenza permette di estendere la stessa costru=
zione anche per le algebre come specificato dalla seguente

17.-  DEFINIZIOKE

Data una :E—congruenza R su una :E-algebra A
dicesi algebra quoziente di A modulo R 1‘'algebra seguente

A/
s =(a/gleef), (¢ Bloe3))
S

i cui domini sono gli insiemi quozienti AS/R e indicando
s

con Eﬂ}i la classe di equivalenza di x rispetto R
A/
o R(Ey) = (o],

Tale definizione & ben posta poich? essendo R una congruen=
za su é

X,¥ € Au == X Ru y = O'Ax RS o"A y = [G'Ax]Rz[o“Ay]R

cioé la definizione delle operazioni di g/R non dipende
dai particolari rappresentanti delle classi di equivalenza

18



La nozione di morfismo e congruenza sono intimamente
connesse come specificato dal seguente
18.- TEOREMA (fondarentale del morfismo)
Sia h: A —> B un morfismo
i) se b (a) = (b xeB | xe A}
allora sulla famiglia
h(a) = (By(ay) |s e F)

® definibile una 2 -sottoalgebra di B

ii) Se X Ghy < hx=hy ¥seS %Y e Ag

allora €y, ¢ una congruenza su 4

iii) Se  TT: a—> 4, e Thx= E!]gh

allora esiste un unico monomorfismo g che rende
commutativo il seguente diagramma

Prova

i) Bisogna provare che la famiglia h(A) ¥ chiusa rispet=
to alle operazioni di B . Osserviamo che

fi(a), = h(ay)

e che  h(A),=h (&) = By (&g ) %euee ﬁskusk)

1S



rimane quindi da provare che

» ) B ~
yeha) = oyenla) ¥Foe2,  ,5eB

ma y ¢ ﬁu(Au) = y=h;x e x € A
quindi oy = o-B(h x) = h (0" "x)

vvero oy € E(A)

ii) b4 Eh Y = hx =hy = O'B(h.}[) = O’B(hy)
(per def.) {} (h morfismo)
n(o-4x) = h(o'ﬂy)

stati omessi indici U. (per def.,)
ad h ead gy o A5 EnO"Ay

Per semplicitid sono

Lii) Bagta dedinire

#) g [x]eh hx

g & un morfismo infatti:

e,

i xle, )= g[cr"‘x]enn n(o-4x) = o B(nx)

B
=0 ( )
o lelxle,

g & unico poich® ogni altro morfismo che commuta il
diagramma deve soddisfare #)

g & iniettivo poichd

g[}t]e_xl = g[y]en => hx =hy = x€ y = [x]8h=[y]€h

20



Iv

TERMINI ASSEGNAIBNTI VALUTAZIONI

Data una segnatura > quale

i termini di tale segnatura sono tutte le espressioni co=
struibili utilizzando gli operatori della segnatura per
denotare elementi di una, E-algebra, per esempio:

8y b' an. (an)U A ge o o o

0’ |a-| ] lal ""l’....

3e oltre agli elementi della segnatura si usano variabili
di tante sorte quante sono quelle della segnatura, per
esempio

Xy J soe di tipo nat

a, ﬁ eee di tipo string
abbiamo altre espressioni quali
d, dua,(dUP)Ub,....

Xy |aua|+chco-
Una definizione formale della nozione pud darsi per

induzione.

Richiamiamo che A" indica 1'insieme delle n-uple
su A e che A& ® l'insieme di tutte le possibili n-uple

con nebB, ciod a¥= A" (a%= 1)
neN
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Definiamo quindi per induzione 1l'insieme L(A)
delle liste su A

LO(A) = A

I, (8) = (164) YU 1,(4)

L(4) = Y 1,(4)
ieN

per esempio se a,b € A allora
a, (a,p) , ( (a,b),p ), ( (a,b,b), ((a’b)rb) )

sono elementi di L(A) (spesso per abbreviare ometteremo
virgole «/o0 parentesi esterne)

19,- DEFINILLOKE
Sia V = {VSI seF)
una famiglia of-indicizzata di insicmi di elementi detti variabili.

La famiglia Te (V) di termini & costituita
da insiemi di liste su costanti di =2 e variabili di V :

Ts(V) = ( (Is- (Mgl s e &)
definita come segue per induzione

1) 25C (15 e VC (T5(V))g
i) o e o, te (15 (N), = (oyt) ¢ (T<-(V))g

Utilizzando tale definizione, il termine informalmente
indicato con |aua|+ x €& completamente tradotto, secondo
la condizione ii), nel termine formale

(+:l( (l'!(u!(a va)) )1 X) )
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v

GEHERATORI, JINILALITA, ISNTZTALITA

Data una :E-algebra e dei sottoinsiemi dei suoi
domini, la generazione di tali sottoinsiemi nell'algebra
date & costituita da tutti gli elementi ottenibili appli=
cando in tutti i modi possibili le operazioni dell'alge=
bra a partire dagli elementi dei sottoinsiemni.

Tale idea pud precisarsi utilizzando i termini.

2l.~ DEFILIZIONE

Sia 4 € 2-alg e 3B = (BS| s € ) una

famiglia di insiemi tali che

B, G A ¥se¢ F
3ia inoltre W= (Ws | s € oP) una famiglia di varia=
bili tale che

B = W] ¥seor

e i= (jsls € ) con Jgr Wg=> B, , Jjg biunivoca ¥se S
diciamo allora chiusura di B in A 1la famiglia

(8), =(((B), ) |se P)

1o

ove

((B), )y = {ﬂ:tﬂsj| t e TZ(W)J‘

(cfr. convenzione 7.3 e definizione 17)
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22.- TEOREMA

i) Su (B) % definibile una sottoalgebra di A ,

=

(]=3)A & detta sottoalgebra di A generata da B,

ii) (g)A ¢ la minima (rispetto all'inclusione) sot=

toalgebra di A che include B

Prova

Basta verificare che la definizione sopra data ai
(B)A ¢ equivalente alla richiesta delle seguenti

condizioni V s € P

o) B,C ((B), )g

1) xe(B),), »oeZ, = olxe((B),)

u, s 8

23,= DEFINIZIONE
B dicesi un sistema di generatori per A sse,

(B), =

i1t

e
(-

24,~- ESEMPIO

L'algebra (N,+,0,1) ha {O,l} come sistema di
ieneratori

25



25.~ DEFINIZIOLE

Data una segnatura 2. e delle variabili V defi=

niamo l'algebra dei termini 'gz(v) ponendo
T
1. = (s )18 e, (@ lreS))

ove

1) o T(t) = (o)

¥ u,s e&’*; ¥.0 ¢ Zu,s s ¥t e (TZ(V) )a

ii) ot = o ¥sel ,¥oeS

ovvero i domini di g__z (V) sono i termini su 2> e le

variabili di V, mentre le operazioni di T s (V) =i

identificano con le operazioni di costruzione di liste con

cui si ottengono i termini .

Osserviamo che le condizioni i), ii), iii) della
def. 20, equivalgono ad affermare che g: g(t) = [t]P
¢ un morfismo da T..(V) in A che estende p su tutti
i termini, Inoltre” g & unico poich® ogni altra g che
verifica i), 1i), 1ii), come si verifica semplicemente per
induzione, coincide con g.

26,~ DEFINIZIONE

Una algebra dicesi minimale se non contiene
sottoalgebre proprie (diverse da se stessa) ovvero per il
teorema precedente se é generata dalle costanti.
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27.~ COROLLARIO

Indichiamo con g:E 1'algebra di termini su 2

e su una famiglia vuota di variabili i.e. V_=§ ¥ s,

allora T 2 minimale

=2
Prova

E' evidente che IE ¢ generata dalle costanti, quindi

-

t minrimale.

28,- OS35RVAZIONE

se 2,=¢ ¥se allora Iy ha tutti i
domini vuoti, Poich® ammettere alcuni domini vuoti porte=
rebbe noiose eccezioni nei teoremi che seguono noi suppors=
remo che le segnature considerate d'ora innanzi siano tali

che ¥ s e (T:E) 9

s

29.,~  TEORELA

Se A€ 2-alg allora A @ immagine epimorfica

di E:E(V) per un opportuno sistema V di variabili; ovs=

vero per il teorema fondamentale del morfismo

li=
n

15 (Vg

per una opportuna congruenza © ( ® indica isomorfismo)
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Prova

Sia B = (Bg|s €Y ) un sistema di generatori ver A
tale sistema esiste sempre, al limite B = A, si ia quindi
che

= (B)

lie=
{lve

=

Consideriamo quindi una famiglia di variabili v = (V| se L)
tale che
'Vsl = |Bs! ¥ s e

Sia j un assegnamento biunivoco tra VS e Bs

gs(t) = [tlyy ¥sed , te(r5(M))

38

in base alla definizione di valiutazione [ 1 si verifica
subito che

g = (ggls € )

2 un morfismo da f_r__.z(v) in 4 , inoltre per definizione
di chiusura g @& anche surgettivo su (B)A e quindi

su 4, allora la congruenza © dell'enunciato , per il
teorema del morfismo & data dalla condizione:°

t 0t & [‘[t]ij—- [It']Ij

20~ DEFINIZIOLE
Sia p© C 2 -alg , una algebra [ dicesi
iniziale in © sse. 1€ € e ¥ Ac ¥ esiste

un unico 2 -morfismo da I in 4 .
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3l.- TLEOR®BMA
3¢ I @ iniziale in ¥ allora I & unica a

meno di isomorfismi,

Prova
Supponiamo vi sia un'algebra I' iniziale per €
allora per la inizialitk di I avremmo un unico morfismo

£:1— 1
e per quella di 1' un unico morfismo

g Ll'— I
na g o f esrendo composizione di morfismi & ancora un
morfisrno, allora 2 o T ¢ ; —-'DI= deve coincidere con

1'identit: su I , essendo l'identita un morfismo ed ess=
sendoci per inizialitd un tale morfismo tra I e se stessa,
quindi
0 £ = i
gof=1,

ciod g ed £ sono biunivoco, ovvero isomorfismi ciod

Iedl' sono algebre isomorfe.
324 DEFIXNIZIONE

se ¥ ¢ 2-alg , una algebra F ¢ € dicesi
finale in ¥ sse

¥ A ¢ € esiste un unico morfismo f: 4 —> F

In modo analogo al teorema 31 si dimostra che
un'algebra finale & unica a mend di isomorfismi
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33~ TEORENA

® iniziale in 2 e-alg

-3

2

Prova
Sia A € > -alg , allora ogni morfismo da gzz in

A deve verificare le condizioni

m
fleT) =4 ¥¢ezs

f(oTx) =0 (fx) ¥ ceS , xe (T<)

u, s u

ma tali condizioni definiscono per induzione una funzione
da ’J.‘:E in A, ovvero vi & un unico morfismo da Q:E in A.

34e= TEORERA
Se A @ minimale allora A = T:z /e per

una opportuna congruenza ©

Prova

Infatti dato un morfismo f da g:i in A (che

esiste ed & unico per la inizialitd di T in 2-alg)
per la minimalitd di A f deve essere surgettivo (altri=
menti A avrebbe sottoalgebre proprie) quindi per il

teorema del morfismo

A=T 4gf
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Per denotare tramite un termine un elemento di una
> -algebra bisogna dare valore alle variabili e interpre=
tare gli operatori del termine con operazioni dell'algebra.

Poich® i termini sono formalmente definiti per in=
duzione, possiamo definire formalmente per induzione la
valutazione di termini.

20.~ LUFINIZIOLE

3ia A una famiglia P-indicizzata di
domini di un'algebra, un assegnamento su A

¢ una fanmiglia p di funzioni
f:(fSISE\Do)
tali cie ‘fs : Vs——e As ¥se

Indicuiano eon  Ass(V,A) l'insiene da.li asseimna=

renti édi YV in A

Diciamo valutazione di T:Z(v) in 4 € Z-alg
la fariglia di funzioni

L ]15‘ (25 (7)) X assl¥,4) —> &y #se¢F
definita per induzione :

i) [v'ﬂgf

PV ¥ ve VS

ii} IJ__O'BSI,- oA ¥ 0e¢ ZS

i1} fot] = oA Ttl,,) Voe2, s

sp P

23



35— O3SERVAZIONE

L'inizialitd ¥ uno strumento essenziale per la
definizione di concetti algebrici.

Infatti un requisito fondamentale per essi & quel=
lo di essere caratterizzati a meno di isomorfismi.

Non appena ci si assicura che essiste ed ¢ inizia=
le l'algebra verificante certe condizioni, allora si pud
assumere che dette condizioni costituiscono una buona
definizione di algebra.

L'esempio pil immediato al riguardo & l'algebra
che & univocamente individuata dalla segnatura 2 in

=

quanto algsebra iniziale di jfualg .
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36e= DEFIKIZIONE

Diciamo Ezv;equazione una coppia 4i termini

515ty € TZ(V) che scriveremo

Hh=1

SV-eq individua 1'insieme di tutte le 3 '~equazioni.

3T o= DEFINIZIONE

Diciamo che l'equazione t1= t, vale in A
€ scriveremo

A B ty=1, (4 soddisfa 1

se ¥ pe ass(V,4) EtlﬂP = [tng

ovvero se tl e 't2

1

1= %)

denotano lo stesso elemento di A per
ogni valutazione delle variabili

384~ DEFINIZIONE

Dati £C STV-eq ; C S-alg ; A €3 alg
peniamo 3
i) A k¢t & Ake ¥eetl
ii) CEke & AFke FAel

iii) EkErt & Cre ¥eel & A FE \Léef
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39.,-  DEFIKIZIONE
Dati £C SV-eq ; E(;_ 2=~ alg poniamo
i) 2=alg (&) = {ée 2alg léht}
S-alg(f ) & detta varieth di equazioni &
ii) SVeeq (&) = {e e S'eq |CE e}

iii) Th (&) = SV-eq (S -alg (&) )

Th( £ ) & detta teoria equazionale di presen=
tazione (>, B )

40, - DEFILIZIONLE

Diciamo eguazioni condizionali una n+l -~upla di

equazioni che scriveremo nella forma

el 32 sseeve en_'_) en+l

Diciamo che tale equazione condizionale vale in 4 € alg
quando

éheleétzez ....éj:en# E e

1>

n+l

In modo del tutto naturale si pud parlare di teorie
di equazioni condizionali generalizzando in modo ovvio le
definizioni di sopra. Diciamo gquasi-varietd le classi

di algebre verificanti teorie di equazioni condizionali,
#li assiomi di una teoria algebrica ir senso lato possono
avere forme logiche pill generali di quelle viste, cid che
¢ peculiare & 1l'uso dell'uguaglianza, variabili e operato=
ri come unici strumenti espressivi oltre a connettivi e

guantificatori.

33



VIl

VARLiETA

41.- DEPFINIZIONE (Czlcolc equuzionale)

Sia EC :Ev-eq diciamo chiusura deduttiva

(equazionale) di E il seguente insienme

B € SVeeq
definito induttivamente

0) EC B, veavep ¥ ovev

"

x
2) tlz t2 ’ t2= t3 € E = tlﬂ t3 € E

1 . _ _
(tl...tk,-.(ti...ti)e (TZ(V))u s o-'eZu,S. ty=tloat =tle B

3) 4 ll

»*
G-(tlo-ctk) = U’(tiﬂvot;:) € t

v e ass (V, I5(V) ), =1, ¢ E”
4) 4

x

Te)lp = [t1e ¢ B

la definizione precedente pud essere data in modo

equivalente ponendo una relazione |~ di deducibiliti
tale che

ee X & Ep—e

. - . premesse A
= - 1 Luen
la cui descrizione in forma sonolusio € la sezuente
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0) E — e ¥Feekb. Yeel, £ vav VvelV

E — tl= t2
1) (simmetria)
E — t2= tl
E — t.=t E—t.,=t
2) L - e 3 (transitivita)
E b ty= t,
Et— t =1 ( ) s
¥ toe (7 o
2 Eb— o0t=o01t' €S T Sy,
(congruitha)
Eb— t =1t ,
4) - ¥ T € ASS (V,T:E(V) )

E Et-ﬁ—c= [t'.ﬂ—[;'

(sostitutivita)

(2, - TE0 s
42,
* - . .
E & la winima congruenza che include & e chiusa
per enuororfismi di TZE(?). (un endomorfismo di 4 € > -alg

¢ un worfismo di 4 in a e una congruenza © @& cuiusa per

er.domorfismo f se x 0 y & fx 6 fy ) (R £ T & (xRy =#»xTy))
Prova

_ e x .
rer definizione &~ & una congruenza (cfr. def. 41) ed
¢ inoltire chiusa per endomorfismi di Q:E(V) per la regola 4)

della cef, 41 essendo un endomorfismo 4di Q:Z(V) completa=
mente individuato da un T € ass (V,T:E(V) ) cfr. teor.33).

inoltre ogni congruenza chiusa per endomorfismi deve
verificare 0),1),2),3),4) della def. 41) quindi &* & 1la
minima tra tuite le congruenze siffatte.
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Se A © minimale allora 4 & iniziale in 2 -alg(X '-eq(4) )

(e quindi in ogni °C Z-alg(SV-eq(4) )

Prova
Se A @& minimale A & generata dalle costanti quindi
(omettiamo gli indici)

*) A= 1 k1. |ter
pol ® € 5]
con p, prefissato , p, € Ass(V,A)
Sia ‘PO prefissato , ‘i’o € Ass(V,B) con
Be >-alg( S'-eq(a))
e poniamo gl [+1. )= It} ¥te T
fo % >
g verifica la condizione seguente ¥ +t.,t, € ’I‘z

1’72

**) j[tl‘[lf)o= E'ta]]Po = g( [tl]"\ ) = g( ]:It;_)ﬁ )

Po Po

ovvero [t,] Po= [[tzﬁpo =3 ﬁtlﬂ‘i’o = Etgﬂsyo

t non hanno variabili

Infatti poich? t1et,

\I‘cl'ﬁP: ﬁtgnpo = [tl-n P= Etznp Vpe Ass(V,4)
quindi é = ‘El = t2
ciod essendo B e > -algl( Zv—eq(g) ) BE= t=t,
quindi I+l = [+, 1@
o o

vale in definitiva % %)
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Da %) e %) segue allora che g € una funzione ben
definita da A in B . 35i verifica facilmente che g @&
un morfismo.

Inoltre g unico perché se vi fossero due morfismi

e
€, 6 da 4 inB escendo 4 minimale 4= Ty o per

una © opportuna allora At.g([t] g) e Atogt([t) o)

sarebbero due morfismi da T in B contro l'inizialita

dgi T in 2-~alg.
=Z &

Una varietd aumette sempre algebra iniziale (ed essa
. . A
¢ anche nminimale) .

Prova

3iano E le equazioni che definiscono la data varieta

e Sia I = gz /——a;- ove ¥ tl' t2 € Tz 81 ponga
oy
i) Mostriamo prima che l1e 2-alglE) , ciod
= ‘t2 ¢ B == ‘I‘z/—é-,; = %=1,
Infatti per definizione di E* si ha
ﬂtlﬂ o= [t2'[| IS ¥ oe Ass(v,Tz)

ciod [[tl]]‘c-] B = [HtQI]‘C'] E‘_*

ma questo implica (per induzione sui termini)
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Htl] _— E_tzﬂ o ¥ o € ASS(V,TZ/E'_*)

t

Ovvero ‘gz —g,; = Y 5

.i) Mostriamo ora che esiste un morfismo g: L — A
¥ 4e¢ 2-algl&) .
Poniamo g [t:] Br = il ove o € un qualsiasi,
Po °

ma fissato po€ ass(V,A), g & ben definita poici®

Ctlg =[tdg = Ert=t' = 4k t=t' =
= [t] = [+'] (cfr. pili avanti Lemma 46)
PO PO

¥’ semplice verificare che § € un morfismo infatti:
T A
g0 "= g[c']Eu = [O'lF =0
)

g(o ()= glo )~ = [o ] = o e, = o Hew)
o]

Po

iii) Mostriamo infine cne da I vi & al pil un unico
mortismo in ogni altra algebra a di 2-aly(E)

infatti T & iniziale in 2-alg, quindi data

i€ 2-alg(E) esiste un unico morfismo f da gz
in A , allora non possono esistere due morrisnd

diversi h e h' da I in A poiché altriienti vi

sarebbero due diversi morTismi hoell ' L'sTT da

[l‘_z in A contro l'usicita di f .
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Diamo ora un teorema che stabilisce la completezza
éel calcolo |p— , Premettiamo alcuni lemmi,

siano : BEC SV-eq , ee¢ SV-eq

45,- LElMA

_T_.z(v)/ge =ty=t, = & b $=1%,

Prova

Is(Mhx = 5= 1,

[tlﬂ ' = Htgllrl ¥ T € Ass(V,T:E(V)/E*)

3ia A € > -alg allora :

=& , EpP~e = AR e

=

rrova
Sezgue facilmente dalla definizione di b=
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470" LEHHA
E— 5= t, = TE(V)/E* =t = t,

Prova
E - =%,

U

5}-...[[-[;1]]? = ][tzﬂt ¥t e Ass(V.TZ(‘T) )

U
[ﬂ“lﬂtjtﬁ [[tz 1e ] E*

[t1 = = [51 ¥ T e ass(V,T5(V)/px)

U

TZ(V)/E’* = t=t,

48,~ LEMMA
TZ (V)/g*h' t,=t, & >-alg(l) k= b=t
Prova
&= secue dal lemma precedente in base al quale
I (V)/px ¢ >-alg(l)
=3 segue dal fatto che per il lemma 45 se
TZ(V)/Eﬂ:: t,= %, allora EF— t,= 1,

e poich® per ogni A € 2-alg(f) siha AR & dal

lemma 46 si ottiene

Ap b=t
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49.- TEOREMA (BIRKHOFF / di completezza)

i-alg ()= e & EF— e

Prova

== dal 4¢ e 12 Lemma
&= dal 3¢ e 4¢ TLemma

L'algebra T«(V)/m%¢ dicesi algebra libera di generatori V
> £

della varieth  >-alg(Z) nel senso della seguente defini=
zione
50,.~ DEFINIZIONE

Una :i—algebra L dicesi libera di generatori

G= (GSI s € >) nella classe & C >-alg sse LeCT e
¥ A €& data una famiglia f= (fsl s € ¥ ) tale che
fs: GS ey AS
esiste un unico morfismo f : L —> A che estende f.
Tale definizione & unz generalizzazione della proprieti
prima stabilita per _T__Z(V) cfr, Def. 25.

51l.- BSERCIZIO
Siano L ed L' due algebre libere per € di

gevberatori G e G' ove |6 ] = |6l| ¥se¥  allora

L ed L' sono isomorfe

52.= ESERCIZIO

Verificare che T:E(V)/E» soddisfa la defini=

zione precedente
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53.— OSSERVAZIONE

Tz (V)/e* ® un'algebra generica nella classe

>-alg(E) nel senso specificato dal 4°¢ Lemma prima sta=
bilito; cio® in essa valgono tutte le equazioni di

TV eg(S -a1a(8).

TE(V)/E*  perd intrinsecaumente generica nel

senso che le equazioni della varietd sono tutte e
sole quelle valide sulla famiglia deli suol generatori:

t, = t, <= | |1| it = ’ftz—il j' con jlvo= vlgd Wy eV

Y

P oierso dell'equivalenza & evidente , per 1'altro si assers

“i ~he 1in hase al teorema di completezza

B ja= ty=t, & E ty= t,

0o
[ 1)y, (L1,

ﬂ

na El'—t—t%u:)[t]a 2]5*

ove v = v ¥ veVv,

54,= ESBERCILIOC

Verificare che dalla def, di algebra libera se=

gue che

g libera <& 9’-( =
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(L

& un'algebra con G famiglia di generatori e

Bf, GC congruenze su QE(V) definite come se=

gue:

t) 8y t, &= Htlﬂ)r: ﬂtg][), , 7 ¢ Ass(V,6)

t) 00 t, = Etlﬂio: EtzﬂP ¥Ael, P e Ass(V,A)
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Vili
31.Ta331 ASLHATLTA

54.-Descrizione algevrica di graumaticne 3LF

Consideriaco il semplice linguaggio programmativo
descritto dalla seguente grampatica in BuF

<Z01anGo» =:: (KIve  tific. tores> e—<litray ) I
1f <Bonlcuno> tnen(<lo..urlo>)else (U0 uno>)
< 00lero>=:: \<KldccuiificLiore> =<l .zntificrtores> )I
:r;&l:ulse

<l.erntitiac:iores =:3 1 | J

<lifruos> =:: Ffll|...- |9

serxizie ltzieura L
L =( | ool'Li-'j'I‘cfr' ruey,celte,l,o,¢,...,9,288ign,
equal,cend )
LiLI: {1""}
I .. =1{81,...,9)

L go1= lorue, zlse) U (=2 | K& € L. )

Lgmc = {(H «— 1) | E ¢ Lid' L€ chr}

Ly = {(1£ B zuen(Celse (2,)] €L, o1s 2108605, o)
_cr:é. éel;l’imd

assign : Ly.% L,y ..o

€iual @ Ly % 1. -:,»ool

coné P Ly 01X Lopo X Lcr > Loa

assim(i,n)= (7. « n; ¥ He Li;» e I -0

e"."l:".l(:'-,.i':) = (H = _::) ‘} :I-,;“. 13 Liu
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cond(B,C,,C,)= (I£ B then(C else (C,))

¥ Be IJbool’ Cl’c2€ I‘cmd.

E evidente che L rappresenta completamente la gram=
matica sopra data , infatti per ogni simbolo d4di catego=
ria sintattica , in L vi @ 1l'insieme dei costrutti
del linguaggio relativi alla categoria sintattica e
ogni produzione & rappresentata da una operazione del=
l'algebra.

Se vogliamo esprimere la peculiaritd della sintas=
8i di tale linguaggio a prescindere da tutte le possibis
1i varianti concrete (per esempio l'uso di parole chiave
diverse per 1'If o per l'uguaglianza) possiamo utilizza=
re in modo naturale la rappresentazione algebrica ottenu=
te affermando che la sintassi astratta di L & la classe
di tutte le algebra isomorfe di L che in quanto tali iden=
tificano varianti concrete della stessa sintassi astratta.
Tale procedimento pud applicarsi in modo ovvio a qualsia=
si grammatica in BNF.

Inoltre poich® una segnatura 2 individua univocas=
mente l'algebra 3:2 una sintassi astratta pud essere
rappresentata tramite una segnatura. Se consideriamo per
esempio il linguaggio di sopra & facile verificare che L
¢ isomorfa a T ove

if

Analogamente qualsiasi grammatica BNF (non ambigua)
Pud essere identificata con una segnatura e in tal senso
essere vista come sintassi astratta.
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In generale per determinare una sintassi astratta
di un qualsiasi linguaggio formale basta descriverne
una sintassi come algebra .

55.~ Esempi di sintassi algebrica di lingusggi formali

Consideriamo per esempio una sintassi astratte per

L= {a™" | ne N}

L= (Lys P90 X ) ove [¥y: L= I,

?1x = axb ¥ xe Ll

E evidente che L, & isomorfo a ove
= £S5,

)\

2= Cs}ég
¥

basta definire per induzione h n(x) = A
h(axb)= h( ‘flx) = ¥x
per avere un isomorfismo da Ll in T
p3}

individua anche la sintassi astratta del lin=

T
.."-..Zl

guaggio Lzz {anbncnl ne N} basta a tal fine definire

Ly= (L, Py \) ove Wb(apbncn)= aB Ll ntl n+l o en

Come sopra s8i verifica facilmente l'isomorfismo tra ée

e T
23

Ricordiamo che I, & un linguaggio context- free mentre
L2 ¢ contex-sensitive, questo c¢i fa notare che la sintassi
astratta di un linguaggio esprime proprietd strutturali
pil profonde della classificazione secondo Chomsky(cfr. [21]),
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La sintassi astratta & in sostanza una sorta di
ponte tra sintassi concreta e semantica ,in quanto evi=
denzia unicamente le categorie sintattiche dei costrut=
ti del linguaggio e per ogni costruzione sintattica le
categorie sintattiche degli argomenti e quelle del ri=
sultato.

Come altro esempio definiamo una sintassi astrat=
ta di

1= {xp | aern ,pei
ove Ll & come sopra € L3= {anbml n,m € N}

Basta definire la segnatura :E4

e considerare
Ly=TnoTgelys Mgy Kao 740 S40 90 )
ove A4w l'4=) 7/4: L,x I:3—> Ia4
8¢ L= 1y
::4,/14: s> Ig
74(x,y)= xy  (concatenazione)

64x = axb

943 = ax

/41 = bx

_T risulta evidentemente una sintassi astratta per I,

4
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56.~ Sintassi algebrice di linguaggl a struttura di frase

In generale dato un linguaggio I a struttura
di frase generato dalla grammatica G=(V,T,3,P) (dove
V:alfabeto, T:terminali, S:simbolo iniziale, Pm'l"l’l...l"l'n

produzioni) la sua rappresentazione algebrica ® data da

é = (le’}nt*z’qEQS}

ove ¥ TT,e P’ ¥, V*x X — v
y 8se TTi: d—pf ey & ottenuta da x

sostituendo l'ennesima occorrenza
¥y(n,x)= di o« con B

x altrimenti

x se x¢ ™

¥, (x)=

xo altrimenti

(xo elemento fissato di I che supponiamo essere non
vuoto).

Un'galgebra che rappresenta la sintassi astrat=
ta di I @& quindi un'algebra quoziente di Izove :

“1’ “2' L ] .“‘n

(1 naturali sono generati dallo zero tramite successore)

57.- ESERCIZI

Descrivere algebricamente sintassi astratte per i

Hinenssel {anbmcn | n,m e N]
[an'bnbnanl n e N}

{a.o(b | o€ [a,b]’}
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IX
TIPI DI DATO

58.- Tipo di dato gstratto

Un tipo di dato & individuato da certi oggetti
¢ da certe operazioni su di essi. £ evidente che tale
nozione intuitiva & completamente specificabile in modo
preciso tramite quella di algebra.

Abbiamo per esempio gia visto tra i primi esem=
pli di algebra eterogenea il tipo di dato "pila su natu=
rali", La stessa algebra (N,+,+,0,1) @& un tipo d4i
dato (il pih antico).

L*approccio algebrico consente perd in modo natu=
rale la formalizzazione di un concetto di estremo inte=
rese programmativo: quello di tipo di dato astratto.
L'aggettivo astratto indica che gli oggetti su cui si
vuole operare non sono definiti poich® cid che interes=
sa sono certe condizioni sulle operazioni che su di essi
8i intendono effettuare, In termini algebrici questo
significa che un tipo di dato astratto non ¥ un'algebra
hensl una teoria algebrica i cui modelli risultano pos=
8ibili realizzazioni concrete del tipo astratto.

Specificare algebricamente un tipo di dato astrat=
to significa quindi tradurre in teoria algebrica una
qualche teoria formale o informale che descriva il tipo
considerato,

Consideriamo i seguenti esempi:

I) Pile su elementi di un prefissato insieme

Le pile sono oggetti costituiti a partire da una
pila vuota empty e una operazione di 'push’ tale che

P ¢ pila, a ¢ elemento == push(a,P) 2 pila
P'= push(a,P) = top(P') =a
P'= push(a,P) =» pop(P')

( top e pop sono operazioni che agiscono su pile non vuote,)
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Una specifica algebrica & la seguente

Segnatura empty
P : variabile di pile

Q: " " pile non vuote

e : " " elementi
Equazioni
j'(jR)=P Assioma che impone l'iniettivita

dell'immersione J .

pop (push (e,B) ) =P
top (push (e,P) ) = e

II) Iiste su un prefissato insieme A

Le liste sono oggetti costituiti a partire dagli
elementi di A detti atomi, utilizzando una operazione
di costruzione ocons secondo le regole seguenti ;

0) IListe e atomi costituiscono insieme le espressioni
i) a & atomo, 1 & lista == cons (a,1) & lista
1 & lista, 1' & lista == cons (1,1') & lista

ii) Vi & un solo oggetto che ¥ sia atomo che lista in=
dicato con EKil e altre due operazioni ecar e cdr
definite su tutte le liste tranne Nil come segue

1'= cons(e,l) = car (1') = @&

1'= cons(e,l) = cdr (1') =1
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iii) Vi sono due operazioni booleane

eq binaria su atomi:
eq(a,a')= True <> a = a!

isatom wunaria su espressioni:
isatom(a)= True & a & atomo

Specifica algebrica:

Segnatura

Nil,a),e.08)

car

True
False

IR PYRER costanti, una per ogni elemento di A

" - variabile d4i exp
1 - " " list
a — " " a-tOm

Abbreviazioni:
cons(n,1) = (1)

11 (195))= (119,74)
Equazioni:
car((91))=1
cdr((n1))=1
car( () )= j()
cdr( () )= ()
i Ni1 = j()
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J'(i1)=1 _
iniettiviti delle immersioni di
i'(ia)= a liste e atomi in espressioni

isatom(ia)= True

isatom( (%1) )? False

eq(a,a)= True

eq(ai,Nil)= False i= 1,2,0e0

BQ(aivaj)= False 1,J=2 1,2,000 4 1F ]

59.- Specifiche gerarchiche

Supponiamo ora di volere specificare il tipo di
dato astratto Pila su naturali ove i naturali sono
ltusuale algebra

£= (N,By+y*,=,0,1)
e poi a partire da tali pile definire altre strutture
astratte di dati. Tale modo di procedere & tipico delle
cosidette specifiche gerarchiche. Un modo semplice di
sviluppare tale procedimento per via algebrica si ottie=
ne tramite la nozione di algebra basate che & una va=
riante del concetto di algebra di dati (cfr. [39) ).

DEFINIZIONE

Sia B una algebra di segnatura 2 e sia 3
una segnatura che estende =2 , cioé avente tra le sor=
te quelle di 2 e tra gli operatori quelli di 2>

— Una > '-algebra A dicesi basata su B se

it

A B

ciod se il sistema di domini e operazioni di 4 relativi-
a =2 & una S-algebra isomorfa a B.

A dicesi sovrabasata su B se B & isomorfa ad

2

una sottoalgebra di él
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- 3ia :EB la segnatura in cui tutti zli elementi dei
domini di B sSono aggiunti come costantis(ciascuno nella

sorta opportuna) dicesi diagramma di B il seguente in=
sieme di equazioni SB

83= {t= v, | by, € s+ B = =t}

Una teoria algebrica clie includa SB dicesi B-basata.

L evidente che una specifica gerarchica & descri=
vibile algevricamente iramite teorie algebriche basate.
«winci se &€ © la teoria delle pile su elementi generici
e SN & il diagramma di E (ove ad N & assegnata la sor=
ta elemcnii) & LJSN sard la teoria delle pile su N,

Yale inolire per le teorie basate il seguente teo=
reia fondamentale

TEOREMA (sulle teorie basate; cfr. per lu prova [R7] )
vato un insieme & di I '~equazioni & dicesi
— B-consistente sse E|J & H a= a!

con a,a' elecenti distinti di B

tLJSBI"— t= a

-= B-conpleto sse ¥ t ¢ I

2B

per qualche a € B

Con tali notazioni valgono i fatti seguenti:

i) Je & & B-consistente e B-completa allora la
classe delle :E%—algebre B-basate che verificano

¥ ha Te.y j——_ come algebra iniziale.,
Z'sAEUS, F l

ii) se & & B-consistente la classe delle algebre
B-sovrabasate che verificano & ha T “r11 ¢
ke '3/ RUS®
come algebra inigziale.

iii) 3e & ?® B-consistente e B-completa la classe
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delle algebre minimali B-basate che verificano
£ ha algebra finale.

60.~ Specifiche per inigialith

Un altro caso di specifica astratta & il se=

guente,
Definiamo matematicamente una 2.0 algebra che
rappresenta il tipo di dato ILista ove 20 € la
segnatura prima considerata a proposito delle 1liste,

con l'esclusione di i' e }*' .

L= (A,B,E.L,consL,carL,cer,isatom“ ,eqb,ai,...,JL,
1L, 0L, 5k )

0
ve A

{ays 0.} U (Ni2} (Atomi)

B= {True,Falae} (Booleani)
Lo= {()}

Lyy= Iyx I, U A xI,

= U1, (1iste)
i1eN
E=AU L (espressioni)
naabamir , OF= () , el=a; per i=1,..
cons¥= operazione di accoppiamento cartesiano

carL = prima proiezione di coppia cartesiana

cer = geconda proiezione di coppia cartesiana

isatomL, eqL : usuall test booleani

i,J ¢ immersioni di atomi e liste in espressioni

Possiamo affermare che ogni algebra isomorfa ad L

rappresenta bene il tipo di dato Liste e in tal senso
la classe di isomorfismo di L rappresenta un tipo di
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dato astratto.

Notiamo subito la differenza tra la nozione prima
vista di tipo di dato astratto e questa qui considerata.
La prima si identifica con una teoria e quindi con 1la
classe di tutte le algebre che la soddisfano, mentre la
seconda si riferisce alla classe di isomorfismo di un
algebra. Per rimarcare tale differenza nel secondo caso
parleremo di tipo di dato astratto categorico.

Se I & l'algebra iniziale relativa alla teoria
prima considerata sulle liste,si pud verificare facil=
mente che T ® isomorfa a £|:E ove 20 é la segna=

2]

tura di 1 privata dagli operatori 1i' e j'.
In tal senso EI:E dicesi specifica via iniziali=
i -

t4 dell'algebra L e quindi del tipo di dato astratto
individuato da L .

Le dimostrazioni di isomorfismo tra ;lzz e L
o =

costitulscono le dimostrazioni di correttezza della spe=
cirica.

¥ evidente che la fondamentale differenza tra la
definizione prima data di L e quelle di I & che 1la
primg fa uso di nozioni matematiche usuali, mentre 1la
seconda & data tramite una teoria algebrica ovvero in un
linguaggic formale in cui si utilizzano solo le variabis=
1i, gli operatori e l'uguaglianza e si dispone di una
ben precisa nozione di derivabilitd (il calcolo equazio=
nale) e di soddisfacibiliti.

Notiamo che per specificare tramite inizialiti una
data 2 -algebra pud essere utile introdurre degli ope=
ratori non presenti in 2 che agevolano la caratteriz=
zazione assiomatica. Per esempio 8e si vuole specificare
per inizialith la 2-algebra N dei naturali con la
somma N= (N,+) (X = (+} ) ¥ del tutto usuale conside=
rare i seguenti assiomi nella segnatura 3'D T in cui



oltre la somma + , Sono incicati 1o zero ¢ il 3ucces=
sore ' :

x+ 0= x
€= x+y'=(x+y)
£ evidente che

T:E)/Eulzz =N

Tali operatori aggiunti nella specifica e poi non con=
siderati a costruzione avvenuta diconsi operatori na=
scosti,

Nel caso della specifica per inizizlitd delle
liste, i' e j' erano operatori nascosti, ma in tal ca=
80 la loro presenza nella specifica per iniziuzlitd po=
teva essere evitata infatti se to sono zli assiond
delle liste senza quelli relativi a i'e ;' si »wd
verificare facilmente che

E:Eo E'== z

(:ZO segnatura di Bo ) .

61.- Estensioni di tipi di dato
La tecnica di specifica tramite inizialitd:

pud essere ovviamente estesa wutilizzando 1le teorie
basate secondo la proposizione i) <dcel teorena
fondamentale delle teorie basate(cfr. 59 ).

Inoltre tramite teorie basate si pud precisare il
concetto di "estensione" di tipo di dato:

consideriamo per esempio il tipo di dato astratto
"vettori sui naturali™ esso pud essere icentificato con
la classe di isonorfisno dell'algebra

E= (v,R, =(-), *E—/-ﬂ.g. g )
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ove N sono i*naturali®

v= {£| f: N >N}

(=)= VxN—N v(i) individua il numero di
posizione i1 nel vettore v
v(3) se i
-[/-]: VxBxN — ¥V (v[n/i] )(j)-.-(
n se iz}

0(i)=9 ¥ ie N

Se volessimo specificare assiomaticamente tale
algebra sarebbe naturale imporre i seguenti assiomi
(la segnatura X' & evidente)

o(i) = ¢ ¥ ie N
(v[n/i])(i)=n ¥V ie N
(vln/i])(3)=v(J§) ¥ 1,j ¢ N ; 1 £
Se ora consideriamo l'algebra iniziale I di ta=

le teoria basata ci si convince perd che 1 non & iso=
morfa a V poiché dagli assiomi ¢i sopra non deriva

(Q [n/n)) [w/m] = (Q [ww))[n/n)
e quindi i due membri di tale equazione designano ele=
menti diversi di I .
In effetti l'algebra V ¢ isomworfa all'algebra

ove © & la congruenza definita cone segue.

is/q
Sia 2 la segnatura relativa alla base di 1
contenente s0lo la sorta dei naturali e l'operatore
nullario per 10 zero ( = C 3').

Diciamo contesto basato un termine W(x) d4i
sorta in 2 con una variabile libera, poniamo quindi

in I,
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t; 0 t, o [(t)B, = DH(t,)]

per ogni contesto basato W(x) ove W(x) ¥ ottenuta so=
stituendo t al posto di x in W(x), e T & un as=
segnamento qualsiasi nell'algebra I (qualsiasi poichd®
in H(tl) e U(te} non vi sono variabili) .

Qvvero aue termini sono considerati equivalenti
se Sono "osservabilmente®™ equivalenti sulla base,cioe
ge 1in ; (e Juindi in tutte le algebre basate che veris
ficano gli assioni dati) il loro comportamento sulla
base & identicc (dal puntc di vista algebrico),

3i dimostra che tale algetra 32579 ¢ in effetti

l'algebra finale nella classe di tutte le algebre mini=

mali basate sui naturali. La proposizione 1ii) del teo=
rema sulle teorie pasate fornisce quindi un criterio per
la specifica algebrica, via finalitd delle estensioni

astratie di tipo di dato.

62.~- lmplementazioni di tipi di dato

Un altro fenomeno interessante sui tipi di dato,
esprimibile per via algebrica,® l'implementazione.

Data un Algebra 4 diciamo che una algebra D &
un algebra derivata da A se i domini di D sono soi=
toinsiemi dei domini di 4§ e le operazioni di D sono
del tipo

Axlooo% t(xlo- .ﬁl)
ove #(xj...X ) ¥ un termine sull'algebra 4 di varia=
bili x seeX, o

Una implementazione di un tipo di dato astratto ¢
su A & un algebra D derivata da ) tale che ¢ ¥ D,

La dimostrazione dell'isomorfismo fornisce la correttez=
za dell'implementazione.
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ESEMPIVU di implerentazione

sia il sesuente tipo di cati
g =( f,2,delete, insert, set,has, eq, esnty )

ove
3= {True, False}

eumpty= 1l'insieic vuoto

ﬂéz {empty}
fa= CUINU S
= UL

iek
delete : S x o — S
Lelote (x,5)=y - {x]}
irsert : Tx L= 7
{ sert (x,y)= yU{x}
{ : fx f—B

eq(xX,y)=7 & x =y

has : x o — B
{hau(x,y) & xevy
set : S —F
{uet(x)-— x}

Iiplementianio in gf il tipo di dati naturali, zero, suc=
cessore (i:,0,8)
D SD)

masta Cefinire D= (Dy, O ponendo;

1) o) eupty e Dy

i) x € D = xU{x] ¢ Dy

2) oY= emnpty



3) sP= Azx. insert(z, x)
E evidente che D ¢ isomorfa a (i.,0,3) infatti
5 non & altro che il classico mouello insieristico di

‘on Neumann dei numeri naturali.

Una implementazione di un tipo di dato astratto &
su un tipo di cato 4 t un algebra D derivata da 4
che verifica & . La dimostrazione che D E § costituis
sce la dimostrazione di correttezza dell'iuplementazione.

63,- Problemi di specifica formale
La protleratica di specifica fortiale dei tipi di
dato ha in sé tutti ;1i aspetti tipici presenti in gene=
rale nella specifica fornzle cel software :
i) defirizione formale di strutture e teorie che des=
serivann aStrattamente nozioni pro ranzative;
ii) traduzione di specificne cate, da un certo linguag=
gic 1in
iii) verifica cl corretiezza Gi una certa specifica nei
confronti di ui alzira.
siatio zicune veloci esemplificazioni di tale proilema=
tica,
jia data une snecifica (in linguagiio del 12 O )
ael sz uente tino di cato astratto coda

rreaicati: coca(-), elen(-), top(=,=-), poo(-,-),
push(-,-,-)

CO-“a‘tﬁl".‘Li: EL.p‘ty, 3y b’ NN

azaion:dis
¥x (coda(x)v elen(x) )
eleni(z)

elen(o)
H

1
codalerpty)
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V¥x y z (push(x,y,z) «—> coda(x) A elemi{y) a coda(z))

¥ xy (pop(x,y) «— coda(x)Aa~ x=empty a coda(y) )

¥xy (top(x,y) «= coda(x)s~ x=empty Aelem(y) )

V x ((coda(x)a~x = empty) —> Q@ !ly(top(x,y) a3!z(pop(x,z)))

¥V x y (push(empty,x,y) «=> top(y,x)A pop(y,empty))

¥V xyzuv (pop(x,y)A push(x,z,u) A push(y,z,v) —> pop(u,v))

¥xvyzu (topix,y) push(x,z,u) —> top(u,p))

¥V X ¥ (coda(x)acoda(y)=> (x=y) <> (x=emptysy=empty)vduv(top (x,y) A tep(y;u)Apop(x,v)Aapop(y;Vv))

PROBLEML

I) Specificare algebricamente tale teoria e dimostra=
re la correttezza della specifica formita, ovvero
dimostrare una corrispondenza biunivoca tra 1 mo=
delli delle due teorie.

I1) Definire un modello della teoria algebrica data in

i) verificando la correttezza di tali definizioni
cioé che i modelli verificano la teoria.

III) Specificare algebricamente per inizialitd alge=
bre date in ii) e verificare la correttezza delle
specifiche.

Iv) Implementare le algebre definite in ii) sull'‘alge=
bra delle liste e verificare la correttezza delle

implimentazioni.
V) Definire per inizialitd il tipo di dati naturali
(N, By +5¢,9,1,=,True, False)
(= predicato di uguaglianza tra numeri)
VI) Definire per inizialitd il tipo di dati stringhe
su A= {a,Db}

 =(4*, {Prue,False}, X, = ,u, a,b)
(= : uguaglianza tra stringhe)

VII) 1) Specificare algebricamente l'usuale tipo di
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2)

dato file (su certi elementi A) con le opera=
zioni di get, put, reset , read , endoffile.

Specificare algebricanente un tipo di dato
hatrici booleane 2x3 con l'operazione di somma
(commonente per couponente) estrazione di un
elexento da matrice, estrazione di riga ed
estrazione 4i colonna.
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X
SEMANTICA DI LINGUAGGI

64.- Semantica 4i un semplice linguaggio imperativo

Consideriamo un tipo di dati A= (4,4, ¢*) con

"

Possiamo costruire su A il linguaggio A-While avente
sintassi astratta espresa dalla seguente segnatura ai

evidente lettura

la seguente segnatura

(1 rappresenta l'immersione di identificatori in espres=
sioni che per breviti nel seguito non inéicheremo)

Irdichiamo con EXP , ID , CMD li insiemi ci ters
pini di tale segnutura di sorte exp, id, cmd risnettiva=
mente ¢ definiauo il seguente insieve

sta= {p | p: ID —» 4}
consicveriaco le sepuenti funzioni:
— a,_ iornamento ~-[=/-] : STA x A x ID — ST4
ove (pla/I)i=a
e (ple/I)d=93  #J£1



~ condizionale =-3-,- :{True,False}x STA x STA — STA
ove True > @g,p' =9
False D> p,p' = p'

B del tutto naturale postulare delle funzioni di
interpretazione & ,® , ¥ tali che:

& : EXP x STA — A (J {undefined)
@ : BOOL x STA —> (True, Pelse, undefined}
& : CMD x STA —» STA |J {undefined}

per cul valgano ¥ p ¢ STA le seguenti condizioni ove
i, J, B, H, C, Cl’ 02 sono elementi generici di 1ID ,
EXP, BOOL,CMD rispettivamente ( ¥(while True do C)¢ =undefined )

E(glp = ot

E(Dp =9I

E (£R)p = X &(E)p )

@ (Irue)p = True

® (False)p = False

® (pB)g= pM & (B)p )
€(c,;C,)p = &(C,) (T(Cylp)

p C&E(E)p/1]

&(1:= E)p

©(if H then C, else C,)p = @(H)p D f{cl)p,E(cz)p

@ (¥hile H do C)p = B(H)p I &(While H do C)(E(C)p),p

Anche se il significato di tali equazioni & del
tutto intuitivo esse non possono essere considerate una
definizione di & e ¥ e questo per il fatto che
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tali condizioni sono ricorsive in senso stretto.

Basta considerare equazioni del tipo fx = fx
oppure fx = fx + 1 (xe N, f: N—N ) per capire co=
me una equazione ricorsiva pud avere infinite o nessuna
goluzione e in quanto tale non & assumibile come condi=
zione definitoria. Un modo per superare tale difficolti
® quella di leggere tali condizioni in opportune strut=
ture entro cui & possibile dare loro un carattere definis
torio. B questa la soluzione adottata in semantica
denotazionale tramite la teoria del punto fisso (cfr%}o]).

Qui presenteremo una soluzione del problema comple=
tamente algebricsa.
Consideriamo la seguente segnatura 2

T,F

Sia B la 2=-algebra ove

B, 4= ID Boxp= 4 B 4o~ STA

e ove gli operatori =[=/-] , =d=)= , == , individuano
le operazioni di aggiormamento e condizionale come sopra
definite e quella di applicazione funzionale,

Sia quindi 2' la segnatura ottenuta unendo a 3
la segnatura dellea sintassi prima definita :
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ove E, 8, € sono operatori associati alle funzioni di

interpretazione E, B, sopra considerate.

Consideriamo le equazioni semantiche di prima e
riscriviamole come schemi di assiomi Ax nella segnatu=
ra ', ovvero sottolineando i simboli E, B, € e
sostituendo cA ed fA con ¢ ed f rispegttivamente.
Se 8i verifica che tali equazioni cosl riscritte risul=
tano B-consistenti, allora per il teorema fondamentale
sulle tedrie basate (punto ii) ) 1la classe delle alge=
bre B-sovrabagsate che verifica Ax ha un'algebra ini=

ziale 1 .

Evidentemente EI, QI, el

el . 1

dove:

— 1

exp x Ista exp

x Ista ? Ibool

[

bool

cI I

-

cmd x Ista i Ista

verificano le equazioni semantiche date all‘'inizio, ma
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i domini e codomini di EF, Qf% CI includeranno quelli

specificati per le funzioni di interpretazione poich®
1 @& sovrabasata su B .

In effetti poich® in Ax non vi sono assiomi in
cui si eguagliano termini di sorte exp o cmd avremo

che IQZP = EXP e Iggg = CMD ; perd I 42 STA e
D STA?

1'inclusione (a meno di biunivocitd, ovvero L SR
e STA', STA biunivoei ) & stretta in quanto, per esempio
¥ p non esiste un ¢'e STA tale che

9'=§[(Hhile I=1X do I:= J)Q

e quindi anche IepoD A (a meno di biunivocith).

Possiamo perd definire facilmente le funzioni se=
mantiche postulate all'inizio ponendo

¥(E)p = EX(B)p ¢ 4 D EX(B)p , undefined

elc)e =§I(c)p € STA Dgl(c)p , undefined

Lo schema adottato per 1'A~while pud generaliz=
zarsi a qualsiasi linguaggio:

1) Si definisce la sintassi astratta;

2) 8i individua una base B e si scrivono le equazioni
semantiche desiderate per delle funzioni di inter=
pretazione;

3) Si riscrivono le equazioni semantiche come +teoria
algebrica la cui segnatura include quelle della sin=
tassi astratta e quella della base e degli operatori
interpretativi relativi alle funzioni interpretative

che connettono sintassi con base;

4) 8i dimostra la B~consistenza della teoria algebrica
ottenuta,da cui discende l'esistenza di un'algebra 1
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in cui valgono le equazioni di partenza per funzio=
ni pilt definite di quelle semantiche desiderate
(che in genere sono parziali);

5) Si restringono le funzioni relative agli operatori
interpretativi di ] sui domini della base B con=
siderandole non definite se forniscono come risul=
tati elementi non appartenenti alla base .

I1 problema fondamentale per la applicabilitd di
tale metodo & la dimostrazione di B-consistenza della
teoria algebrica che specifica 1la semantica del lin=
guaggio., Esistono in proposito dei metodi che stabili=
scono tale consistenza wutilizzando tecniche induttive
o risultati sui sistemi di riscrittura (cfr.[26) 2
e addirittura per la maggior parte dei linguaggi pro=
programmativi tali metodi sono di applicazione
semplicissima nel senso che si riducono a semplici
controlli sintattici sulla specifica algebrica (cfr.[27))

Notiamo che il metodo presentato sviluppa una se=
mantica che potremmo dire integrativa piuttosto che
strettamente interpretativa, ovvero le funzioni seman=
tiche non sono un morfismo tra algebre simili, ma
connettona un' algebra sintattica a cui dare signifi=
cato con un’algebra semantica (base) di oggetti assunti
come gid conosciuti.

Inoltre il calcolo equazionale permette in modo
operativo di calcolare la semantica di wun costrutto
poich® se questo & un valore della base allora il cal=
colo lo ottiene in un numero finito di passi (altrimen=
ti 11 calcolo diventa infinito) (efr.[27]) ).

Consideriamo un comando in N-While ove

Eﬂ (N; ""H’ <N: OHr J-N )

e calcoliamone la semantica utilizzando la sua specifica
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agleenrica su uno stato?o tale che 90J=0 ¥ Je 1D

. I
(abbrevieremo 0" e 1" con 0,1 )

e(While I<1+41 do I:=I+l)g =

B(I <1+l)p = E(I)p <" E(1+l)g =

I

poI <M B(1)g, N E(1)g, =

= 0<N 18, =0<N 2 = True

=C(While I <1+l do It= I+l)(e(Is= I+1)9°)=t

e(1:= I+l)g = p [E(I+1)p /1] =

pLe(1)p +N B(1)p /1] =
ool N w1l =g Lof1/1] =
90[1 /1) = P1

=&(While I< 1+l do I:= I+l)91 =

B(I<I+l)p = E(I)g, <M E(1+1)g,=
= pyI <M E(1)p, N E(1)p, =
1<% 12 1<Y 2 - rrue
=(While T<{1+i do I:=m I+l) ((I:= I+1)g,) =
e(I:=I+1)p. = p, [E(I+1)p, /1] =
= p,[E(T)p, + E(1)g, /1] =

= 91[911 "'N 1 /13 = 91[1 'i'IiI 1 /1]3

=9il2 /1] = ¢,

= C(While I< 1+l do I:= 1+1)92 =
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B(I<1+1)p, = p,I <M 2 = 2 <N 2 = False

= 2
65.~ Semantica algebrica di un semplice linguaggio funsio=
nale .

Conslderiamo ancora un algebra é
4 = (4 {True,False},fA, c‘&,p‘l)

di segnatura

Definiamo a partire da A 1l linguaggio j-McCarthy

La sintassi astratta di tale linguaggio in BNF ¥ la se=
guente

<Program>::= eval (<Declaration>, <Bxpression>)

<Expression> ::=<Identifier> | f <Expression> [ -
call <Function name> (<Bxpression>)

if <Boolean> then <Expressiony
else <Expression>

<Declaration> ::= define <Function neme>> (<Identifier>)=
= <Expression> I

<Declaration> ; <Declaration>
<Boolean> ::= 2<Expression>-| True I False
<Identiffer>::= I|I,| I, ....

<Function name>::= F ] Fl l F2 seee
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Indichiamo con PR@, BXP, DEC,BOOL, ID, FUN gli in-
slemi di termini dellas segnatura associate alla gramma=
tica di sopra le cui sorte indicheremo con  DpPrg., €xp
dec, bool, 1d, fun rispettivamente.

Definiamo quindi un algebra bhase B di domini

B a1 = 4U{error)

By oo1= \True,False, error}

Bexp = EXP

Big = ID

Bfun = FUN

Byoe = (6|8 :FUN — EXP x IDU {unbound}}
Byta = {9 I ¢ : ID — AU {unbound} )}

Su tali domini assumiamo le funzioni definite dal=
le seguenti condizioni:

- Applicazioni funzionall

P € By, o I€ By =2 oI ¢ IESM_'p (applic.di ¢ a I)

d¢ B s Fe B, , 832(];'1)@“?-&3@ =B
det fun SP4ID =1
- Condizionali
a’b’a ’a € B » 81#8' # FalBe :a’b = 'b
1?72 v 2
8, =8, da,b = b

— Aggiornamenti
a se I=Jd

(QEE/I:DJ - [9‘1 se I# J
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(8 &, 7 F1)G =

‘(E,I) se F=¢6
SF se F£EG

— Test su espressioni (E € B, )

True s
free(E)=
Palse
True s
free(I,B)=
False

e

e

Xxp
E contiene identificatori

altrimenti

E contiene identificatori
diversi da I

altrimenti

Kel seguito indicheremo gli operatori relativi a tali
funzioni con la stessa simbologia adottata per le fun=

zioni .

Possiamo quindi esprimere la semantica del=
1'A-McCarthy tramite una segnatura composta a partire
segnatura di B aggiungen=
(di interpretazione)

dalla sintassi e dalla
do i seguenti operatori

E : exp def sta
® : bool def sta
D : dec def —
® : prg = val

e dando le seguenti equazioni ¥ ¢g€B

-3 val
- bool
def

beB

sta ? def

con I elemento generico di sorta id e id (B, ;= ID)

E n #
H n "
D " L1}
E (c)bg = ¢
E (I)d¢ = o1

"
n
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E(£E)dp= £(E(E)dg)
E(if H then B else E,)bdg= B(H)bp= error > error,

®(H)bg=True JE(E, )8¢,E(E,) b9

E(cald F(E))69= ’Q(E)Sq = error derror, (6]': unbound >
Derror, §(8F¢EIP)89[E(E)89ISNID])

®(True)= True
®(False)= False
®(pE)S¢ = p(E(E)dg)

D(define F(I)=E)d = O&F= unbound >(free(I,E)D error,
8((B,1)/7]), error

®(eval E in D)= I‘-(D)Soz error D error, free(B) d>error,
E(E)(D(D)S )e
(0,5 0,)4 = D(,) (3 (D))

901= unbound
&I = unhound

Bt Ae” tutto naturale estendere la semantica sopra duata nel

racn in eni &1 ammettono chiamate di funzione con pia di un argomento,
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66~ Descrizione algebrica del LISP

Un linguaggio di tipo LISP ¥ costituito da un nucleo
la cui sintassi astratta e la cui semantica sono riconduci=
bili a quelle del Liste-McCarthy ove Liste & il tipo di
dati di liste su stringhe alfanumeriche definibile formal=
mente come si & visto precedentemente.

Esprimendo la sintassi astratta in BNF avremo :
<Program) ::= eval ( <Declaration> , <Expression> )

¥Y: <Expression> ::= <Identifier> I <List >'<Ato‘m>[
car(<Expression>) | cdr( <Expression> )I
cons( <Bxpression> , <Bxpression> )l
<Function name> (< Argument > )I
Af <Boolean> then <Expression>

else <Expression>
TT: <Argument > ::= <Expression) I <Argument> , (Expression)l
<Atom> 3:= <Alfanum> (Atom)l(Alfanum:
<Mlfenum>::= 4| B| ...]z| 8 ]1] ... |9

A: <List> ::= 1 (1 & lista del tipo di dati "liste su
atomi™)

A: <Declaration> ::= define <Punction name> (<Identifier>)=
= {Expression) I

<Declaration» ; <Declaration>
Z: <Identifier>» ::= I <Atom>

<Function name> 3¢+= F <Atom>

"o
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[': ¢<Boolean> ::= eg(<Atom>, <Atom> )Iisatom((Expresaion))l
Truel False

(Se¥& un'espressione scorretta del tipo car(nil) t(qj;? =error)

Cid che perd ¥ peculiare del LISP & il fatto di avere
una sintassi concreta espressa entro il tipo di dato liste;
ovvero vi ¢ una funzione T di realizzazione sintattica
che traduce i domini BXP, BOOL, ... in liste.

Avviene quindi che una certa espressione del IListe~
hcCarthy che individua una funzione su liste & ia LISP
rappresentata tramite una lista. Cosi in modo del tutto
naturale si possono rappresentare in LISP programmi che ma=
nipolano programmi, ovvero algoritmi & vari livelli di ap=
plicazione funzionale,

Tale aspetto rende il LISP estremamente indicato in
vari contesti programmativi e sopratutto in intelligensgza
artificiale,

Definiamo come esempio una realizzazione sintattica €

o) =%

°(#E) =8

c(®y7)) = (T(®), €M) )
T(Irue) = TRUB

T(False) = FALSE

T(nil) = NIL

©(A) = (QUOTE A) ¥ A #nil

T( ga(¥®,, ¥,)) )= (EQ ©(¥,) €(¥,) )

T(isatom(®P) )= (ISATOM <(¥) )
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'C(cons(‘?l,‘i’z) )= (CONS 'C(‘?l) ‘C(‘I’z) )
T(car(¥) )= (CAR T(¥) )

T(cdr(®) )= (CDR T(P) )

T(if P then ¥, else ¥,)= (COND T(L) T(®;) T(E,) )
T(define(#(Z)=¥ ) )= (DEFINE B(Z) <(®) )

e KMr) ) =(F =(r1) )

T(eval(A, ¥ ) ) = (EVAL T(A) <T(®) )

Osserviamo che l‘'atomo QUOTE serve a distinguere le
liste che sono nomi di costrutti da gquelle che sono liste
vere e proprie, ovvero elementi del tipo di dato. L'uso di
QUOTE & analogo alle virgolette con cui in italiano distin=
guiamo Roma come nome di un ente extralinguistico e "Roma"

come nome della parola,
Esempio di traduzione dal liste-~lcCarthy al LISP.

P= eval( define FF(II)= if eq(II,nil) then FINE

else cons(CIAQ,FF( cdr(II))) , FF(X X X)) )

T(P) = ( EVAL (DEFINE FF(II) (COND (EQ II NIL) (QUOTE
FINE) (CONS (QUOTE CIAO) (FF (CDR II) ) ) ))

FF( (QUOTE X X X )))

Esercizio : descrivere g come norfismo
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X1
SEMANTICA ALGEBRICA DELIO S

Diamo ora la semantica, secondo lo schema gid adot=
tato per 1'A-While e 1'A-McCarthy, di un linguaggio pid
complesso che & sostanzialmente lo SMALL definito in[18].

sia  a=(a,7%,c%) wn prefissato tipo i dati
Sintassli astratta

La sintassi astratta di SMALL ¢ definibile in BNF
come segue:

I, L, F,p:

b
o,

C, Cl’ 02:

E, B, Ep

D, Dl' D

o IO
5 g !

o
(1]
o]

ot
Pr H

E |

I::= Illlzl sae

C::= (I:=E) | (output B) | P(B) | (if E then C, else C,)]
(013"2)] (Vhile E do €) | (I:0) | (go to 1)
(begin D;C end)

Bi:= I| read |2rue,Paise | 2(8)| ¢ | 2(8) | (12 ® then =,
else Eg)

D::= (const I=E)| (ver I=E)] (Dl;Dz) I(gggg P(I)= E)I
(fun F(I)= E)

Pr::= (Program C)

Ip, CMD, EXP, DEC, PRG sono gli insiemi di termini
relativi alle sorte id, ¢md, exp, dec, prg di una segna=
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tura :{0, facilmente definibile, che esprima la sintassi

sopra descritta.

Definizione della base B

Consideriamo i seguenti domini semantici ove + in=
dica somma disgiunta e (A — B)l'insieme delle funzioni da

A in B,

A : l'insiewe dei valori del tipo di dati §

Bv : {True, False}
Loc = insieme di locazioni, 1 € Loc

Ev = A + Bv + Loc ,valori esprimibili, e € Ev

I

Iv = A* sequenze finite di valori, valori di input, ie¢ Iv

ov = £'x (Stop} , valori di output , o ¢ Ov

[Env = (J Env, , ambienti , $ ¢ Env
ieN
{Env, = (ID — Bv + CMD + {unbound} )
| Env, = (ID = Ev + CMD + Proc,+ Fun,+ {unbound} )
Proc = |J Proc,

) ieN
|Proc; = CMD x 1D x Env,

(Pun = Funi
) ieN
LFuni = BXP x ID x Envi

Store = (Loc — (Ev + {unuged } ) ) , memorie

4)]
ct
w
i

vtore x Iv x Ov , stati , ¢ ¢ Sta

S [Jump, Continue} , marche di sequenza

17
o
V0
il

/8



Oltre ai domini semantici sopra dati in B vi sono
le componenti di tali domini semantici e gli insiemi ot=
tenuti da queste per prodotto cartesiano x , somma di=
sgiunta + , esponenziazione insiemistica —» .

Su tall domini assumiamo le seguenti operazioni se=
mantiche:

1) fungioni di accoppiamento (-,-) e proieszioni tali
che se
Y€AXBX i 00xC , AE BE eeesk C
allora
Y4A , Y4B, cev. y+C

sono le proiezioni di y su A, B, ...C rispetivamente

2) fungioni di estrasione e di immersione per somme
disgiunte, che non indicheremo esplicitamente cio® se
a € A allora a continua a indicare l'elemento cor=
rispondente di A in ogni somma disgiunta contenente
A (sard il contesto a disambiguare)

3) operazioni di applicaszione funsionale, +t2li che se
fe(A—»B) e a€ A allora fa & il valore di
f su a,.

funzioni di agglornamento +tali che

'fy se X,y
fla/x]y= |

(a Be x=y

( fy se gy =unbound
(el v = ¢

| &Y altrimenti

ove unbound & un particolare elemento del codomi=
nio di f e g (vedi sopra)

4) 1le usuali operasioni su sequense : first, rest, giu=
staposizione (indicata con V) e sostitusione in=
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dicata ancora con [ /] ove
(xl...xn)[yi/xi]'—' (xl....yi....!h)

5) fungioni condizionali e test booleani di uguaglianza
e appartenenza a componenti dl somme disgiunte

6) ) : stringa vuota
() : ambiente vuoto
{] : memoria vuota

new: Store —» Loc , funzione tale che new x for=
nisce la prima (in un prefissato ordine) loca=
zione che nello Store x vale unused, error
se tale locazione non c¢'® .

J: CMD — Env , funzidne di legame per la eti=
chetta go to come vedremo avanti

7) Tutte le operagioni di sopra =i intendono error-estese
ciot forniscono error se prendono error come argo=
mento (error & un elemento particolare che sara intro=
dotto fra poco .

Osserviamo che la semantica del go to sara trat=
tata in base ali seguenti principi:

— la semantica di un comando in un dato stato e in un
dato ambiente fornisce uno stato e una marca di se=
quenza (Jump o Continue) che informa se nella seman=
tica del comando sono utilizzate equazioni semantiche
di go to .

— Vi & una funzione J: CMD — Env che lega ogni eti=
chetta di go to con un opportunoc comando
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— I1 campo di legame di ogni etichetta ® il pih pie=
colo blocco begin/end in cui essa compare .

~— 5i pud saltare entro le alternative di un condizio=
nale ed entro il campo di un While

— Se un'etichetta compare in entrambi le alternative
di un condizionale o in entrambi i comandi di un co=
mando composto 01;02 allora & considerata solo 1la
seconda occorrenza dell'etichetta.

— A ogni etichetta L & legato

i) il comando C che segue L nel suo campo di le=
game se I non compare nel corpo di un comando
(While ...)

ii) C;While (...) altrimenti

Lla definizione di J & quindi esprimibile per in=
duzione cone segue:

J( P(E) ) = J(outputE) = J(goto L) =

L}

J(1:z= E)

J(begin D;C end) = ()

J(1:¢) = J(¢)[c/1]

J(if E then C, else C,) = J(c,) [J(c,)]

J(C43C,)L = J(C,)L = unbound D [J(CI)L= unbound > unbound,
( 3(cy)L50, )]s 3(Cy)L

J(¥hile B do C) = J(C)L = unbound D unbound,

( J(C)L;(While E do C) )
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E una cosa ovvia definire una segnatura >  di=
sgiunta dalla segnatura sintattica 2> o tale che B
risulti una Z—algebra.

Sia S ' la segnatura ottenuta conziungenco 3> o
e 2 e aggiungendo degli operatori interzretativi
E, e

di interpretazione

, ® ,D,Jd,® relativi alle seguenti funzioni

: EXP x Env x Sta —> (BEv x 3ta ) + [error}

10

¢ EXP x Znv x 3ta —> Ev-l-{error}

-]

CMD x Bnv x 3ta —> (3ta x 3eq) + [error}

it

: DEC x Env x Sta —> (Env x 3ta) + {error}

R 1

PRG X Iv —3> OV + [error}

EBquagionli semantiche

el seguito abbrevieremo (x,(Feeez) ) con (X, 7eeez)

c

jor
-~
o
S
on
-y
L

E(I)8¢ = 81 = unbound > error, 81
E( True)ag = True
_E_(Fa.lse)&y = False

R(E)dg = L(E)d¢g € Loc > [(g $ store)(E(3)8¢) = unused D
Derror,(g+ Store)(E(E)ﬁg)] ,2(3)59

E(fE)bg = R(B)8g € a D £(R(E)dq), error

E(read)dg = @¥+Iv = A D error,( first(g ¢Iv),
¢ [rest(VIv)/ o¥1v])
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E(if © then B, else E2)69 = R(E) € Bv j[ﬂ_l(E)Bg )
> E(B, )by, E‘_.(E2)39] ,error

g(I::E)SQ = gL ¢ Loc D ( (g ¥3tore) [R(E)d¢/91] , ¢+ 1Iv,

¢ ¥ Ov, Continue ), error
e(Cutvut ].-:)59 = (g[q } 0VU§(E)S9/? GOVJ s Continue )

e(if T then C, else C,)8¢p = &(E)Sg ¢ Bv D[ R(E)bg >
3;(01)39, §(02)89], error

e(1:0) 8¢ =&(C)ég

el zoto 1)59 =8I ¢ CMD O ( E(éI)Sq&Sta ,Jump), error

5(01;02)89 =g(cl}594 Seq = Jump D §(01)59,
£(0,)8( £(c,)bg ¢ sta )

e(.nile & do C)89 = @(3)89 € BvD
[®(8)6¢ o[€(c)8g ¢ Seq=Jump > ¥(C)bg ,
e(While & do ¢)& (2(C)bg 4Sta )],

(9, Continue) ] , error
e(p(5))dg =w(éry cxp) ¥ (2, §(E), &, ¢)

E(#())8¢ = E(SF ¥ x4p) ¥ (F, §(E), 4, ¢)

ove W fornisce ambiente e stato secondo il
passag:;io dei parametri e la valutazione del
narametro attuale , @(E) (efr, oltre )

2{begin D;C end)bg =e(C)( (D(D)bg ¥ Env) [J(C)])(DR(D)b¢ ¥ Sta)
D(const I=I:})59 = ( SEQ(E)SS'/I] 9 )
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D(var I=E)Sg = new(g ¢ Store)= error 2 error,
( &[ I/new(g + Store)] ,
Q EQ(E)Sg/new(g { Store) ] )

D(proc P(I);C)é¢ = (8[ (c,?,1,8)/1],¢)
D(fun F(I);E)é¢ = ( 8[ (%,F,1,8)/11,9)
D(D;3D,)6¢ = D(D,) (8 [B(D,)d¢ +Env ])( ¢[D(D;)dg ¥ Sta ])

@(program C)i = ( (z(¢)()(rL31,i,X) ) {0V, Stop )

Osserviamo che nella semantica della chiamata di
procedura la definizione di ¢ determina il +ipo di
valutazione e oquella di W il tipo di passaggio dei
rarametri secondo una valutazione per valore e un passag=
€io per risultato , cioé :

2(E)d¢ = __E__(E)&gh (valutazione del parametro attuale)
WP J@8,9)= (8P + Env [B(E)S9/1] ,9 )

Si pud comunque definire ® in altri modi ad esem-
pio per tesato o per nome ponendo  rispettivamente
(E)é9=E o B(E)de= (B,8), in tal caso si deve perd am=
mettere che gli identificatori (parametri formali) possano
essere legati ad entitd quali testi o nomi,

Bisogna quindi estendere l'equazione semantica di
§(I)69 (e conseguentemente i domini semantici)ponendo:

per testo

£(1)8¢= 8I= unbound derror, (81 ¢ EXPOE(SI)ég, BI)
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per nome
E(1)8¢= 8I= unvound Derror,

(81=(%,8')e ExP x Env D E(E)é'q, 8I)

Analogamente data una definizione di ¥ si pud de=

Tinire la semantica con altri tipi di passaggi, per esen=
pio per valore o valore/risultato ponendo:

i) per valore E(ew)gg =
= £ (4P ICMD) (8P4Env [ new(géstore)/dpvID ],

9 [giStore EE(E)SQ/new(?#Store) ]/ﬁstore])

ii) per valore/risultato
€ (P(E))ge = E(E)Sg € Loc >
D # [# § Store [f#4Store (new( #+Store))/§(E)69]J

error
(# & i1 2¢ membro d4i 1) )

iiotiamo ancora che se nelle definizioni di ¥ si
pone © al posto di éP¥Env si ha una chiamata di pro=
cedura con binding dinamico piuttosto che statico.

Il discorso & analogo nel caso della chiamata di
funzione laddove ¥ & sostituito da B e CMD da BXP.

Tale specifica algebrica della senantica dello SMALL
t consistente come si pud verificare utilizzando metodi
cescritti in [26},[27] e inoltre esiste (cfr. [27] )
l'algebra 1 diniziale nella classe di tutte le Eé—alger-
bre cre soddisfano le date equazioni semantiche.

A partire da §I, QI, QI, aI, QI si possono quindi
cefinire le funzioni di interpretazione &, &, €, D, @,
secondo quunto si & detto precedentemente (cfr. A-While).
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Inoltre a partire da ® si pud definire una fun=
zione di interpretazione ‘Poo per programmi che non
terminano fornendo una sequenza infinita 4i valori.

Basta porre a tal fine
@, (program C)i = ( ®(program C)i ¢ A'x {Stop};)
> ®(program C)i,
({3 | L Fet@)O(1,1,)) =

= (t9:ti'tosta)} ] C )

ove tg % la valutazione di t, in I ¢ C ¥ l'ordi=

nacento per lunghezza di Iy (t ® un elemento dai A" ).
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