
Il'ITRODUZIOIiE

0.- L'analisi. matematica dei llngn8b&' formali è di

interesse cruciale Ln varie discipline: logica, lingui=

atica, informatìca. Nel. caso dei li.nb~-i. progra.u.mati.=

vi (cfr. [;>2] ) i probl.emi di affidabilità. efficienza

e sviluppo della prograprnezione hanno evidenziato una
serie di questioni ben precise e j nna" zi tutto la ricerca

di strumenti di speci.:f'ica formale delle nozioni li..ngu.i=

stiche.
3enza addentrarci in sottili problemi di sem10tica

richiamiamo semplicemente 1& cl.assica distinzi.one degli

aspetti fondamentali di un l...i.ngu..a&.ri.o:

i) sintassi, che riguarda l.e regol.e dì costituzione

delle forme segniche

ii) semantica1che riguarda 1a determinazione dei signi=

fieati veicolati. dai segni

iii) pragmati.ca1che riguarda 1e finalità e gli usi. Un=

6~stici dei segni.

Nella defini.zi.one di un linguaggio formaJ.e inter=

vengono solo i primi d~ aspetti. essendo la pragmatica o

a i!lOnte ( le motivazioni. per cui 11 lin~o è definito)

o a val.1e (la sua utilizzazione una volta che è defini to)

della de~inizione in sè e per s~.

La sintassi è evidentemente l'aspetto più "esterno"

e questo spiega il perchè la storia della specifica for:
mal.e dei linguaggi. programmativi. coud..ncia con i. lletodi
rigorosi di descrizione ùella sintassi. (cfr. [a] )deri=

vati a sua vol.ta dagli studi di forlllS1.i.zzazione ~~lla

sintassi dei linguaggi naturali. (cfr.[l.3])

:Liopo una seri.e di lavori pionieristicillJijkstra,

McCartby, Landin, ~cott-Jtrachey. ?loyd, iloarer,5,Z3 24 32
l '"11. 20]J$i ~()f'10 daline4l"ti i principali netocii di. specifica

formale della semantica (cfr. [10]). al. fine di
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cieterminare strwr:enti maten;atlci di valutazione e pro=
gettazione aella programmazione. I due temi fondamentali

attorno a cui si è sviluppata tale ricerca sono la cor=

rettezza (cfr. [11J) e l'astrazione (cfr. [9J ).

.1.- Il problema della correttezza nasce con questioni

del tipo:

a) Un dato programma calcola e!'fettivaJ::ente la funzione

che si intende calcolare tramite esso, o anche, veri=
fica certe proprietà desiderate ?

E più in generale

b) Quali sono i criteri che in qualche modo 6arantiscono

una pro6rammazione coerente con i suoi obiettivi ?

L'astrazione consiste nella tendenza sempre più

~iffusa di sganciare la programmazione da un prefissato
modello implementativo, per esempio:

a') ~pecificare un tipo astratto di dati significa de=
scrivere certi oggetti solo in quanto manipolabili

con operazioni che verificano certe condizioni desi=

derate, prescindendo da qualsiasi loro rappresenta=

zione concreta.

bi) Jpecificare astrattamente un pro~ramma sib~ifica

definire (in un certo linguaggio di specifica) la

funzione che si intende calcolare senza bisobno di

esibire una qualChe particolare procedura di calco=

lo.

La specifica astratta è, per sua natura, utiliz=

zatile come strumento per costruzione di progr~~azione

corretta,in quanto permette una strutturazione per 1110=

duli con una organizzazione a livelli successivi di
astrazione nei confronti del sistema fisico di calcolo

(cfr. [lJ) •
Da un punto di vista lo~ico una specifica astratta
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semantica
tipi fonda:

definisce una teoria, formale o informale, la cui classe
di modelli individua possibili realizzazioni concrete
della specifica. In linea di principio anche un intero
linguaggio di programmazione potrebbe essere descritto

trami te un linguaggio di specifica chft non appena
iml1lementllto in modo efficiente determinerebbe ( la cosa è
ancora esistente solo a livel10 sperimentale) un salto di
qualità nella programmazione, ovvero l'uso di linguaggi
non più ad alto, ma ad "altissimo" livello, per una "pro=
grammazione automatica avanzata".

In effetti tale salto di qualità è in linea con la
tendenza per la quale in passato si è passati dalla mac­
china calcolatrice su cui i calcoli venivano eseguiti
diret:taDlente (su tastiera o simili) dal progra.c.unatore,
alla ~acc~una in cui il calcolo è descritto con un pro=
gramma e fornito insieme ai dati.

2:- l~ei metodi formali di specifica per la
di lin~~a~i probrammativi si distinò~ono due

mentali di approcci:

operativo, in base al quale la semantica di un linguag=
~io è data tr&~ite un qualche sistema formale {i.e. di
manipolazione simbolica)

interpretativo, in base al quale la semantica di un
linb-uaggio è data tramite una qualche struttura mate=

matica.

Tale dicotomia potrebbe essere espressa con altri
termini antitetici quali nominalista/realista o forma=
lista/contenutista. Tali opposizioni sono infatti legate
a prob1ematiche ricorrenti nelle dispute filosofico-scien:

tifi che sul linguaggio. 3arebbe interessante.a& al di fuo=

ri dell'ambito di questo lavoro, rintracciare le analogie
tra la problematica sulla specifica formale in programma=
zione e la questione dei fondamenti del1a matematica (in cui

era praticamente in discussione la semantica del l1n6~=
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810 matematico),o il dibattito degli scolastici sugli uni=
versali, relativo alla eemantica del linb7Uaggio naturale.

1e11a bipartizione di sopra si inquadra la usuale
classificazione dei principali indirizzi attuali: opera=
zionale, denotazionale e assiomatico.

- La semantica operazionale (cfr. [34])associa al lin=
guaggio considereto una ~cchina astratta, facilmente
descrivibile tramite un sistema formale, che rappresen=
ti il comportamento ingressi/uscite del linguaggio.
Tale semantica ~ stata la prima ad essere formulata e
applicata permettendo di risolvere il problema di base
della semantica formale: la descrizione rigorosa di un
linguaggio programmativo. ?ramite essa attraverso una
serie di macchine astratte sempre più vicine al sistema,
si dispone di un metodo rigoroso per la implementazione
di linguaggi.

- La semantica assiomatica (cfr. [7] )è anch'essa di tipo
operativo e associa al dato linguaggio di programmazio=

ne
i) un linguaggio logico di "asserzioni" che rappresen=

tano proprietà o relazioni tra programmi;
11)delle regole di inferenza mediante cui da certe a~=

serzioni si deducono altre asserzioni.
t evidente che tale tipo di approccio ~ orientato alle
dimostrazioni di correttezza, ma è pur vero ohe indivi=
dua principi generali di probrammazione nella misura in
cui certe metodologie di costruzione di programmi con=
sentono una applicazione naturale dei metodi dimostra=
tivi.

La semantica denotazionale (cfr.[l~I).fjJ) è di tipo inter=
pretativo nel senso che aSBoeia ai costrutti lingui=
stiei del dato linguaggio tramite funzioni di inter=
pretazione, dei significati astratti, ovvero elementi
di opportune strutture matematiche. In tal modo è pos=
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sibile una analisi matematica della struttura del
linguaggio in sè e per sè; il problema della corret=
tezza è così affrontato con criterio opposto a quello
della semant1ca assiomatica. Contemporaneamente la
semantica denotazionale di un linguaggio costituisce
naturalmente una specifica astratta del BUO funziona~

mento.

,.- Oltre ai tre approcci sopra inciicati vi sono varie
soluzioni miste, più o meno collocabili in un ambito
preciso.

T.tindirizzo algebrico p. perì'} t"lup.lln ~n'" nin1;~t:1,,. ..7.Tl na~lrR'.

mente i due aspe"tti , interpre"tativo p. ()p~j.·ativo •
Bsso si è sviluppato di recente sia come diramazio~

ne dell'approccio denotazi.ona1e (cfr. [l] [5]) sia come me=
todo operativo basato sui sistemi d1 manipolazione di
termini o a1beri (cfr.[i.41 [2:iJ DQ! ). ma attualmente riunendo
i due aspetti si configura come metodo di specifica for=
ma1e di grande genera1ità (cfr. [1<1 [16,] Cl3] ).

Secondo la semant1ca algebrica, ad un dato linguag=
g10 è associata una teoria (algebrica) che descrive a=
atrattamente il significato dei costrutti linguistici.
Ogni modello di tale teoria fornisce una particolare far=
malizzazione matematica del linguagg1o. Inoltre essendo
la teoria algebrica espressa 1n un linguaggio formale
con una naturale nozione di deducibilità (calcolo equa=
uonale) la semantica di un costrutto può essere ottenu=
ta operativamente. Tale schema è facilmente generalizza=
b1le ut11izzando teorie non più albebriche, ma logiche
di tipo del tutto generale, dotate di nozioni di deduci:
bilit~ e soddisfaclbilità (logica dinamica, temporale).

Per tale motivo la semantica al6e'orica risulta

1) un nuc1eo d1 aggregazione dei metodi tradizionali di
semantica formale,

v



ii) 1lJ1 paradigma di svil.uppo per ricerche :future rivoJ.te

ad aspetti programmativi in fase di f'ormaJ.izza.zione
(paraJ.J.ellsmo, ooncorrenza) ..

Inol.tre i metodi al.gebrlci consentono di stabilire

collegamenti e cri'teri unificanti 'tra ~o studio di lin=

gl'eggl prograJlllllB.tivi e quello. di J.ingusggi ~ogici (c:fr.

[25]) ed U che è di interesae sis teorico (~ogica astrat=

.ta. :J.ogiche non classiche) che applicativo (intelligenza

artificiùe. basi di dati).

Gli. strumenti. di base della sellum:tica a1gebrica so=

no quelli dell'~ebram>ivereeJ.e (c:fr. [19]).

Bel segui:to daremo Della Il parte 'UIla presenta:

none si.Bt:ema:ti.ca delle nozioni fondamentali di e.1.gebra

universale. e ne~ ~II parte esempi di specifica a1ge=
brica di nozioni e J.inguaggi di programmazione.

n pan"to di arrivo sarà l'applicazione di un nuovo metodo,

comp1e'tameIrte algebrico • per la specifica f'orI:lale di li~

guaw p-Og'8.!mDativi •

Tale risultato si fonda su un'estensione del classico teore=

ma di Birkhof'1' di esistenza di algebra inizialf': per varie t.'!

( cfr. [27]) e consente di esprimere la semantice per integra:

zione piuttosto che per in~e~pretazione • Infatti la sintassi

di un li.Dguaggio risul.'ta un'algebra che riceve significato

i.n:tegnmaosi con un' al'tra algebra (base) supposta nota e

generalJoente di diverso tipo di similarìtà aJ.gebrica •

L·1D"tegrazione è defiDi:ta da una 'teoria algebrica ehe espri=

me '"tramite ·operatori interpretativi" come il nuovo si ridu:=

ce al. :Doto • '50"0 certe ipotesi del -tu:tto generali su ~ali

'"teorie 1e eeaanti.che cosi o1otenute risul.'tano conette •



l

ALGEBRE ETEROGENEE E SEGNATURE

0.- DEFINIZIONE

Dicesi algebra (eterogenea) Wla coppia (~, O )

ove J è Wla famiglia di insiemi e O una famiglia di

operazioni (totali) 1 cui domini sono prodotti cartesiani

tra insiemi di ~ , e i codomini Bono insiemi di ':1 •

Se A
elemento aEA

una operazione

èun
che

insieme di

puè essere

'J , una costante di A è W1

completamente individuato con

fa: {I}-+A

(del tutto definita dal suo valore in I) ponendo ~a(I)= a.

Poichè (;} = {f I f: I ...... A} = AO si può conclu-

dere che in un'algebra le costanti sono identificabili con
operazioni nullarie.

Gli insiemi della fami~lia J diconsi domini o soste=
~i dell'algebra.

1,_ EJELPIO

L = (L,N,B,v,ll, + • = , ~,O,l,T,F)
=

*L - {a. b} i,e l'insieme di stringhe su a.b
N - l'insieme dei naturali 0,1,2, ...

B = l'insieme dei valori di verità T,:!:'

v L )( l. ----:. L ove a.v/3 è la concatenazione delle
stringhe a.ep

I I L -+ N ove I~ è la l\ll1ghezza di eX

+ Ii x N -+ r; " x+Y è la somma di x e Y

= L xL ...... B " (a.=!3)=T - et. è uguale a ~

(segue)
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À E L (stringa vuota) i.e. À : L°..-. L

0,1 E .. i.e. 0,1: N2....+ N

T,F E B i.e. T,F: B°-, B

2.- DEFINIZIONE

Una algebra ~I dicesi simile ad ~ se i suoi domini
sono degli insiemi L', N', B', in corrispondenza a L, N, B,
rispettivamente e le sue operazioni v', Il', +', =', .\', O',

l', T', F', in corrispondenza a quelle di ~ sono tali che
operazioni corrispondenti agiscono tra domini corrispondenti,
cioè

v

l" L' ....., N'

::;' L')(L' -+ Bt

A' E L'

3.- DEFINIZIONE

0',1' € N' T',F' E B'

Un metodo per trattare comodamente la similarità tra
algebre ~ quello di individuare tipi di s1milarità con multi=
grafI dette segnature , ovvero insiemi di nodi collegati da
multifrecce aventi più nodi di partenza e un nodo di arrivo,
del tipo a4

6 ~lT.~2C-.---

51,82,53,84,65' diconsi sorte o tipi

~1'~2'~3'~4'U5'~6' diconai operatori
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4. ;)EFIl;IZIOI1E

~ di.cesi di segnatura E ,o I: -algebra

tanti dandni A , A , ••• quante Bono
", "2...... della segna"Cura 1:. e tante opera=

quante sono le multifrecce (operatori)
che se O"' è una muJ. tifreccia di ranso

vi sono
Una algebra

se in

le sorte 8 1 , 8 2 ,
. i A AZlon 0""1' 02' ......

di L in modo tale

cioè

•

~
allora in 4 si avrà

eT A : As lC As )( ..... XAs --. Asl 2 k

(Le multifrecce senza sorte di partenza individuano ope=

razioni nullarie, cioè costanti)

5. EdEhrIO

L1algebra ~ delltesempio 1. è una !:-albebra per

la seguente segnatura L

Jve

7



canaL =v eqL = = unoL = l

modL = Il lambdaL: X trueL = T

aumL = + zeroL = O falseL = F

ovvero 2 fornisce un sistema di notazioni per domini

e operazioni di. L •=

Possiamo a questo punto indicare la l:-aJ.gebra ~

con un grafo analogo a quello di sopra ave ai nodi sono
associati insiemi e alle multifrecce sono associate ope=
razioni:

T

F

l

6. EdE~;PIO

Si.a 1: la seguente segnatura

e ty erroIN
pop push

a ack na
erro top

empty. bool T

F

t: è una 1: -algebra, ave

= N*V (errorsI
= N V (errorNl
= B = (T.F}
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puSh
P

Pnat x Pstack -. pstack

popI' P __ P
stack stack

topI' P -- Pstack nat

error~ = errorS ; errori = errorN

emptyI'= ). (stringa nulla)

r = T r = F

popI'(nnln2···~) = (nln2 •••~)

P
top (nnln2 •••~) = n

Pushi(errorN,nln2 •••~) = pUShP(n,errors ) = errorS

empty?l'(S) = T ** S = empt?
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7.- CONVENZIONI NOTAZIONALl

una1) I.el seguito
inoltre u

L. indica

indicherà

generica segnatura di sorte ~,
un 6enerico elemento di ;l1t, ovvero

u = SIs2'" sk (k= O ,.. u= >. )
con sI' 52' ••• Sk E ;:t> (insieme di sorte)

2; .:I1a

zata
( As I s < :J') una famiglia di insiemi .:l'-indiciz=

e ( f si S E f) una famiglia cii funzioni ::f' -indi=

cizzata

ove

sta per AB )( Ag J( .. , Asl 2 k

" " fsxfsx f s, ..
l 2 k

( A~ =(I}l

)

3) .:)i al) brevia con O' E E la scrittura più precisa

<1"< ULu s
SE;;! ,
UE~IÒ

spesso beneralizzaremo tale abbreviazione ad una fami=

;,;lia qualsiasi d =( <1. I id). scrivendo f. (f per f. I.J c!.,
1. ieI 1.
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8.- OJ.:.iERV.t!.L.!Ol;};

Una segnatura può essere equivalentemente definita

COf!:e una famiglia di insieCii disgiunti

L = ( L u, s I u , ;f" • S E ;;;P \

( ~ insieme delle sorte e

rango u ---f> s ) •
L: li,V degli ope:-atori di

In tal modo una

coppia

~-alGebra 0 individuata da una

( A, " )

ave
e

( ~À's o più semplicemente :Es indica l'insieme deGli
o:"Jeratori nullari di z: ).

:: evidente c::.e aloebre di Uè:::uale ~3egnatura sono siritili

e c~:e viceversa date delle algebre simili può trovarsi una
seE:;."l'ì.;..:.tura :E éJer cui -:;': :te :",iaultino L -alg;~bre.

Definire delle segnature e algebre di quelle seena=

ture.

lO. - GO:;VE;;ZIC!~E

Data una segnatura 2
classe ai tutte le L:-algebre.

11
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II

SOT1"OALGEBRll E ALGEBRll PRODOT1"O

Sia ~ l'algebra dell 1 Es.1 privata della costante 1, sìano

L' C L e N'C N

ave N'= {x I XEl(

L'= {«I«EL

e x pari}

e leAle N'J
Il endente che

Cl • PE L' -9 <:Lvp E L'

Cli L' =* Iai i N'

x,y , N' - x + y € N'

cioll L', N' sono chiusi rispetto a v .1 I • + •

In tal caso poesiamo definire una algebra L'=

~'= (L',N',B, v', Il', +', ::l', l. O , 1 , T , F )

ove v', I Il, +',::1' sono 1.e restrizioni di v, I l, +, =,
ai relativi insiemi con apice.

Il' diceei quindi sottoalgebra di Il • In generale
81 ha la seguente

11..- DEFINIZIONE

Sia A una ::E-algebra e sia

Su B è definibile une

::E -sottoalgebra di ~

le seguenti condizioni:

~-algebra ~ che dicesi

scrivendo ~ ç A se valgono

12



i) B C A V s < d' V U,S < :::f'*
5 - s

li x • B
U

ii) x < BU => (T A
X

• BS
li O" E L su,

iii) (TB =crAjB
u

( (TAIB ~la restrizione di erA a BuU

Dalla condizione ii) segue ::E: s ç Bs 'i s • ::l' •

12.- DEFIl:HIùNE

prodotto

Siano

di
~ , ~ due ~-algebre,

~ e ~ la seguente algebra
dicesi .L -algebra

!! " 11

avente come domini i prodotti dei domini di ~ con i corri=
spandenti di B e come operazioni i prodotti tra operazioni

corri~pondenti di A e B= =

~ale ùefinizione si Generalizza in modo del tutto ovvio a

?rodotti qualsiasi di fam1g1ie di algebre.
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III

MDRFISMI E CONGRUENZE

Consideriamo le due algebre simili

A = (N", u )
=

B = (B",v)
=

ove v indica la concatenazione tra stringhe dì naturali
e 'J la concatenazione tra stringhe di booleani (T,F) •

Sia h: N""" B"

e !l': N"'...... B"

tale che

se il verifica la seguente uguaglianza

h" (Q( u 13) = h" (<x)v J!'( jJ)

Possiamo esprimere tale proprietà tramite il diagramma;

__",U'-....... N"N1t
X Nit

tr"h" ! l h"
B* x: B)f- __v,:",__

iP
B*'

nel seDso che partendo da

operando secondo il cammino

lo stesso risultato che si ottiene
ltt'xhlf

,v

commutativo

E !f"N"(Cl. 13)
v ,h si ottiene

secondo 11 cammino

dicendo che esso è
un elemento

Delle funzioni, tra domini corrispondenti di
bre, che commutano per ogni operatore il relativo
costituiscono un morti amo

L-alge=

diagramma

Esprimiamo tale nozione mediante grafi, sia data una

14



segna tura quale

e due alGebre di tale segnatura, una "triangolarel1 e

l'altra "quadrata" :

tLYl morfismo tra l'alcebra triangol ....re e quella qUàdrata è
W1a corrispondenza _.-.~,-+- che manda ol..,'111 trianGolo !~el

corrisponciente quadrato e che per esempio riferita allo

operatore ~ verifica la set~ente corrispondenza

d.i eviucnte lettura

'"

(i punti interni alle figure rappre~entano elementi)

13.- DEFI~.Itlvl.E

:3ia L ur.a segnatura di sorte t:;P e ~. ~ due

L-algebre, dicesi L morfismo da ~ in ~

h: j\ --. II
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una famiglia di funzioni

tale che

ii) Jf C7' E L: U• s • XEA"

ovvero 7f (j E.:L h commuta il diagramma

erA

Osserviamo che la
condizione ii) impo=
ne in particolare che
h (.,-A)=.,-B '< "-EL:

5 •

~e 'l' s hs è

l) iniettiva h dicesi monomorfismo

2) surgettiva h " epimorfismo

3) biunivoc~ h " isomorfismo

(Omomorfismo è un~ variante terminologica ,di morfismo)

14.- ESERCIZIO

Verificare che la composizione di

è un L: -morfismo.

~-morfismi

Sia una :E-algebra (di sorta ~) ed

R = (Rs I s Ed')

'ma famiglia di relazioni tali che Rs è una relazione di

16



eqw.valenza su Aa per ogni a < ";j'

Se x'T < "u in'tendiamo con

Se tutte le operasio~ di ~ applicate ad elementi equiv~~

lenti producono elementi equivalenti, come esempli~icato

dal seguente d1.agramma

;>

allora R dicesi una COngrueDBa su i come precisato dalla

seguente

15.- DBl"INlZIOIIE

R= (Ral a < d') è una L-congryenza su A se

se 'f cr c ~U,8

16.- BS1lJlPIO

Hellla1eeèra ~ dell'esempio 1, la seguente
relazione R è una congruenza

a) et Rs"tri.i:lg p<===>at è pertUltazione di f
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bl x R"at Y ~ x e y dividono gli stessi nume=

Ti primi

c) Vp,4 ''hoo1 - p = q

1 cui domini sono gli insiemi quozienti

Dato un insieme e una relazione di equivalenza su di

esso l'insieme quoziente modulo tale relazione è ottenuto
considerando come elementi le classi di equivalenza della

relazione.

Una congruenza permette di estendere la stessa costru=
zione anche per le algebre come specificato dalla seguente

17.- ilEFINIZIONE

Data una :E-congruenza R su una :E-algebra A
=

dicesi algebra quoz2ente di A modulo R l J algebra seguente
=

As/R e indicando
a

con [x]R la classe di equivalenza di :x rispetto R

Tale definizione è ben posta polchè essendo R una congruen=
za su ~

x,Y < A" =+ x R" Y ... .,.."'x Ra erA Y =+ [erAx]R=[crAy]R

cioè la definizione delle operazioni di ~R non dipende

dai particolari rappresentanti delle classi di equivalenza

18



La nozione di morf1Bmo e congruenza Bono intimamente
connesse come specificato dal seguente

18.- TEORElolA (fondw.lentale del morfismo)

Sia h: ~ --+ ~ un morfismo

allora sulla famiglia

è definibile una :E-sottoalgebra di B
=

H) Se

allora €h è una congruenza su ~

iii) Se n h : ~ ~ ~eh e TThx = [j<:]e
h

allora esiste un unico monomorfismo g che rende
commutativo il seguente diagramma

Prova

i) Bisogna provare che la famiglia h(A) ~ chiusa rispet=
to alle operazioni di B. Osserviamo che=

e che

h(A)S = h(As )

h(A)u= ~(Au) = &s (As ) " .....
l l
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rimane quindi da provare che

'l'<TEL ,YEBu,s u

ma Y • G,,(A,,) - Y= Il"x e X E A"

quindi

Jvvero

<T'By = O- B(hux) = hs(o- Ax )

o-By E hs(As )

ii) x <h Y =-9 llx = hy

(per def.)

Per semplicità sono
stati omessi indici

ad h e ad (h

Lii) Basta d~;inire

_ O- B(IlX) = a- B(hy)

{j. (h morfismo)

h(a-Ax) = h(<T~)

V (per def,)

o-Ax <h o-~

H) g [x]e = hx
Il

g è un morfismo infatti:

g è unico poichè ogni altro morfismo che commuta il
diagramma deve soddisfare #)

g è iniettivo poichè

20



IV

TERI·.r1a ASSEGllAhJ:il,TI VALUTAZIOliI

Data una segnatura :E quale

.À , a, b

Il

i termini di tale Begnatura sono tutte le espressioni co=
struibil1 utilizzando gli operatori della se8natura per

denotare elementi di Wla. 2-algebra, per esempio:

a, b, avb, (avb)v A •• " " "

O. lal • lal + l • • • • •

~e oltre agli elementi della segnatura si usano variabili
di tante sorte quante sono quelle della segnatura, per

esempio

x, y """ di tipo nat

di tipo string

abbiamo altre espressioni quali

ex, <xva, (CJ.v!)vb , " " " "

x. lavai + x • • • • •

Una definizione formale della nozione può darsi per

induzione.

su
con

ll:l.chiamismo
A. e che A*

n E: N , cioè

che AD indica l'insieme delle n-uple

è llin81eme di tutte le possibili n-uple
J!'~ U An (Ao~ À)

nEN

21



Definiamo quindi per induzione l'insieme L(A)

delle liste su A

Lo(A) = A

Li+l(A) = (Li(A) tu Li(A)

L(A) = U Li(A)
i.N

per esempio se a,b E A allora

a , (a,b) , ( (a,b),b ), (a,b,b), «a,b),b) )

sono elementi di L(A) (spesso per abbreviare ometteremo
virgole ~/o parentesi esterne)

11).- ilEFllil,i,J.uliE

Sia V = (Vs I S E if )

una famiglia ~-indicizzata di insiemi Ji elcllIt'nti Jctti v;lrbhi\i.

La famiglia T~(V) di termini è costituita
da insiemi di liste su costanti di :E e variabili di V:

definita come segue per induzione

i) e

Utilizzando tale definizione, il termine informalmente

indicato con '«-val + x è completamente tradotto, secondo
la condizione ii), nel termine formale

(+,( <lI,(u ,(a ,a») l, x) )
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v

GEtrERATORI. HIHLALIT),. n;IZIALITlI,

Data una :E-algebra e dei sottoinsiemi dei suoi

domini, la generazione di tali aottoinsiemi nell'algebra

data è costituita da tutti gli elementi ottenibili appli=

cando in tutti 1 modi possibili le operazioni dell'alge=

bra a partire dagli eleme~ti dei sottoinsiemi.

~ale idea può precisarsi utilizzando i termini.

21.- DEFlhIZIO~B

31a ~ • L-alg e una

famiglia di insiemi tali che

31a inoltre
bili tale che

una famiglia di varia=

Va.::/'

e j = (ja l a • :f) con

diciamo allora chiusura di B in A
:

la famiglia

(B)~ = ( ( (B)~ la I a • .:7')

ave

(cfr. convenzione 7.3 e definizione 17)
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22.- TEOREMA

i) Su (B)~ ~ definibile una sottoalgebra di ~.

(~)~ è detta sottoalgebra di A generata da B.

ii) (g)~ è la minima (rispetto all'inclusione) sot=

toalgebra di 4 che include B

Prova

3asta verificare che la definizione sopra ~ata ai
(B)~ è equivalente alla ricìuesta delle seguenti

condizioni V B ( ';:f:

o) B.e «B)i ).

i) x, «B)~)u • cr, L u•• - a-Ax, «B)4 ).

23.- DEFIlazror!E

B dicesi un sistema di generatori per, sse.

24.- ESENPIO

L'algebra (N,+,O,l) ha {O,l} come sistema di
i~eneratori

25



25.- DEFINIZIONE

Data una Begnatura ~ e delle variabili V deti=
Diamo l'algebra dei termini ~~(V) ponendo

~~(V) = ( (T~(V) )els,:::I'), «J"TI<r.~»)

ove

ii) ",T = cr

ovvero i domini di ~ ~ (V) sono i termini su ~ e le

variabili di V, mentre le operazioni di ~ ~ (V) si

identificano con le operazioni di costruzione di liste con

cui si ottengono 1 termini •

Osserviamo che le condizioni i), li), ii1) de~a

def. 20, equivalgono ad affermare che g: g(t) = [t]p
~ un morfismo da I~(V) in ~ che estende f su tutti
i termini. Inoltre g ~ unico poich~ ogni altra g che
verifica 1), 11), 111), come al verifica semplicemente per
induzione, coincide con g.

26.- DEFINIZIONE

Una algebra dicesi minimale se non contiene

sottoalgebre proprie (diverse da Be stessa) ovvero per il
teorema precedente se é generata dalle costanti.
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27.- COROLLARIO

Indichiamo con ~:E l'algebra di termini su :E

e su una famiglia vuota di variabili i.e. Vs~ ~ ~ s ,

allora

Prova

è minimale

E' evid~~te che

(' mj"ilil<llt'.

T è generata dalle costanti, quindi• r -

domini

28.- OSS~RVAZIONE

Se :E.= il V· •• ::I' allora
vuoti. Poichè ammettere alcuni

~4 ha tutti i
do~ni vuoti porte~

rebbe noiose eccezioni nei teoremi che seguono noi suppor=

remo che le seb~ature considerate d'ora innanzi siano tali

che V S E::f' ( T:E ). lo il

29.- TEOIlliLA

Se A ( :E-aIg
=

allora ~ è immagine epimorfica

di per un opportuno sistema V di variabili; OV=

vero per 11 teorema fondamentale del morfiamo

per una opportuna congruenza 9 (~ indica lsomorflsmo)

27



Prova

Sia B = (Bala.::f')
cale sistema esiste sempre,
chf>

un sistema di Gen~ratori per ~

al limite '9 = A , si ;Ia quindi

~ = (!l)~

Consideriamo quindi una famiglia di variabili ~ = (7BIB~~)

tale che

Va.::/'

3ia j un assegnamento biunivoco tra Vs e BB

in base alla definizione di valutazione [ li si verifica

subito che

~ un morfiamo da

di chiusura g

in ~, moltre
surgettivo su

per definizione

( ll) !\ e quindi

su ~, allora la congruenza e dell'enunciato, per i]

teorema del morfismo è data dalla condizione:

t e t' .. [t] j = [t' j j

~-a.lg. una algebra lSia

iniziale in ase. lo' e e

dicesi

esiste

un Wl1co ~-morfismo da è in ~

28



31.- T;';Oll.OhA

Se I
~

è inizial.e in e allora è è unica a

meno di isomorfismi.

Prova
3upponiamo vi sia

allora per la inizialità
un'al.ceòra l'

=
di I avremmo

iniziale per 'e
un unico morfiamo

f:!.--.r
e per quella di ~l un unico morti amo

g : ~I ........ I

ua g CI f

lilorfisf!lO,

es~endo compozizione di

allora g Q f : I ~ I
= =

morfiami è ancora un

deve coincidere con

l'icientit~ su I , essendo ltidentità un morfiamo ed es=

sendaci per inizialità un tale morfiamo tra I e se stessa,

quindi

cioè g ed f sono biunivoco, ovvero isomorfismi cioè

se e ç L-alg • una algebra

finale in ~ Bse

32.-

è ed ~'

DEFI;:UIOIIE

sono algebre isomarfe.

F E e dicesi
=

11 ~ € e esiste un unico morfiamo i: A- F- =

In modo analogo al teorema 31 si dimostra che
un'algebra finale è unica a meno di isomorfismi
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33.- TEOREM

~ iniziale in

Prova

Sia ~ € L -aIg , allora ogni morfislLO da
deve verificare ~e condizioni

~n

"'o-.~ su,

ma tal.i

da

condizioni definiscono per induzione una funzione

in A, ovvero vi è un unico morfiamo da ~:E in ~.

una opportuna congruenza e

14.- TEOREhJl

Se è minimale allora per

Prova

Infatti dato un morfiamo f da

esiste ed è unico per la inizialità di

per la minima1lth di ~ f deve essere

menti 4 avrebbe sottoalgebre proprie)
teorema del morfiamo

30

j',~ in ~ (che

~~ in ~-alg)

surgettivo (altri=

quindi per il



Per denotare tramite un termine un elemento di una
~-algebra bisogna dare valore alle variabili e interp~e=

tare gli operatori del termine con operazioni del1 l algebra.

Poichè i termini sono formalmente definiti per in=
duzione, possiamo definire formalmente per induzione ~a

valutazione di termini.

20.- J~FIRI~IOEE

3~a A una fawig1ia ~-indicizzata di

domini di un'algebra, un assegnamento su A

è una famiblia ! di funzioni

tali cile fs ·'l~il.. s s 'f S E :::l'

Ass(V,A)
l:enti di in .A.

Jici.p~o valutazione di
la f~iglia di funzioni

T (V)
L

in ~ E L-alg

jefinita per induzione :

i) [v ns, = fV 'f v E 'fs

ii) [o- lSf = o-A "o-EL s

iii) [O't nsf
= O- A( [t ]Uf ) li (j E ~u,s

23



35.- OdSERVAZIONE

L'inizialità ~ uno strumento essenziale per la

definizione di concetti al~ebrici.

Infatti un requisito fondamentale per essi è quel=

lo di essere caratterizzati a meno di isomorfismi.

Non appena ci si assicura che essiste ed è inizia=
le l'algebra verificante certe condizioni, allora si pub
assumere che dette condizioni costituiscono una buona

definizione di algebra.

L'esempio più immediato al riguardo è l-algebra

~~ che è univocamente individUata dalla segnatura :E in

quanto a16ebra iniziale di ~-alg
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VI

TEORIE ALGEB1UCliE

J6.- DEFIliIZIOliE

Diciamo ~ V-equazione una coppia -li termini

t 1 ,t2 € T~(V) che scriveremo

t I = t 2

~V_eq individua l'insieme di tutte le :Ev-equazton1.

J7.- DEFINIZIONE

Diciamo che l'equazione

e scriveremo

se 1f ]'E Ass(V.A)

ovvero se tI e t 2 denotano lo stesso elemento di A per
ogni valutazione delle variabili

J8.- DEFIlIIZIO;,E

Dati t ç LV_eq eç L-alg A EL alg=

poniamo

i) li F t - li "" e 'f- e < t

ii) eFe .... li F e 1f~Ee

iii) eFt ~ ~Fe 1f e E t <=> !! lo t 1f-li Ee
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39.- DEFINIZIONE

; tç L:- alg poniamo

il L:-alg (t) = {~. L:alg I~ F t}

L: -alg( t) è detta varietà di equazioni t

iii) Th ( t l = L:V_eq ( L: -alg ( t) )

Th( t) è detta teoria equazionale di presen=

tazione (L:. t )

40. - DEFli:r ZIOijE

j)iciamo equazioni condizionali una n+l- upla di

equazioni che scriveremo nella forma

Diciamo che tale equazione condizionale vale in 6 ( alg
quando

~ F e1 e ~ F e 2 •••• ~ F en ~ ~ F en +1

In modo del tutto naturale si può parlare di teorie
di equazioni condizionali generalizzando in modo ovvio le
definizioni di sopra. Diciamo guasi-varietà le classi

di algebre verificanti teorie di equazioni condizionali.

Gli assiomi di una teoria algebrica i~ senso lato possono
avere forme logiche più generali di quelle viste, ciò che

è peculiare è l'uso dell'uguaglianza, variabili e operato=
ri come unici strumenti espressivi oltre a connettivi e

quanti fica tori.
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VII

41.- DEFIIHZIONE (Calcolo e::qua7.io:'Hle)

Sia diciamo chiusura deduttiva

(equazienale) di t il seguente insieme

t" C

definito induttivamente

o) t C t". v=\'€l* V \"eV

~~
l) t 1= t 2 E <.

2) E t"

(t1••• tk),(ti· .. tk)E (T~(V))u • cr'~u,s' t1=ti ... tk=tkE t

3) JJ
cr(t1... t k ) = <r(ti"'''k) E t"

4)
( t'

La definizione precedente può essere data in modo

equivalente ponendo una relazione r- di deducibilità
tal.e che

e € t* ~

la cui descrizione in forma

t f- e

premesse 'l t
conclusioni e a se6~en e

34



o) t I- e V e € t. Ve' t: G. t I- \,30\· V \' '" V

l) ( simmetria)

2)
t t- \ = t 2 t t- t 2= t 3

t t- t l = t}
(tran::~itività)

3)

4)

t.- t = t'

t t-- crt = O""t'

t t- t = t'

'f t < (TL)u ' <Y< Lu,s

(conGruità)

'f';: , «ss (V,TL(V) )

(sostitutività)

42. - 'i.''::;U:::GI·..~

t· è la Iùi.nirlla con.;ruenza che include t
per er.CJ.o!::orfisll:i di à;icn. (un endOJ;IOrfisnlQ di

e ciliusa

~ < L-al.,
è un 1,lorfisC4ìo di ~ in 41 e una· conc.,rucnza e è c:l'iiusa per

e'."omorfismo f se x e y ~ fx ~ fy ) (R L T ... (xRy ,.,. xTy))

Prova

i'er definizione t"" è Wla congruenza (cfr. def. 41) ed

è ir.oltre ciJiusa per endor.lorfisrai. di ~~(V) per la regola 4)

della aef. 41 essendo un endomorfismo di ~2:(V) completa=

mente i~àividuato da un ~ € Asa (V,T~(V) ) cfr. teor.33}.

:001tre 0b'11i conb'ruenza chiusa per endon:orfisrai. deve

verificare 0),1),2),3),4) della dei. 41) quindi t llf è la

minima tra tu~te le conbruenze aiffatte.
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43.- TEORENA

Se ~ è minimale allora! è iniziale in ~_alg(2:v_eq(A)

(e quindi in ogni eç ~-alg(~V_eq(A) )

Prova
Se , è minimale ~ è generata dalle costanti quindi

(omettiamo gli indici)

*) A= [[t]Po!t<TL:)

con Pa prefissato , 1'0' Aas(V,A)

Sia \%'0 preflseato, "i"o (Ass(V,B) con

g verifica la condizione seguente V t 1 ,t2 E

e poniamo

!! E ~_alg( ~V_eq(~)

g( [tl r ) = [t LFo o
V t <

ovvero

Infatti poichè t 1 ,t2 non hanno variabili

Vp<AsS(V.A)

quindi

oioè essendo ~ E ~-alg( ~V_eq(~) )

quindi

vale in definitiva * li )
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Da .. ) e

definita da

un morfiamo.

....)

~ in

se6ue allora che g è una funzione ben
~. 3i verifica facilmente che g è

sarebbero due morfismi da

g , g' da

in ~-alg.

opportuna allora

per
se vi fossero due morfismi

~ minimale A~ T~/a

lt.g([t] a) e h.g·([t] a)

~~ in ~ contro 111nizialità

è unico perchè
essendo

g

in ~

a

Ino1tre

T
=~

di

una

44.- l'EORE!'.A

Una varietà ~;~ette sempre algebra iniziale (ed essa

è anche ~nimale) •

Prova

:iiano t le equazioni che defii.1iscono la data varietà

e sia I = T ;-
= =~ t"

ove si ponga

(cfr. deL 41)

1) YDstriamo prima che I, :E-alg(t). cioè

Infatti per definizione di "P si ha

ma questo implica (per induzione sui termini)
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= v e'

Ovvero

.. i) Nostriamo ora che esiste un morfismo

V io. • L-alg(!) •

Poniamo g [tJ li" = It\o ove l'o è un qualsiasi,

ma fissato f'o€ Ass(V,A), g è ben defini ta poicilè

[tlf = [df ~ t I- t= t' ~ ~F t= t t ~

~ [t] = lt']
fo l'o

(cfr. più avanti Lemma 46)

t' semplice verificare che g è UI'l ICorfisr.io infatti:

go- T= g[cr]li* = 10'\0= <T A

g( ... 'r( t) ) = g [eT" t)... = [cr tlr = ... Alt1 = Cf A( gt)
" o l'o

iii) J.1ostriamo infine cile da è vi è al più un unico

morfisr;IO in oe;:ni al tra algebra 11. di ~-alo{ r. )
Infatti ~:E è iniziale in :E-aIg, quindi data

g e ~-alg( t) esiste un unico morfismo f da '~L

in !, allora non .;.l0ssono esistere due morI'isJ;.i

diversi h e hl òa I in ~ poichè altrL..E.I":ti vi

sarebbero due civersi roor:Cisffii hoTT li 'o rr da

co::.tro l 1 u..::'icità di
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Diamo ora un teorema che stabilisce la completezza
del calcolo ~ • Premettiamo alcuni lemmi..

Siano •

45.- LEM.A

1:L (V)/t~ F 1:1 = 1:2 =9 t ~ 1:1 = 1:2

Prova

1:L (V)/t" F 1:1 = 1:2

~
[1:1] t;"' = [1:2 ] t:' " -e' t ASS(V.TL(V)/t-)

u
LIT t 1 ] "" ] é' L{1:2 ] "" 1t" V <!, Ass(V • TL (v) )

ij
[[t1 ] jJ t = [[t2 ] jh. ove jv=v 'Iv, V

Jj.

46.- LEL}iA

3ia A € 2:: -a16 allora:

:trova
3egue facilwente dalla definizione di ~
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47.- LEMMA

t t- t 1 = t 2 ~ '1'~(V)/~. ~ t 1 = t 2

Prova
tt-t1=t2

U
t 1-[ t 1]" = [t2]" 'f -.:: • Aas(V.'1'~('T) )

U
[[t1n" ]t.= l [t2]'C' 1t·

lj
Ut 1 ] ,,' = { t 21 ,,' V -c' • AsS(V.'1'~(V)/t.)

U
'1'~(V)/t. F= t 1 = t 2

48.- LEMMA

Prova

~ sebUe dal lemma precedente in base al quale

~ segue dal fatto che per il lemma 45 se

'1'~(V)/t*F= t 1 = t 2 allora t I-- t 1 = t 2

e po1chè per ogni !. ~-alg(t) ai ha ~ ""' t dal

lemma 46 si ottiene
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f9.- TEOREhA (BIRKHOFF / di completezza)

E-alg ( tJ)o= e

Prova

~ dal 4' e l' Lemma

$= dal 3' e 4' Lemma

L'algebra T:E(V)/t4 dicesi algebra libera di generatori V

della varietà ~-alg(t) nel senso della seguente defini=

zione

Una ~-algebra ~ dicesi libera di generatori

G= (Gs i s < ::t') nella classe

V ~ E. e data una faruglia

E ç 2: -alg sse ~ < 1:

f= (fsi s < ::t') tale che

e

fa: Gs ~ As
esiste un unico morfiamo f: ~ ~ ~ che estende f.

Tale definizione è una generalizzazione della proprietà

prima stabilita per ~2:(V) cfr. Def. 25.

51.- BSERCHIO

Siano ~ ed ~ I due algebre libere per e di

geberatori G e G' ave

L ed L' sono isomorfe
=

52.- ESERCIZIO

allora

Verificare che

zione precedente
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53.- OSSERVAZIONE

T~(V)/t* è un'algebra generica nella clasae

~-alg(t) nel senso specificato dal 4" Lemma prima sta=
bilito; cioè in essa valgono tutte le equazioni di

L~e'i~-alg(t»).

T:E(V)/t* è però intrinsecamente generica nel

senso che le equazioni della varietà sono tutte e

sole quelle valide sulla famiglia dei suoi generatori:

t .. t <=:s>iftJI i' :litll)o, con)"'\'''' f\;.It..1II Uve\"
1 1 '. r' . Z ~ (;

;O... 'rPt"An d,.], 'p.'1uivR.lp.Ylza P l?vi~f''''t.p. 1 lH~r ":'l,)tro ~i ol"mer=.

"i "hp. i n hasE' al teorema di completezza

ma

ove jv = v 1f v E V.

54.- ES};Rct~IO

Verificare che dalla def. di algebra libera se=

gue che
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( L è un'algebra con G
=

e,., ee congruenze su

gue:

famiglia di generatori e

~~(V) definite come se=

t 1 SI t 2 - ITt1TI j = Ut 2 ]/ ' f' Ass(V,G)

t 1 Se t 2 _ [t11( [t 2lp v jÌ.e , r' Ass(V,A) ).
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54. -Descrizione algeorica di grB.!::l.:J8ticne 31:P

Consioeria~o il semplice linuuaggio pro~r~ativo

o.escri t'to dallh seguente gr~tica in n:;r

«1:.{;: tif.ir::·. ::;r~>~ </.a ~~=-.-:> )I
(l! <Bol')l(:~::» t.nen«~o...<.;,!.,~o»~ fc:::;;.:l •.~.(.o»)

<:ool~:.';_O>=:: «l{..'':;I:.i~i·:._-:"~Jr<::> =<':_!'_;.~ifiC:;t::l~é">}1

'r' , l''' --<• ~.'; _<..:...!.. .......

<l " ..<." -, ., re> -., l 1 J- .......... .:. .......- ~"-' - ..

<';ifr~> =" iii 11· ... 19

~ =( L-.::..<.,:i.; 001 ,Li':;' Lcfr' .r:"t;, ":l:o.:::e, I,';, t, . .. ,9, assign,

equal, C"11 et )

Li ,,= {I,J}

le :.' = IIV,I, •••• ~}

.i.~;ool=

,0
=....cr.,è

L1 +1
=eme!

a505i;n

L. "J..

c.)oo
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true,false

id

assign

~ evidente che ~ rappresenta completamente la gram­
matica sopra data , infatti per ogni simbolo di catega=
ria sintattica J in ~ vi ~ l'insieme dei costrutti
del linguaggio relativi alla categoria sintattica e

ogni produzione è rappresentata da una operazione del:
l'algebra.

Se vogliamo esprimere la pecu1iarità della sintas=
si di tale linguaggio a prescindere da tutte le possibl=
li varianti concrete (per esempio l'uso di parole chiave
diverse per ltlf o per l'uguaglianza) possiamo utilizza=
re in modo naturale la rappresentazione algebrica ottenu=
ta affermando che la sintassi astratta di L ~ la classe
di tutte le algebra isomorfe di ~ che in quanto tali iden=
tificano varianti concrete della stessa sintassi astratta.
Tale procedimento può applicarsi in modo ovvio a qualsia=
si grammatica in BNF.

Inoltre poichè una segnatura 2: individua univoca=
mente l'algebra ~:E una sintassi astratta può essere
rappresentata tramite una segnatura. Se consideriamo per
esempio il linguaggio di sopra è facile verificare che ~

è iSQrnorfa a ~L cve

I,J

Analogamente qualsiasi grammatica BIll' (non ambigua)

pUÒ essere identificata con una segnatura e in tal senso
aBsere vista come sintassi astratta.
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In generale per determinare una sintassi astratta
di un qualsiasi linguaggio formale basta descriverne
Wla sintassi come algebra.

55.- Esempi d1 sintassi algebrica di 1inWJeggi formali

Consideriamo per esempio una sintassi astratta per

Ll = {a"'bn I n. N}

ove {'l'l'
Il\x

Il evidente che fu. è isomorfo a
~>Ll ove

L l =
).

~'f
basta definire per induzione h

{

h().)=).

h(axb)= h( 'flx) = lf'x

per avere un isomorfismo da Lr in T:E
1

T individua anche la sintassi astratta del l1n=
=Ll

guaggio basta a tal fine definire

Come sopra si verifica facilmente l'isomorfismo tra ~2

e

Ricordiamo che LI è un linguaggio context- free mentre
L2 è contex-sensitive, questo ci fa notare che la sintassi
astratta d1 un linguaggio esprime proprietà strutturali
più profonde della classificazione secondo Chomsq( cfr. [21] l.
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(concatenazione)

La sintassi astratta è in sostanza una sorta di
ponte tra sintassi concreta e semantica,in quanto evi:
denzia unicamente le categorie sintattiche dei costrut.
ti del linguaggio e per ogni costruzione sintattica le
categorie sintattiche degli argomenti e quelle del ri=
sul.tato.

Come altro esempio definiamo una sintassi astrat=

ta di

L4= {«p I et, ~,p' L3}

ove Ll lt come sopra e ~a {a~JIl I n r m I li}
Basta definire le segnatura :E4

e considerare

~4=(Ll·L3,L4' ).4: ):4' 14' 64, "4'1'4)

14' Llx L3- L4

b4' ~- Ll

"41'4' ~~ L3

14 (x,1)= X1

64x = axb

))4% = ax

)'4x = bx

~risulta evidentemente una sintassi astratta per L
4

~

•
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56.- Sintassi AlIWbr1c. li l1pgneggt • strlltturt di tru'
In generale dato un lin~lAgg1o L a struttura

di fra. e generato dalla grammatica G-<V,T,S,P) (dove
V:alfabeto, Tzterminal1, S:simbolo iniziale, p.nl ••• "11

produzioni) la .ua rappre.entazione algebrica ~ data da

ave 1f Tl1e p' 'fi ' v*x III. - v*

y .e Tfi : Cl! - P e y ~ ottenuta da x
sostituendo l·ennesima occorrenza
di a: con Il

x altrimenti

(xo elemento fissato di L che supponiamo essere non
vuoto).

Un 'algebra
ta di L è quindi

che rappresenta la sintassi aatrata
un·algebra quoziente di Tr ove :

1: =

(1 naturali sono generati dallo zero tramite successore)

57.- IlSIlIlCIZI

Descrivere algebricamente sintassi astratte per i
linguaggi

{a",mcn I n,m E III}

{anb",nan I n CIII}

{aO( b I O( E (a, bn
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IX

TIPI DI DATO

58.- Tipo di dato astratto

Un tipo di dato è individuato da certi oggetti
e da certe operazioni eu di esei. j evidente che tale
nozione intuitiva è completamente specificabile in modo
preciso tramite quella di algebra.

Abbiamo per eaempio già viato tra i ,rimi ese_
pi di algebra eterogenea il tipo di dato "pila eu natu=
rali". La stesea algebra (11'+",16,1) è un tipo di

dato (il più antico).

L'approccio algebrico coneente perb in modo natu=
rale la tormal1zza~ione di un concetto di estremo inte=
rese programmativo: quello di tipo di dato aetratto.
L'aggettivo astratto indica che gli oggetti au cui ai
vuole operare non aono definiti poichè cib che interes=
sa sono certe condizioni sulle operazioni che su di 8881
ei intendono effettuare. In termini algebrici queeto
aignifica che un tipo di dato astratto non è un'algebra
;ensì una teoria algebrica i cui modelli risultano pos=
sibili realizzazioni concrete del tipo astratto.

Specificare algebricamente un tipo di dato astrat=
to significa quindi tradurre in teoria algebrica una
qualche teoria formale o 1nformale che descriva 11 tipo
considerato.

Consideriamo i seguenti esempi:

1) Pile su elementi di un prefissato insieme

Le pile sono
pila vuota empty

oggetti costituiti a partire da una
e una operazione dil'puah" tale che

P è pila, a è elemento .. pueh(a,P) è pila

P'= puah(a,p)

P'= pueh(a,p)

_ top(p') =a

... pop(p') = P

( top e pop sono operazioni che agiscono su pile non vuote.)
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empt;r

Una specifica algebrica ~ la seguente

Sematura

ile aon vuo e

.elemen 1

top

P
Q

e

Equazioni

variabUe
•
•

di pUe
" pile non vuote
" elementi

j'(jp). p Assioma che impone l'iniettiv1th
de~llimmersione j

pop (push (e,~) ) • ~

top (push (e.~) ) • e

Il) Liste su un prefiesato insieme A

Le liste sono oggetti costituiti a partire dagli
elementi di A detti atomi, utilizzando una operazione
di costruzione oona secondo le regole seguenti :
o) Liste e atomi costituiscono insieme 1e espressioni

i) a è atomo, l è lieta ~ cons (a,l) ~ lista

l ~ lista, l' ~ lieta .. cons (l,l') ~ lieta

ii) Vi è un eolo oggetto che ~ eia atomo che lista in=
dicato con 5i1 e altre due operazioni oar e odr
definite su tutte ~e liste tranne Bi1 come segue

1 1= cons(e,l) .. car (11) = è

l'. cons(e,l) .... cdr (l') "l
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111) Vi sono due operazioni booleane

eq binaria su atomi:
eq{a,a t )= 'l'rue c::. a. a'

isato. unaria su espressioni:
ieatom(a)= True.. a è atomo

3pecifica algebrica:

3egnatura
Nil,al ,· .•~

eq

isatom

boo1
True
l'alse

i'

al ,a2,··· costanti, una per ogni elemento di A

"I - variabile di exp

l .. .. list
a .. .. atom

Abbreviazioni:
eone(,!,l) = ("Il)

("11("12''13)= ("11"12'13)

Equazioni:

ear( ("11» ="I
edr«'11)= l

ear( () )= j()

edr( () ) = ()

1 1111 = j()
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{

j'(jl)= l

i'(ia)= a
iniettivi tà àelle i/i,I;,crsioni di
liste e ato'!ll in espressioni

1=1,2, •••

1,j= 1,2, ••• , i~ j

isatom(la)= Trae

isatom( (,,/1) l,:, ~'alse

eq(a,a)= True

eq(ai.Nil)= False

eq(ai.a j )= False

59.- Specifiche gerarchiche

Supponiamo ora di volere specificare il tipo di
dato astratto Pila su naturali ave i naturali sono

l'usuale algebra
!= (N,B,+.·,=,~,l)

e Poi a partire da tali pile definire altre strutture
astratte di dati. Tale modo di procedere è tipico àelle
cosldette specifiche gerarchiche. Un modo semplice di
sviluppare tale procedimento per via algebrica si ottie=
ne tramite la nozione di algebra basata che è una va=
riante del concetto di algebra di dati (cfr. [35] ).

DEFINIZIONE
31a ~ una algebra di sagnatura ~ e sia

una segnatura che estende ~ , cioè avente tra
te quelle di ~ e tra gli operatori quelli di

Una :Et-algebra ~ dicesi basata su ~ se

L'
le sor=

L

~IL" ~
cioè se il sistema di domini e operazioni di ~ relativ~

a :E ~ una ~-algebra 1somorfa aB.
=

~ dicesi sovrabasata su ~ se ~ ~ isoffiorfa ad

una Bottoalgebra di



-- dia ~B la segnatura in cui tutti gli elementi dei
dondni di ~ sono a~:iunti come costanti~(oiascuno nella
sorta oP90rtuna) dicesi diaeramma di ~ il seguente in=
sieD'le di equazioni ~B

Una teoria alGebrica che includa bE dicesi B-basata.

t evidente che una specifica gerarcnica è descri:
vibile algebricamente trami te teorie algebriche basate.
~uinui se t è la teoria delle pile su elementi generici
c gU è i.1 dia6ra.mr::a eli ~ (ove ad N è assegnata la sor:

ta elementi) t U ÒN sarà la teoria delle pile su N.

Vale inoltre per le teorie basate il seGuente teo=
re'.la fondamentale

TEO&EhA (::;ulle teorie basate; cfr. [Jer lu prova (2~

t:ato un insiellle t di L'-equazioni t dicesi

B-consistente Bse t USB ~ a= a'

con a,a t elel:':enti distinti di ~

B-co~pleto sse ~ t

per qualche a E ~

t= a

Con tali notazioni valgono i fatti seguenti:

i) Je t
classe
t ha

è B-consistente e B-co~~leta allora la
delle :E~-algebre B-basate che verificano

TL , /< come altiebra iniziale.
B tU~B)*

ii) ~e t è D-consistente la clas3e aelle algebre

)~sovrabasate che verificano t ha T~'B!,~(~t~U77~-t~
come algebra iniziale.

iii) 3e t è D-consistente e B-completa la classe
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de~e algebre minimali B-basate che verificano
t ha algebra finale.

60.- Specifiche per ln1zi,J1 t,
Un altro caso di specifica astratta ~ il 88=

guante.
Definiamo matematicamente una :Eo

rappresenta il tipo di dato Lista ove
Bagnatura prima considerata a proposito
con l'esclusione di 11 e jl :

algebra che
:Eo è la

de~e Usto,

;. L L,.q ,fli,····3 ,

ove A= {al' •••}U ~Nll}

B= {True, False}

Lo= {()}

Li+l= Lix Li U A xLi

(Atolll1)

(Booleani)

per 1. l, ..

(espressioni)

L"i= &i

(liste)

,,

L= U L
i.N i

E- A U L

conaL= operazione di acçopplame~to cartesiano

carL • prima proiezione di coppia cartesiana

cdrL = seconda proiezione di coppia cartesiana

isatomL, eqL : usuali test booleani

1,j I immersioni di atomi e liste in espressioni

Possiamo affermare che ogni algebra isomorfa ad ~

rappresenta bene 11 tipo di dato Liste e in tal senso
la classe di iBomorfismo di ~ rappreBBnta un tipo di
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li: •

dato astratto.
Notiamo subito la differenza tra la nozione prima

vista di tipo di dato astratto e questa qui considerata.
La prima si identifica con una teoria e quindi con la
classe di tutte le algebre che la soddisfano, mentre la
seconda si riferisce alla classe di isomorfismo di un
algebra. Per rimarcare tale differenza nel secondo caso
parleremo di tipo di dato astratto categorico.

Se l ~ l'algebra iniziale relativa alla teoria
prima considerata sulle liste,si può verificare facll=

mente ohe il ~ isomorfa a !.I~o ove ~o è la segna=

tura di I privata dagli operatori i' e j'.
=

In tal senso Il dicesi specifica via iniziali:
= ~o

tà dell'algebra ~ e quindi del tipo di dato astratto
individuato da

Le dimostrazioni di isomorfismo tra

coqtituiscono le
!I~o e

dimostrazioni di correttezza della spe=
oi1'ica.

~ evidente ohe la fondamentale differenza tra l~

aefinizione prima data di ~ e quelle di ~ è che la
prima fa uso di nozioni matematiche usuali, mentre la
seconda ~ data tramite una teoria algebrica ovvero in un
linguaggio formale in cui si utilizzano solo le variabi=
11, gli operatori e l'uguaglianza e si dispone di una
ben preoisa nozione di derivabilità (il oaloolo equazio=
nale) e di eoddisfaoibilità.

Notiamo ohe per speoificare tramite inizialità una
data ~-algebra può essere utile introdurre degli ope=
ratori non presenti in ~ che agevolano la caratteriz=
zazione assiomatica. Per esempio se si vuole specificare
per inizialità la ~-algebra N dei naturali con la

=
somma !!,= (N.+) (~= (+)) ~ del tutto usUale oonside=
rare i seguenti assiomi nella segnatura ~.::> ~ in oui



oltre la soema +, sono incicati lo zero e il 3~CC~3=

sore

{

X +
t = x +

t evidente che

o = x

y'=(x+y)'

Tali operatori aggiunti nella specifica e poi non con=
siderati a costruzione avvenuta diconsi ope~tor1 Da=

acoati.
Nel caso della specifica per inizialità delle

liste, i' e j' erano operatori nascosti, ma in tal ca=
BO la loro presenza nella specifica per inizi~lità po=
teva essere evitata infatti se t o sono gli assioki
del+e liste senza quelli relativi a i 'e ~ l si :lUÒ

verificare facilmente che

1 I =L-Lo f" =

(Lo Begnatura di t o ) •

61.- Eatensioni di tipi di dato

La tecnica di specifica tr~,ite inizialità
può easere ovviamente estesa utilizzando le teorie
basate secondo la proposizione i) èel teoreI.a
fondamentale delle teorie basate(cfr. 59 ).

Inoltre tramite teorie basate si pub precisare il
concetto di "estensione" di tipo di dato:

consideriamo per esempio il tipo di dato astra~to

"vettori sui naturali" esso pub essere ic.en1;ificato con
la classe di iso~orfist~ dell'al~ebra

x= (V.N. -(-l. -!:-/-:J.Q. I!l )
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ave N sono i -naturall"

v= lf I f: liT - 1iT}
-( -). V x liT _ N v(i) individua il numero di

posizione 1 nel vettore v

- ~/-] : VxlbJI - V
v(j) se i~ j

(v[n/i])( j)=(

n se i = j

O(i)= ~ V i. liT

Se volessimo specificare assiomaticamente tale
algebra sarebbe naturale imporre i seguenti assiomi
(la segnatura ~' 11 evidente)

Q(i) = ~

(v [n/i] )(i)= n

(v[n/i])( j)= v( j)

li i. liT

li 1< li

li i,j • N ; i ~ J

Se ora consideriamo l'algebra 1niz~ale ~ di ta~

le teoria basata ci ai convince però che ~ non ~ i80=

morfa a ~ poichè dagli assiolt>.i. :1 sùpra non deriva

(Q [n/n)) [m/m] = (!:I. [Ill/m]) [n/n)

e quindi i due membri di tale equaz~one designano ele=

menti diversi di ~.

In effetti l'a16ebra V è iSolLorta all'algebra
=

la segnatura relativa alla base di ~

solo la sorta dei naturali e l'operatore
per lo zero (L C L' ).

è la congruenza defini te COIi.e se6""Ue.eove

nullario

IL'le
Sia L
contenente

Diciamo contesto basato un termine W(x) di
sorta in L con una variabile libera, poniamo quindi
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per ogni contesto basato W(x) ove V(x) ~ ottenuta 80­

stituendo t al posto di z in V(x), e ~ ~ un as­
segnamento qualsiasi nell'algebra l (qualsiasi poich~

•
in W(t 1 ) e ~(t2) non vi sono variabili) •

Ovvero ~~e teraini sono consideratl equivalenti
se sono "osser:abilmente" equivalenti sulla baee,cioè

se in ~ le ~~~di in tutte le algebre basate cbe veri=
ficano gli ass~o~ dati) 11 loro comportamento sulla
base è identi~c \dal punte àl vista algebrico).

3i dilliostra che tale algebra ~:E'le ~ iD effetti

lfalect:ebra fir.ale nella classe di tutte le algebre mini_

mali basate sui naturali. La proposizione 1i1) del teo­
rema sulle teorie basate fornisce quindi un criterio per
la specifica algebrica, via finalità delle estensioni

astrat:e di tipo di dato.

62.- Implementazioni di tipi di dato

Un altro fenomeno interessante sui tipi d1 dato,
esprimibile per via algebrica,~ lt1~p1ementazione.

Data Wl Algebra ,
un algebra derivata da
toiDsiemi dei domini di
del tipo

diciamo che una algebra Il ~

, se i domini di Il sono sota
, e le operazioni di !l sono

ÀX1"'~ t(~•••~)

ove t(xl"'~) 11 un termine sull'algebra! di varia=

bili

Una implementazione di un tipo di dato astratto g
su , 11 un algebra Il derivata da , tale che g!ilt!l.
La dimostrazione dell'1somorf1smo fornisce la oorrettez­
za dell'1mplementaz1one.
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l)

ESEMPIO di ir::plel:.entazionc

.jia t. il 3e6-...lC~1te tipo di è.nti

( =( :I,~, delete, insert, set, ha!:i, eq, ec.nt,:,'

o.....e
3= {~rue,False}

empty= l'insie!i.c vuoto

1,= {empty}

:1;'1= Q( di) U :1i

d=U-::{
idi

!aelete : -:! x d -+ d

delete (x,y)= y - (X)

{

inBert : :! X d -+ ::I

insert (x,y)= YU(x}

(
e q : :! X :f - B

eq(x,y)=? C=> X = Y

{

has::fx:f-B

has( x,y) ** X E Y

(

Bet : ::I_~

set(x)= (X)

1J...p1c:.Jentia;;io in ::l' il tipo ài dati naturali, zero, suc=
cessore (i.,O,S)

~asta ~efinire ~= (DN, OD, 3D) ponendo:

o) e..pty E IìI
i) x. 1\. '"* X U{x} E IìI

2) OD= empty
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3) ~D= >'x. insert( x, xl

t evidente che
non è altro che il

R è isor;:orfa a
classico ~oQello

c.,o,:) infatti

i~Gie,:;istico di

fon Near.~ aei numeri naturali.

Una imp~ementazione dL ~~ tipo di da:o astratto t
su ~~ tipo di dato A è un a1tiebra ~ derivata da !
che verifica t. La diDostraz1one che R F ~ costitui_

sce la dimostrazione di correttezza dell'i~plementazione.

63.- Problemi di specifica formale

La pror.leri;atica di specifica fort.•ale dei tipi di

dato ha in sè tutti Gli aspetti tipici presenti in tiene=

rule nellu specifica for~~le cei software :

i) ùefh,izione forrnaltl di strutture c teorie c:.:e de=
s~r::,v~'11) aStrattamente nozioni pro.:;r8J:,;.:.;ativej

ii) traduzioO(; di :;3pt:cifiche 'ate, d.... Wl certo lin(,'UaG=

S10 i ••

iii) ve-ri:'ici:1 c.i correttezza cii unél cert.a specifica nei

cont'ronti di u:.. al t.ra•

.:...iat.;o ::.lcwle veloci esel:lplificazioni di tale pro:"'letroa=

ticc. •

...ila data tL'te. s,ecifica (in linguag(;io del 12 O )

ccI ~~~~entc tipo di ciato astratto coda

.rreuicati: coc.a{-), e1eLI{-), top{-,-), P09{-,-).

pu~h[-.-.-)

c03t.ar.~i: e~pty, a, b •••••

=-.:-nioc.i:
Vx (cocta( xl." e1e",( x) l

e1er::( al

e1ero(bl

••coda( ec.pty)
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y, y z (push(x,y,z) ~ coda(x) ~ elemly) ~ coda(z))
y x y (pop(x,y) ~ coda(x)'~x=eJqlty~coda(y) )
y x Y (top(x,y) ~ coda(x)'-x=eJqltyAelem(y) )
V X ((Coda(X)A~X = empty) --> Cl !y(top(x,y)~ 3!z(pop(x,z)))
V x y (push(enpty,x,y) .-. top(y,x)" pop(y,empty))
V x y z u V (pop(X,y)A push(X,Z,U)Apush(y,z,v) ~ pop(u,v))
V x y z u (top(x,y) p~h(x,z,u) ~ tqp(u,p»
V x y (coda(x)Acoda(y)-,>(x=y)<->(x=eJlDtyAY=empty).3uv(top(x,y) Atop(y;Ù)APOP(X,V)APOP(y;V))

PROBL1lMI

I) Spec1f1care algebricamente tale teoria e dimostra=

re la correttezza della specifica fornita, ovvero
dimostrare una corrispondenza biunivoca tra 1 mo=
delli delle due teorie.

II) Definire un modello della teoria algebrica data in
i) verificando la correttezza di tali definizioni
cioé che i modelli verificano la teoria.

III) Specificare algebricamente per inizialità alge=
b~ date in ii) e verificare la correttezza delle
specific he.

IV) Implementare le algebre definite in ii) sull' alge=
bra delle liste e verificare la correttszza delle
impliJrentazioni.

V) Definire per inizialità il tipo di dati naturali

(N,B,+,.,',l,s,True,Palse)
(5 predicato di uguaglianza tra numeri)

VI)

VII)

Definire per inizial1tà il tipo di dati stringhe
su A= {a,b}

;{=(A*, {Trus,False}, X, .. ,v, a,b)
(5 uguaglianza tra stringhe)

1) Specificare algebricamente l'usuale tipo di
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dato file

zlonl di

(su certi
get, put,

elementi A) con le opera=
reset , reac:l , endoffile.

2) dpecificare algebric~uente un tipo di dato
tatrici booleane 2x3 con l'operazione di somma
(componente per componente) estrazione di un

elewento da matrice, estrazione di riga ed
estrazione di colonna.
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X

3lllWiTlCA DI l.IllGUAGGI

64.- Semantica di un semplice l1n~~io imperativo

Consideriauo un tipo di dati ~= (A,rA,cA) con
In seguente segnatura

f

exp~
Pos~iaroo costruire su ~ 11 linguaggio ~-While avente

~intas8i astratta espresa dalla seguente seGna tura di

evidente lettura

I.J •••

00

IIbll.e

'L'rue
False

(i rappresenta ltiFYIDersione di icentificatori in espres=
sioni che per brevità nel seguito non incich€remo)

Ir.a.ichiamo con EIP, ID , C)Jl 611 insiemi ci t(;r=

mini cl tale setin~tura di sorte ~ là. cmd ris,ettiva=
mente e def'iniar.;.o il seb'llente insieL:.e

STA= l, I Il: ID --+ A}

Cùn~i~eri~o le sC0uenti funzioni:

a.;.;iorn=ento -f:I-]: SU x A x ID -- STA

ove (p[aI:U lI= a

e (p[alUlJ= l'J 'I J F I
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condizionale ->,- I {True,l'alse}:IO 8!A :IO STA - STA

ove True ~ "p' a p

False ~ l"l" a l"

~ del tutto naturale postulare delle funzioni di

interpretazione ~. cB , l!! tali che I

C BIP:IO SU - A U { undefined}

ca BOOL:IO STA - {True. l'alee. undefined l
C CJll):IO su - su U {undefined}

per cui valgano V P ( STA le seguenti condizioni cve

I, J, E, H, C, Cl' 02 sono elementi generici di ID,
BIP,BOOL,CJll) rispettivamente ( 'C:(while True do C), =undefined )

Aé (!l)p = c

è" (1)1' = l'I

~ (111)1' = rA( c(E)p )

<il (True)p = True

a. (False)p = False

<i\(II.B),= pA(é(B)p )

e'(Cl ;C2)P = t'(C2 ) (~(Cl)l' )

e(I:= B)p a p [c!(E)l'/I]

C"(if B~ Cl~ C2 )p = a.(B)p) t'\ Cl 'p.e(C2 )p

~(Wh1le B do C)p = Gl(H)p ) e(Wh1le H do cH e(C)p).p

Anche se il significato di tali equazioni ~ del

tutto lntuitivo esse non possono essere considerate una
definizione di ~ e l:: e questo per 11 fatto che



tali condizioni sono rlcorslve in senso stretto.
Basta considerare equazioni del tipo fx = ix

oppure fx = fx + l (xc N , t: N--.B) per capire co-
me una equazione ricorsiva pub avere inflnite o nessuna
soluzione e in quanto tale non ~ assumib1le come candia
z10ne definitoria. Un modo per Buperare tale d1ff1oo1th
è quella di leggere tali oond1z1on1 1n opportune Btrut=
ture entro cui ~ possibile dare loro un carattere det1n1=
torio. ~ questa la soluzione adottata in ••mantioa
denotae1onale tramite la teoria del punto fisso (Ofr.[loj).

Qui presenteremo una soluzione del problema compIe?
tamente algebrica.

Consideriamo la seguente segnatura :E

,.-".=",-_T. Il
boo

B a

I,J••.

f
Sia ~ la :E-algebra ave

e ove gli operatori -I:/~. -:>-.- . - •1nd1v1duano
le operazioni di aggiornamento e condizionale come sopra
definite e quella di appl1oaz1one funzionale.

Sia quindi :E' la Begnatura ottenuta unendo a :E
la segnatura della sintassi prima definita :
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c

e

f

ave ~,~, ~ sono operatori associati alle funzioni di
interpretazione t, m, e sopra considerate.

Consideriamo le equazioni semantiche di prima e
riscriviamole come schemi di assiomi Ax nella segnatu=
ra :El, ovvero sottolineando i simboli t, cl, 'f: e

sostituendo cA ed ~ con c ed f riap~ttlvamente.

~e si verifica che tali equazioni cosi riscritte risul=

tana B-consistenti, allora per il teorema fondamentale
sulle teorie basate (punto ii» la classe delle alge=
bre B-sovrabasate che verifica A% ha un'algebra ln1=

zlale l.
Evidentemente tI, ~I, eX dove;

I~ x lata ~ I exp

I h22l % lata~ I boo1

lcmd x lata --+ lata

verificano le equazioni semantiche date all'inizio, ma
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i domini e codomini di t.r. ,I. ~I includeranno quelli

specificati per le funzioni di interpretazione poich~

è è Bovrabasata su ~.

In effetti poichè in Ax non vi Bono assiomi in
cui si eguagliano te~ni di sorte ~ o cmd avremo

che 1= =IlU e Icm<! =eMI>; però I eta ;) STA e

l'inclusione (a meno di biunivoclt~, ovvero lata:> STA.'
e STAI, STA biunivoei ) è stretta in quanto, per esempio
V p non eaiate un p'. STA tale che

9'= ~(While 1= I do I:: J)p

e quindi anche I exp ;) A (a meno di biunivocità).

Possiamo però definire facilmente le funzioni se=
manti che postulate all'inizio ponendo

~(E)p = ~I(E)p • A ;) t I (Il)p • undefined

e(c)p = ~(c)p • STA ;)o;::I(c)9 • undefined

Lo schema adottato per l'~-Wbile pub generaliz=
~arsi a qualsiasi linguaggio:

~ e si scrivono le equazioni
per delle funzioni di inter=

Si individua una base

semantiche desiderate

1) Si definisce la sintassi astratta;

2)

pretazionej

3) Si riscrivono le equazioni semantiche come teoria
algebrica la cui segnatura include quelle della sin=
tassi astratta e quella della base e degli operatori
interpretativi relativi alle funzioni interpretative
che connettono sintassi con base;

4) 3i dimostra la B-consistenza della teoria algebrica
ottenuta,da cui discende l'esistenza di un'algebra l
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per tunzio=
desiderate

in cui valgono le equazioni di partenza
ni più definite di quelle semantiche
(che in genere sono parziali);

5) Si restringono le funzioni relative agli operatori
interpretativi di ~ sui domini della base ~ con~

siderandole non definite se forniscono come risul=
tati elementi non appartenenti alla base •

Il problema fondamentale per la applicabilità di
tale metodo è la dimostrazione di B-consistenza della
teoria algebrica che specifica la semantica del 110=
guaggio. Esistono in proposito dei metodi che stabili=
scono tale consistenza utilizzando tecniche induttive
o risultati sui sistemi di riscrittura (cfr.[2l!1 [2i1)
e addirittura per la maggior parte dei linguaggi pro:
progrsmmativi tali metodi sono di applicazione
semplicissima nel senso che si riducono a semplioi
controlli sintattici sulla specifica algebrica (cfr.[27)

Notiamo che il metodo presentato sviluppa una se=
mantica che potremmo dire integrativa piuttosto che
strettamente interpretativa, ovvero le funzioni seman=
tiche non sono un morfismo tra algebre simili, ma
connettono un' algebra slntattica a cUi dare signiti=
oato con un'algebra aemantica (base) di oggetti assunti
come già conosciuti.

Inoltre 11 calcolo equazionale permette in modo
operativo di calcolare la semantica di un costru~to

poichè se questo ~ un valore della base allora il cal=
colo lo ottiene in un numero finito di passi (altrimen=
ti 11 calcolo diventa infinito) (cfr. [27] ) •

Consideriamo un comando in I-V~le ove

Il Il _5 li)B= (B, + , < , u-, l
:

e calcoliamone la semantica utilizzando la sua specifica



a!Gejrica su uno stato9o tale che 90J= O ~ Jf ID

( ". Ol~ e Il; con 0,1a.;crevJ.eremQ

e(lihile 1<1+1 do I:~ 1+1)90 •

0(1 < 1+1)90= t(I)po <N t(l+l)po =

= 1'01 <N t(l)po +N t(l)po =

N N N= 0< 1+ l = O < 2 = 'lrue

= e(lihile 1<1+1 do I •• I+l)(e(I:. 1+1)90)­

~I:= I+l)po= Po[E(I+l)!',!I] =

= p rt(I)p +N t(l)p /1] =
~ o o

= PchoI +N 1/1] = poC0!"1/I] =

= Po[l /1] = 91

= e( lihile 1<1+1 do 1:= 1+1)91 =

!Il( 1< I+l)Pl= E( I )Pl <Ii E(1+1)9l=

= PII <1. t(l)pl +Il t(l)Pl =

= l (Ij l ;t l = l (li 2 = True

= e(lihile 1<1+:;' do I:. 1+1) (C'(I •• I+l)91) •

e(1:=I+1)9l= l'l [t(I+l)Pl /1] =

r
= pl[t(l)pl+' t(l)pl /1] =

li Il
= l'l l'l I + l /1] = 9rC l + l /1] =

= 1'1[2 /1] = 1'2

.e(lihile 1<1+1 do 1:= 1+1)1'2 =
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65.- Semantica algebrica di un semplice lin~J.se1o funzio=
na1e •

Consideriamo ancora un algebra !

,= (A.{True.FalSe}.~,oA,pA)

di Bagnatura

Definiamo a partire da ! 11 11nguagg1o '-McCarth;y

La sintassi astratta di tale linguaggio in BIP ~ la aee

guente

<Program>' l=~ «Declaration>. <Bxpression»

<Bxpression>, :=<Identifier> Il<BXPression> I _
Wl <Function name> «BxprBssion»

il<Boolean> il!!!! <BxprBssion?
!ln<Bxpression>

<Declaration> l l= define <Function name> ~Identifier»=

=<Bxpression> I
<Declaration> ; <Declaration>

<Boolean> : I- l!. <Bxpression>1~ I Palse

<Identifier> l : = I I111 12 ••••

<Function name> ,,- '1'11'2 ....
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IndiclUamo con PRG, IIXP, DEC,BOOL, ID, FIJN gli;,y­

8~emi di termini della segnatura associata alla gramma=
tica di sopra le cui sorte indicheremo con 1lU.!lI2
W, ~. 1.4, ~ rispettivamente.

De:!'iniamo quJ.ndi un aJ.gebra base !l di domini

BvaJ. = .l U {error}

~oo1. {Trne,FaJ.ee, errar]

B = BXPe:r;p

Bid = ID

B:!'un = :ruB

Bde:!, = {.II & .:ruB - IIXP x IDU {unbound}}

Beta = t\' Il' • ID ~ .l U {unboundl )

Su taJ.i domini aesumiamo 1e :!'unzioni de:!'inite daJ.=
le seguenti condizioni:

App1icazioni :!'unzionaJ.1

l' • Beta' I. Bid - l'I. Be:r;p (appllc.di l' a I)

(B ~ B (~.(~,I)~ (6F"'lIXP = li
o. de:!"" :!'un' o. A .... 61' +ID • I

Condizionall
True :> a,b = a
P'alse 'a,b III b

a1"""2 )a,b • b

al=al ::> a, b = a

.Aggiornamenti

S8 I- J

ee II- J
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(ll. I)
(b[ (E,Il I F))G:

1>F

se F = G

se F F G-

-- Test su espressioni (B t Bexp )

{

True
!ree(E)=

False

{

True

!ree(I,B)=
False

se

se

B contiene identificatori

altrimenti

E contiene identificatori
diversi da I

altrimenti

Nel seguito indicheremo gli operatori relativi a tali

funzioni con la stessa simbolog18 adottata per le tuo=
zionl

Possiamo quindi esprimere la aemantlca del=
l'~-McCartby tramite una segnatura composta a partire
da~a sintassi e dal1a segnatura di B aggiungen=

=
do 1 seguenti operatori (di interpretazione)

~ ~ de! sta -+ val

@ booI de! sta -+ bool

~ dee de! -+ de!

Cl !!!& ~ val

e dando le seguenti equazioni li 9 f. Bsta • 1> • Bde!

con I elemento generico di sorta id e id· (Bid= ID)

E " " " " = e exp (Bexp=EXP)

li " " "
,
~

D " " " " dee

t (.1')1>9 = c

t (1)69 = 91
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~(1f li then Blolae E2 )l'9= §(H)bl'= error :>error.

Gl(H)6,=True :> t(BI )&,.t( B2 )61'

t(caU F(E»"'= t(B)~ = error :>error.(6:r= unbound:>

:>error. ~(&F+BlP)&,[t(B)&,I&p.ID])

!l( True) = True

@(Falae)= Falae

@(~B)6, = p(t(B)O,)

D(define F(I)=E)& = 61'= unbound :>(free(I,E):> error,

O[(B.I)/P]), error

t(eval E !ll. D)= 2l(D)bo= error:>error. free(B) :>error.

t(E)(~(D)60)'0

J)(D,; D
2
)/ = .b(D

2
) (j (D,)/)

'01= unbound

:~I ":'p.~ tutto nn.turale estennere Voi senantica sO!lra fiata nel

('''l.'''0 i '1 ...qi F'l .'1.·"!l;f]ett"no chi-.vl1R.te di funzione corI lli.ì di un arel)ltIento.
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66- Descrizione algebrica del LISl

Un linguaggio di tipo LISP ~ costituito da un nucleo
la cui sintassi astratta e la cui semantica sono riconduci=
bili a quelle del Liete-McCartby ove Liete è il tipo di
dati di liste su stringhe alfanumeriche definibile formal=
mente come si è visto precedentemente.

Esprimendo la sintassi astratta in BlF avremo :

<Program> ::=~ ( <Declaration> , <Bxpres8ion> )

"f: <Expression> ;: ... <Identifier> I <L:Lst>I<Ato1D.>!

car(<Bxpreeaion» I cdr( <BxprB8eion > ) I
~( <Expression > , <B%pression > ) I
<Function name) « Argument > )I
if < Boolean > then <Bxpres8ion>
~

!!!.!. <Bxpression)

no <Argument> : 0= <E:z::pression> I<Argument> , (Expression> I
<Atom> ::= <Alfanum> (Atom>I<Alfanum>

<Alfanum> :: E AIBI .·.1 z III 111 •.. 19
i\: <Li8t> ::= l (l è lieta del tipo di dati "liste eu

atomi" )

f!: <Declaration> ::= define <Funct1on name> «Identifier»l:Il

= <ExpresBion> I
<Declaration> ; <Declaration>

:t: <Identifier> ::= I <Atom>

ti: <Function name> : 1'= P <Atom>
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r: <Boolean> :l= !!1«Atom). <Atom > )lisatom«lI%presuon»1

True IPalse

(Se'Yè un'espreseione scorretta del tipo .2!:!:(nil) ~('i')'f =error)
Cib che perb Il peculiare del :LISP è 11 ~atto di avere

una sintassi concreta espressa entro 1~ tipo d1 dato ilste;
ovvero vi è una funzione "C' di realizzazione sintattlca
cbe traduce i domini BIP, BOOL, ••• in liste.

Avviene qu1ndl Cbe una certa espressione del L1ste­
~~Carthy che individua una funzione su liste è in LISP
rappresentata tramite una lista. Cosi in modo del tutto
naturale si possono rappresentare in LISP programmi che ma=
nipolano programmi, ovvero algoritmi a vari livelli dl ap=

plicazione tunzionale.
Tale aepetto rende il :LISP estremamente indicato in

vari contesti programmatlv1 e sopratutto in intelligenza
artificiale.

Definiamo come esempio una realizzazlone s1ntattlca'C' I

'I:('l) = 1.

'C'(I) = I

't'('I',T1)) = (1:('1'). 1:(n) )

1:( True) = TRUB

1:'( False) = FALSB

1:'( 011) = IIIL

1:'(A) = (QUOTE 1\)

1:'( J!S('l'1' 'l'2) )= (BQ 'C'('I'1) 1:'('l'2) )

1:'(ieatom('I') )= (I3ATOJI ~'I') )
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'C{cons{'i'1''i'2) )= (CON5 'C{'i'l.) 'l:{'i'2) )

'C{.!ll!!{'i') ) = (CAR 'l:{'i') )

'l:{ cdr{'i') ) = (CDR 'C{'i') )

'C{H t then 'l'l else '1'2)= (COND 'C(t) 'l:('i'l) '('1'2) )

'C(define('CL)= 'i' ) )= (DEPlNE .(;l) -C;{'i') )

'C{ fil; fl2 ) = ( 'C( fil) 'l:{ fl2 ) )

't'c p( n) ) = (p 't'cn) )

't'c eval( fI. 'i' ) ) = (EVAL 't'c fI ) 't'('i'»

Osserviamo che l-atomo QUOTE serve a distinguere le
liste che sono nomi di costrutti da quelle che sono liste
vere e proprie, ovvero elementi del tipo di dato. L'uso di

QUOTE è analogo alle virgolette con cui in italiano distin:

guiamo Roma come nome di un ente extra11nb~stlco e "Roma"
come nome della parola.

Bsempio di traduzione dal Liste-NcCarthy al LI5P.

p= eval{ define FP(II)= if ~(II.nil) then FINE

~ ~(CIAO.FP( ~(II») • FF«X X X) ) )

't'{p) = ( EVAL (DEFINE FF{II) (COND (EQ II NIL) (QUOTE

PINE) (CON5 (QUOTE CIAO) {FF (CDR II) ) ) »)

FF( (QUOTE X X X ) l)

Esercizio : nescrivere ~ come norfismo
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n
SE!WITIC.I. ALGEBRICA DILLO SM,n

Diamo ora la semantica, secondo lo schema già adot.
tato per l o~-Whlle e l o~-McCarthy, .} i un linguaggio p:l.b

complesso che è sostanz:l.almente lo SMALL def:l.n:l.to :l.n[18],

S:l.a ~=(A,f.l.,cA) un pref:l.ssato t:l.po d:l. dat:l.

Sintassi astratta

La s:l.ntass:l. astratta d:l. SMALL è def:l.n:l.b:l.ls :l.n BNF

come segue:

I, L, F.R' !So
C, Cl' °2: cmd

E, El' E2 ' ~

D, DI' D2 : ~

Fr I!U

1::= 11112\ 000

C::= (1::1) I (output E) \ F(E) I (:l.f E "Ywl Cl ÙU. C2 )1
(Cl ;C2 ) I (Wh:l.le E do C) I (I:C) I (&2 12 1.)1
(be",:l.n D;C end)

E::= I I read ITrue,False 11(E) Ilt I F(E) I(:l.f E~ III

~ E2)

D::= (const 1:1) I (!!!" I=ll) I (Dl ;D2 ) 1(= F(I)= ll)1

(fun F(I)= ll)

Fr::= (Frogram C)

ID, CMD, EIP, DEe, PRG Bono g1i insiemi di termini

relativi alle Borte id.~,~, dee, ~ di una BegDag
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Env

tura :Eo ' facilmente definibile, che esprima la sintassi

sopra descritta.

Definizione della base ~

Consideriamo i seguenti domini semantici ove + in=
dica somma disgiunta e (A -+ B)l-insieme delle funzioni da
A in B,

A l'insieme dei valori del tipo di dati 4

Bv (True. False}

Loc = insieme di locazioni, 1 € Loc

Bv =A + Bv + Loc ,valori esprimibili, e E Ev

Iv =A* sequenze finite di valori, valori di input, i~ Iv

Ov = J!"x (Stop) , valori di output , o ~ Ov

= U Env.• ambienti ,b. Env
iEN ~

= (ID -> Bv + CMD + (unboundI )

Envi +l = (ID -> Ev +CMD + Proci + Funi + (unbound) )

rroc = U procii(ll
Proci = CMD x ID x Envi

U Fun.
i€N ~

BXP x ID x Env
i

Store = (Loo -+ (Ev + (unused } ) ) memorie

Sta = ~tore x Iv x Ov

Seq = (Jump, Continue)

stati J 9 E Sta

• marche di sequenza
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01tre ai domini aamantici aopra dati in ~ vi aono
le componenti di tali domini semantlci e gli insiemi ota
tenuti da queste per prodotto cartesiano x ,somma dl=
sgiunta + ,esponenziazlone insiemistlca -+ •

Su tali domini assumiamo le seguenti operazioni se­
manticbe:

1) funzj.oni di accopp'pm-ato (-,-) a pzooiell1on1 tall
che se

y<AxBx •••• x O , AI- BI- •••• I- C
allora

y'A. y'B , •••• y'C

sono le proiezioni di y su A, B. •••0 rispetlvamente

2) funll10ni di eatrall10nB a di u-eraion. per ao.....

disgiunte, che non indicheremo esplicitamente clo~ S8
t2. E A all.ora a continua a indicare 11 elemento cor­
rispondente di A in ogni somma disgiunta contenente
A (sarà 11 contesto a diaambiguare)

3) operall1oni di appl1osll1one funll1onale. tali che ae
t • (A"'" B) e a < A al10ra ta è 11 valore di

f su a.

funll10ni di aworn&llento tall che

{atyt[a/x]y=
aa x l- y

se x = y

{

ty ae gy;: unbound
t[g] Y ~ ~

~ altrimenti

ave unbound è un particolare elemento del codom1=
nio di t e g (vedi aopra)

4) 1e uaua1i Operall1on1 su aeq....... • firat. reat, g11l~

atapoaill1one (indicata con V) e aoaUtnll1"". in.
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dicata ancora con [!] ove

(xJ.••• :tu)[1i!xi]= (xJ.••••1i····:tu)

5) h%lBion1 oondillj cmo" e test booJ.ellD1 di ugua&J.ianza
e appartenenza a componenti di 80mme disgiunte

6) ~ stringa vuota

() ambiente vuoto

[] memoria vuota

nev: Stare --il' Loc , funzione tale elle Dew % for:­
nisce la prima (in un preflssato ordine) 100&=
zlone che nello Stare x vale UDused, error
se tale locazione non c'è

J CI!D -. !Dv

chetta go

, funziòne di legame per 1&
to com'e vedremo avanti

eti=

7) !utte J.e operaBioDi di eopra si intendono error-estese
cioè forniscono errar se prendono error come argo=
mento (errar è un elemento particolare che sarà lntro=
dotto fra poco.

Osserviamo che la semant1ca del go to sarà trat=
tata in base ai sebuenti principi:

La semantica di un comando in un dato stato e in un
dato ambiente fornisce uno stato e una marca di se=
quenza (Jump o Continue) che informa se nella Beman=
tica del comando sono utilizzate equazioni semantlche
di go to •

- Vi è una funzione
chetta di go to

J: CMD ~ Env che lega ogni eti=
con un opportuno comando
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-- Il campo di legame di ogni etichetta è il più pie.

colo blocco begin/end in cui eBsa compare •

- Si pu~ saltare entro le alternative d1 un condizio=
nale ed entro il campo di un While

-- Se un'etichetta compare in entrambi le alternative
di un condizionale o in entrambi i comandi d1 un 00=

mando composto 01;02 allora è considerata solo la
seconda occorrenza dell'etichetta.

-- A ogni etichetta L è legato

i) il comando C che segue L nel suo campo di le~

game se L non compare nel corpo di un comando
(While ••• )

ii) C;While ( ••• ) altrimenti

La definizione di J è quindi esprimibile per in=
duzione cooe segue:

J(I:. E). J( P(E) ) • J(Oltp"tE). J(goto L) •

• J( begin D;C !!!S) • ()

J(I:C) = J(C)[C/I]

J(ll E~ Cl~ C2 ) • J(Cl ) [J(C2 »)

J(Cl ;C2 )L = J(C2 )L = unbound:J [J(C1)L- unbound :Junbound.

( J(Cl )LIC2 »). J(C2 )L

J(While B do C) = J(C)L • unbound:Junbound.

( J(C)L;(~ E do C) )
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~ una cosa ovvia de:fin.ire Wla se~-na tt.:.ra L di=

sgiunta dalla see;natura sintattica ~ o tale che ~

risuJ.ti una L-algebra.

e L
Sia LI 18 segnatura ottenu1;a con..;"'iund"encio ~o

e aggiungendo degli operatori iute~re~ativi

t , ~ , • , ~ , l. , ~ re1ativi alle seguenti. funzioni

di interpretazione

~ BU" Env " Sta -. (Ev " Sta ) + /error}

@ BXP x .:;nv x ..>ta --t Ev .. {errar}

~ CIID" Env " Sta --+ (sta " 3eq) + {errori

l! DEe" Bnv " Sta -. (Env " Sta) + (error)

Il pa:>" Iv __ Ov + (error)

l!9UlU11OD1. ee,nt1che

~e1 seguito abbrevieremo (z,(y••• z) ) con (x,y ••• z)

t<.9.)&' = c

~l1)6, = iiI = unbound :l error, iiI

tl True)&, = ~rue

~lFalse)&, = False

~lB)6t = ~lB)&t • Loc :> [l,. storellt(3)&,) = unused ::l

::lerror,l,. 5torelll;lE)!>,)] ,l;lE)li,

t.lfE)'t =@lB)&' • À ::l fl~lS)&,), error

~lread)6t = ,.&.Iv = >':l error,( firstlg.lv).

, [restl,. Iv)/ ,. Iv])
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~lif !; thcn El else E2 )b9 = !lE) • Bv ;, [!lE)bs> ::>

::> ~lEI)b9' ~lE2)b9J ,error

~lI:=;;)&\, = 91' Loc;, l 19 Htore)[!lE)09/9I ] , 9Uv ,

9 ... Qv, Continue ). errar

~lOutuut ;';)b9 = l 9['1 ~ Ovvtilll)&9/9 +OvJ ' Continue)

~lif :; thc!l Cl el3e C2)&9 = tilE)&, • Bv ;,[@lE)b9 ;,

;, ~lCI)&9' ~lC2)b9 J, error

~çoto 1)69 = bI • C!iD ;, l .. lbI)b, + Sta ,Jump), error

~lCI;C2)b9 = ~lCI)Of +Seq = Jump ;, I::lCI )&9,

~lC2)bll:'lCl)69+Sta )

~l·.ihile ;,; do C)&'1 = 41lE)69 ' Bv::>

;'[!lE)b9 ;,[~lG)bf +Seq=Jump ::J ~C)b9 ,

~(While B do C)6(!o(C)09+Sta)],

("Continue) J, errar

ave 'il fornisce ambiente e stato secondo il

passag0~o dei parametri e la valutazione del

par81iletro attuale J 4><E} (C"'fr. ('lltr°e )

~ be5in D; C end) &'1 = ~(C)( (~( ll) 69 ~ Env) [1( C)] )(~(D) &'1 +Sta)

~lco!lst I=E)69 = ( &[!(E)b9/I ] ''I )
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a(var I~)~ = neve, ~ store): error :> error,

( 6[ I/nev(, ~ Store)] ,

9 [~(E)&,/nev(! ~ store)] )

a(proo P(I) ;c)", = (&[ (C,P,I,")/I]., )

~(fun F(I) ;E)", = ( 6[ (E,F,I,")/I]" )

/f(program C)i = ( (~C)() (O.i,}.) ) ~OV, stop)

Osserviamo che nella semant1ca della chiamata ài

procedura la definizione di ~ determina il tipo di

valutazione e ~tel1a di ~ iJ tipo di p~ssaggio dei
paramett1 secondo una va1.utas1one per valore e un passas=

cio per risu1.tato l c:.ioè :

{

I(E)'" = ~(E)6, (valutazione del parametro attuale)

'i'(p,~(E),6,,)= ("p~ Env [I(E)O,/I] " )

Si pub comunque definire I in altri modi ad ese~·

pio per testo o per no.. ponendo rispéttivamente

I(E)O,= B o I(E)",= (E,"), in tal caso si deve perb am=
mettere che gli identificatori (parametri formali) possano

essere legati ad entità quali testi o nomi.
Bisogna quindi estendere l'equazione semantica di

~(I)09 (e conseguentemente i domini semantici)ponendo.

per testo
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per Dome
t.(I)6y= bI= unbound ::>error,

(6I=lE.6')' BIP x Env ::> ~(E)6'y, 61)

Analo~anlente data una definizione di I si pub de=
:i~ire 18 semanT.ica con altri tipi di passagei, per eaem=
9io per valore o valore/risultato ponendo:

1) per va10re /;;(f'(.))cr~ '"

'" l; ("r~cMP) (OP+Env [new(y+store)/6PUD].

~ [y+3tore [1(E)&y/new(~.store)] II'+storeJ)

ii) per va1ore/r1~tato

t; (E(E) ),~ = t(E)6y • Loc ::>

:> /I [# ~5to&el!+ft.r.(new(l+storelYt.(E).s9]]

errar
(I è il 2" membro di i) )

l;otiamo ancora che se nelle definizioni di 'li ai
pone & al posto di OP+Env si ha una chiamata di pro=
cetiura con bindi0ti dinaluco pluttoato che statico.

Il discorso è analob~ nel caso della chiamata di
funzione laddove e è sostituito da t e CMD da EIP.

?ale specifica algebrica della seruantica dello SMALL
è consistente come si può verificare utilizzando metodi
cescri tti in ~6], [27] e inoltre esiste (cfr. [27J )
l'al~e~ra ~ iniziale nella classe di tutte le :E~-alge=

bre cLe soddisfano le date equazioni semantiche.

A partire da t,I, @I, r:!, ~I, 'lI si possono quindi
cefinire le funzioni di interpretazione t, Q,~, ~,~,

secondo qu~to si è detto precedentemente (cfr. ~-While).
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Inoltre a partire da • ai pub de~1lUre una ~.
zione di interpretazione .00 per programmi clae non

termin8JlO fomendo una sequenza 1nf'1.n1te di valori.
Basta porre a tal ~ine

G'oo(program C)i • (G'(program C)i • ~x lStop}:>

:> G'(pro/!!"!lll C)i.

({t~ I~ pl:'(C)()(n.i.).) ~

• (tl',ti.tO.tS )} • C:)

ave t; è la valutazione
D~ento per lunghezza di

di t o in I e C ~ l'ordi=
A· (t~ ~·un elemento di A8 ).

I FACOLTA' DI SCIENZE

\

DIPARTIMENTO DI ~L·\TEM.\T CA

N. di invenlario.QAQ~.ll.b I.r.-
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