CAPITOLO 3

IL TEOREMA DI
AMITSUR-LEVITZKI

Il Teorema di Amitsur-Levitzki & uno dei pit importanti risultati riguardanti
le identita di algebre di matrici e di esso sono state date quattro diverse
dimostrazioni. Loriginale del 1950, dovuta ad S. A. Amitsur e J. Levitzki,
e di tipo combinatorio ed e stata successivamente modificata da Swann
utilizzando la teoria dei grafi.

Nel 1958, B. Kostant [12] ha dato una dimostrazione basata sulla teoria
delle identita traccia e sulla teoria di Frobenius riguardante le rappresenta-
zioni dei gruppi simmetrici e alternanti.

La dimostrazione di Y. P. Razmyslov [18] del 1974 e basata, invece, sulla
multilinearizzazione del Teorema di Hamilton-Caley.

La dimostrazione che noi presenteremo e quella del 1976 di S. Rosset [19]:
e la piu breve ed ingegnosa e fa uso del concetto di algebra esterna.

3.1 Teorema. (Teorema di Amitsur-Levitzki [4])
Sian € N.

(1) Il grado minimo delle identita polinomiali proprie di M,,(C) é 2n.

(2) Il polinomio standard Sa.(zx1,...,T2,) € un’identita polinomiale per
M, (C).

Vediamo subito la dimostrazione della prima parte del teorema:

Dimostrazione. (di (3.1(1)))
Siano t € N e f € C(X) un’identita polinomiale per M,,(C) che possiamo
supporre propria e multilineare di grado t < 2n — 1. Allora, per ogni ™ € &4,
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esiste o, € C tale che:

F= S armauy. o aas
?TESg
e supponiamo che a;q4, M,(C) # 0.
Consideriamo l'insieme delle matrici elementari E = {E;; |4,j € n|} e, per
ogni k € n|, definiamo:

( Fiyi ks se k & dispari
T = 4 S \ .
E% k2 se k e pari
cioe Tl = Eu, T2 V= Elg, Tg V= Egg, T4 = Egg, ecc.. Osserviamo che
I'insieme {7} | k € n]} ha cardinalita 2n — 1.
Per ogni m € &, poniamo Ty = Tr)Tr(2) ... Tre) € sia m € S; tale che

T. # 0. Per ogni k € t|, poniamo FE;
Tﬂ'(k} = E11 = Tl. Allora:

= Trk) € sia k € t| tale che

kJk

Tr = Tr)Te@ - Tate-0) Ty Tretr) - - - Tngey =

= LryIre .- -E EyE; T (1)

thk—1 Jk—1 k41 Tkt *

Ma E;, .. EuEi, ., #0seesolosejz_1 =1eirs =1, cioesee
solo se
Trk+1) = E; = By =15

k41 Tk+1
Trk-1) = Lip_yjiy = £11 =11 = T ().
Pertanto, poiché T, # 0, sideve avere T7 = T (1) e Ty = T (9), cioe w(l) =1

em(2) =2.
Sia, ora, z € t| tale che Tr(z) = E22 = T3. Essendo T’ # 0, deve risultare:

0# T‘rr{z—-l)Tw(z)T"T(z'H) = Bs,_, jz—lEﬂinz+1 Jz41

e cio si verifica se e solose j,_1 =2 e 4,41 = 2, cioe se e solo se

Tﬂ(z—l) = Ej; = by =15

z—1 _?::.—1

TW(E-}-I,} - E‘iz+1 Jet1 — Eo3 =1j.

Segue che m(z—1) = 2 = 7(2) e quindi z = 3. Pertanto n(3) = 3 e w(4) = 4.
Procedendo in questo modo, ¢ evidente che T, # 0 se e solo se 7 = id¢| e
quindi:

-

@id, E, s Se t € dispari

fO T T = sy Too To= § 005 % (v pari

In entrambi i casi risulta f(77,7%,...,T;) # 0 che e impossibile perche
avevamo supposto che f fosse € un’identita di M,,(C). Pertanto f non puo
essere un’identita di M,,(C).
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Per la dimostrazione della seconda parte del teorema abbiamo bisogno
di fare alcune premesse.

3.2 Lemma. Sianon € Ne f(xy,...,z,) € C(X) un’identita polinomiale
multilineare per una C-algebra A. Se B é una C-algebra commutativa, allora
[ e un’identita polinomiale del prodotto tensoriale A Q). B.

Dimostrazione. Da (2.13) segue che, per ogni w € &, esiste o, € C tale
che

fzf(i?l,...,:l?ﬂ)= Z UrLg(l)---Lx(n)-

TTESH

Se B,B’ sono insiemi di generatori rispettivamente per A e B come C-
moduli, allora B” := {a ® bja € B,b € B’} € un insieme di generatori
per A B come C-modulo.

Da (2.32) segue che, per dimostrare che f e un’identita polinomiale per
A Q. B, basta verificare che f si annulla per ogni valutazione delle sue in-
determinate sugli elementi di B”. Pertanto, dalla commutativita di B, segue
che, per ogni ay,...,a, € B,by,...,b, € B,

fla1 ®by,...,an @ by)

Z Elfw(ﬂrﬂ(l) . .{'.Iﬂ-{n) @ b“{” S b’ﬂ"{n)) —
TES,

( Z QO (1) ---ﬂ'fr(n)) @bl bﬂ =

'?TES?L
f(ﬂ.q,...,ﬂn)@bl...bﬂ=0®b1...bﬂ:0

|

Pertanto le identita polinomiali multilineari si trasportano per tensoriz-
zazione con algebre commutative.

3.3 Definizione. Siano K un campo, n € N e sia K[z,,...,z,] 'anello dei
polinomi commutativi su K nelle indeterminate indipendenti z;,...,Z,.
Una funzione f(x4,...,z,) si dice funzione simmetrica se

vge‘s‘n f(:‘cﬂ'[l)!*”:lma‘{ﬂ]):f(mla'*'umn)*

b

Per ogni j € n| la k-sima funzione elementare simmetrica di z,,...,z, €:

Ek(mlj-'*amn) = § LiyLig -« - Loy,
1<4) <ig<...<ip<n

mentre la k-sima funzione simmetrica potenza di x1,...,z, €
k k k
Pe(T1,...,Zn) =27 + 25 + ...+ 2,.

Le formule di Newton forniscono un legame fra le funzioni simmetriche
elementari e le funzioni simmetriche potenza:
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3.4 Lemma. (Formule di Newton) Sia n € N.
(DVken|  pp—proirer +pr—sea+...+ (—1)*ker =0
(2)VkeN—n] Pk — Pk-1€1 + pr—2e2 + ...+ (=1)"pr_pe, =0

Per dimostrare tali formule e utile introdurre la seguente notazione:

}
se n,hy,...,h, € Ny e :1:‘1“ .2zt € Klxy,...,z,), allora S(z{!...zh»)

indica la somma di tutti i monomi di K|z,,...,z,| ottenuti a partire da
z1' ...z~ sotto I'azione naturale del gruppo simmetrico S, sulle indeter-

T
minate 3:]_1 PR :I:?"Li

Dimostrazione. (1) In riferimento alla notazione introdotta, si ha:
k—1

Pk—1€1 = Dk Jr;fSl(arl T3) -

Pr—oea = S(x7 ™ "x9) + S(z{ “xox3)

Pk—i€; = S(:‘L‘f-i"'lmz . Z) + S(ITuiiﬂg e Tit1) Vie k—2

P1€k—-1 = S(E%Tg ‘e mk—l) + key.

Pertanto, facendo la somma membro a membro a segni alterni, si ottiene la
prima formula.

(2) Si considerano le seguenti uguaglianze:

pr—1€1 = pk + S(z7 " z2)

Pk--2€2 = S(T%_I’Bz) —+ S(Sﬂi‘:_gﬁgiﬂg)

pr_ie; = S(zi oy xy) + S(2¥ ey . i) Viek—2]

k— 1
Pk—n€n = S(EJ, nt ... :Fn)

e facendo, come prima, la somma membro a membro a segni alterni si
ottiene la seconda formula.

3.5 Proposizione. Sianon € Ne A € M,(Q). Siano By,...,8, € C gli
autovalori (senza molteplicita) di A e siano «,. .., «, € Q tali che il seguente
polinomio

pa(t) :=1"+) (~1)'ait™" € Q[t]
1=1

sia il polinomio caratteristico di A. Allora, per ogni k € n|, ay é un polinomio
razionale in tr(A*) per ogni i € N e soddisfa la seguente formula:

k

ko = Z(—l)i_lﬂkqit?"(ﬂi).

=1

Dimostrazione. In generale vale:

VEk € n ap = er(B1,...,08n)-
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A € simile in C ad una matrice triangolare superiore B € M, (C) avente
sulla diagonale principale gli autovalori di A e quindi, se [,, ¢ la matrice
identita di M,,(Q), si ha

T

pa(t) = —det(—B + tl,) = H(f? — Bi)-

i=1
Poiché la traccia € un invariante per matrici simili, segue
T( )_ﬁl+"'+'Bﬂ_pk(f81}“‘1/@ﬂ)‘

Da (3.4(1)) segue subito che

k
kag =Y (1) tag_itr(4?).

t=1

3.6 Proposizione. Siano A una Q-algebra commutativa unitaria e n € N.
Se X € M,(A) é tale che tr(X*) = 0 per ogni i € N, allora X™ = 0.

Dimostrazione. Sia X = (z;;)i j=1....n € M,(A) e, per ogni i, j € n|, sia t;;
una indeterminata commutativa. Panello dei polinomi

1 = @(tllw I tlﬂa 5211 ey tgﬂ.‘} s ey tﬂ.ﬂ]
e un dominio d’integrita contenuto nel suo campo dei quozienti
K = Q(tllu oo tins Ta1y - -5 tan, - :tnn)-

Sia U € M,,(K) la matrice generica, cioé sia U := (t;;); j=1,....n. Poiché T
e un’algebra libera, per definire un omomorfismo basta definire le immagini
delle indeterminate ¢;;. Consideriamo, allora, il seguente omomorfismo:

QIT'-"}Aj tiji—}ﬂfij.
Esso si estende in modo unico agli anelli di matrici in questo modo:
g: M, (T)— M,(A), Uw— X.

Siano ay,...,a, € Q tali che il seguente polinomio

pu(t) =t"+ ) (-1)'a;it™" € K[t]
t=1

sia il polinomio caratteristico di U. Allora per il teorema di Hamilton-Caley,
puy(U) = 0, cioe

U — UM Vb aqU 2 4+ (1) Lo U + (-1)a,, = 0.
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Per (3.5), per ogni k € n], oy, € un polinomio a coefficienti razionali nelle
tracce di U* con i € N e, poiché

VieN  g(tr(UY)) = tr(X"),
dalle ipotesi su X segue che g(«a;) = 0. Pertanto

0 GU™ —a UM 4+ U2 4+ (-D)" a,1U + (—1)"ay,) =
gU™) — g(a1)g(U™ ) + g(a2)g(U %) + ... +

+ (=D 'g(an-1)9(U) + (-1 "g(ev,)) = X™ + 0 = X™.

Fondamentale per la dimostrazione del teorema di Levitzki ¢ il concetto
di algebra esterna:

3.7 Definizione. Siano X = {z1,x5,...} un insieme di indeterminate non
commutative, F' un campo tale che char(F') # 2 e sia I I'ideale di F' (X)
generato da tutti i polinomi del tipo z;z; + z;z; € F(X) con 4,57 € N.
Allora il quoziente F := F' (X) /I si dice algebra esterna su F generata da X
(o algebra di Grassmanny).

Segue subito che una base di ' (X) /I e costituita dalla parola vuota 1 e
da tutti i possibili monomi del tipo z;, z;, ... x; conn,iy,i,...,1, € N tali
ChE‘il << .o < Uy
Vediamo, ora, un altro modo in cui si puo definire I'algebra esterna.

3.8 Definizione. Sia V un C-bimodulo. Per ogni n € N si definisce la
potenza tensoriale V®" induttivamente nel seguente modo:

vel.— ¢

Vel .=V
VneN Vet oy & ver.
C

Allora, per ogni n € N, V®” & un C-bimodulo.

Posto
Te(V) = € Ve,
neNy

si dice che T (V') e l'algebra tensoriale di V' e in essa il prodotto & definito
per giustapposizione.

Si dimostra che se X ¢ un insieme, F' un campo tale che char(F) # 2 e
V' e uno spazio vettoriale su F' con base B = {v; | € N}, allora

Tp(V) = F(X),
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dove X e equipotente a V (lI'isomorfismo e quello che, per ogni i € N, ad
x; associa v;). Pertanto 'algebra esterna FE si puo ottenere come quoziente
di Tr(V) con lideale I di Tr(V) generato da tutti gli elementi del tipo
v@w+ w®uval variaredi v, w € V.

[algebra esterna € un esempio di algebra Z, -graduata. Piu in generale si
ha la seguente:

3.9 Definizione. Sia S un monoide. Una C-algebra R e graduata sopra S
se, per ogni s € S, esiste un C-sottomodulo R, di R tale che

R:EBRS

sES

Vsi,80 €95 R, Re, C Heys,-

Come detto in precedenza, 'algebra esterna E' € una superalgebra, cioe €
un’algebra graduata sopra Z,. Infatti, posti

VieN e; ‘= XI;

Eo .= spang (1,€;, ...€;, |m €N)

v Cinmin TTI-EN>

si ha che E{]El C El, E]E[} C El e b = Eu@El.

E, := spang (e;,

Limportanza dell’algebra esterna nella teoria delle Pl-algebre e rivelata
dal seguente:

3.10 Teorema. (Teorema di Kemer [11])
Sia F' un campo algebricamente chiuso e di caratteristica 0. Se A é una PI-
algebra su F, allora esiste una superalgebra B = By P B, di dimensione

finita su F tale che, posto G(B) := (Bo @ Eo) D (B1 @ E1), si ha
T(A) = T(G(B)).
Ritorniamo alla dimostrazione del teorema di Amitsur-Levitzki:

3.11 Lemma. Sia F un campo tale che char(F) = 0 e sia A una F-algebra.
Allora, per ogni n,r € N e per ogni ay,...,as € M,(A), si ha

tT(SQT(ﬂ'lw 30 C :'rﬂ'ﬂf‘)) = 0.

Dimostrazione. Se A, € il gruppo alterno di grado 2r allora, per ogni per-
mutazione dispari o € S,,, risulta

Sop = Agr U Agr0 = A U AQTJ_I-
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In particolare se o := (1 2...2r — 1 2r) € 83, — Ay, allora, per ogni
T € Sy, vale:

tr(ﬂ“ﬂ(l) JC -ﬂr(ﬂr—l}aw(%}) — tT(a‘iT{ZT]a"iT(l) o a'fr(Z'r—l)) =

tT(ﬂwa_l{l)aﬂa_l(Z) ¢ o ﬂ?rcr“l(ﬂr))

e quindi

tr {Szr(ﬂl‘.r . }QZT}) = ir ( Z ('_'].)ﬂ-ﬂ?r(l) . s s ﬂ'ﬂ'{zw"}) —

TESH,-
— t'r( Z ﬂﬂ'[l) '-.ﬂ"ﬂ'(Z‘f‘) + Z (_l)ﬂ-ﬂﬂ--l(l) "‘{I'TTJI(ZT'}) it
'JT'EAET- ﬂ-EAE‘r
— Z tr(ﬂﬂ(l) T ’ﬂﬂ'(ﬂr)) — Z tr(ﬂﬂ-ﬂ-—rl(l) - ﬂﬂﬂ_](??‘}) =}
TTEAET WEAET‘

Dimostrazione di (3.1(2)).
Se proviamo che il polinomio standard Sy, (z1,...,Z2,) € un’identita poli-
nomiale per M,,(Q), poiché M, (Z) C M,(Q), esso sara un’identita polino-
miale anche per M,,(Z). Inoltre, essendo

M,(C) = Mn(Z) Q) C,
Z

per (3.2) si avra che Sy, (z1,...,Z2,) € un’identita polinomiale per M, (C).
Proviamo, pertanto, che Sy, (z4,...,Z2,) € identita polinomiale per M, (Q)
e sia F I'algebra esterna su Q. Allora

Mn(E) = Mn(Q) X) E.
Q

Siano ai,...,as, € M,(Q) e siano e, ..., es, € F i generatori di E. Posto
a:=aye;+...+ asmeé,, Sihachea € M, (E) e

n

2 _
a® = E ae;a;e; = E (a;a; — aja;)e;e;.

i,j=1 1<i<j<2n
157

Allora, posto b := a?, segue che b € M, (Ey) e, per ogni r € N, vale:

mn
T 2r E : —_
b - q° = Qiy -+« Qjy €4y -+ - €4y —

B grnay 19n=1
ij#ik YV ik

E , S2r (ajl JOUC, ﬂ’jzf-)eh -+ » Chzp-

1<h <...<j2rSn
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Per (3.11) si ha:

trib’) = 2 tr(Ser(@ji, -85, )€5 - €5,) = 0.

1< <...<j2r S0
Dalla commutativita di Eg e da (3.6) segue che b"™ = 0 e quindi
0=0" = Sgn(illj “ s ey ‘1271)‘91 R T

Poiché M, (E) = M,(Q) Qg E, M,(E) € un M, (Q)-modulo libero con base
{Ilej, - €4, 11 <1 <...<jor <n}equindi Sy,(ai,...,as,) =0.
Dall’arbitrarieta di aq,...,as, € M,(Q) segue che S5, (z1,...,z2,) € una
identita polinomiale per M, (Q).




