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Prefazione

Sono qui raccolte, con qualche ampliamento, le lezioni della parte avanzata del
corso di Probabilita che ho tenuto agli studenti dell’Universita di Lecce, prima,
e del Salento, dopo, negli ultimi quarant’anni. La presentazione si & affinata nel
corso degli anni e nuovi ergomenti sono entrati a farne parte, mentre altri sono stati
eliminati del tutto o ridotti in modo considerevole. Avverto gli studenti che gli
esercizl costituiscono una parte integrale del corso; essi variano in difficolta da quelli
che sono una mera applicazione di quanto visto a lezione a altri pit impegnativi. Mi
sono divertito a introdurre alla fine di ogni capitolo cenni di storia della probabilita
che spero stimolino a cercare approfondimenti nella letteratura.

Sono grato agli studenti che in questi anni mi hanno posto domande obbligan-
domi a uno sforzo di chiarezza del quale mi auguro sia rimasta traccia; un grazie
particolare agli studenti che mi hanno suggerito migliorie che ho talvolta finito per
includere.

Infine vorrei ringraziare di cuore Gianfausto Salvadori per i consigli e le discus-
sioni che mi sono sempre stati preziosi.

Lecce, 25 maggio 2017
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Capitolo 1

Elementi della Teoria della
Misura

Per fissare il quadro nel quale opereremo richiamiamo il concetto di tribt.

1.1 Tribu

Definizione 1.1.1. Dato un insieme non vuoto 2, si chiama algebra di sottoinsiemsi
di Q, ogni famiglia A C P(2), non vuota, che sia stabile per la complementazione,
per I'unione finita e tale che 'insieme vuoto appartenga ad A; cioe:

(a) Qe A,
(b) Ac A= A c A;
(¢c) ABe A= A|UB e A. <&

Naturalmente, se A ¢ un’algebra (di sottoinsiemi di §2) e se A e B sono in A,
allora vi appartengono anche AN B, A\ B, e AAB; infatti

AﬂB:(ACUBC)C, A\B=AnN B,
AAB =(A\B) [ J(B\ 4).

Definizione 1.1.2. Si chiama tribi, o o—algebra, una famiglia F di sottoinsiemi di
Q, F CP(R), che goda delle seguenti proprieta:

(a) Qe F;
(b) Ae F= A€ F;
(c) VneN A, e F = J,en4n € F. <&

Una tribi ¢ dunque stabile rispetto all’operazione di unione numerabile. Usando
le leggi di de Morgan ¢ immediato dimostrare il seguente
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Teorema 1.1.1. Sia F wuna tribu di sottoinsiems di Q2. Allora

(a) F é stabile per le unioni finite:

AiE.F(izl,...,n) — UAZ'E./T";
i=1

(b) F é stabile rispetto alle intersezioni numerabili:

VneN A, eF = () A€ F;
neN

(c) F é stabile rispetto alle intersezioni finite:

AeF (i=12,....n)=[)AEF.

i=1

Si osservi che una trib ¢ anche un’algebra. Pero non tutte le algebre sono anche
tribu; si veda a tal fine ’Esercizio 1.2.

La classe delle tribi di sottoinsiemi di un insieme non vuoto 2 ¢ ordinata,
parzialmente, rispetto all’inclusione e contiene una pit piccola tribad, la tribd ba-
nale, N := {0, 2} ed una piu grande tribd, che & la famiglia delle parti P(Q2), sicché,
per ogni tribi F, si ha N C F C P(Q).

Sia A un sottoinsieme proprio e non vuoto di €, cioe A # () e A # Q; la famiglia
F(A) := {0, A, A°, Q} & un’algebra; & anzi, una tribd, poiché ogni algebra finita &
anche una trib1, dato che ogni successione € necessariamente composta da un numero
finito di insiemi distinti, sicché ogni unione numerabile ¢, di fatto, un’unione finita;
essa € la piu piccola tribd che contenga A (e si dice generata da A). Infatti se G &
una tribu che contiene A, risulta, per definizione,

Aeg, A°cg, beg, Qeg,
onde F(A) C G. Il teorema seguente e di dimostrazione banale.

Teorema 1.1.2. Se {F, : v € I} ¢ un’arbitraria famiglia di tribd di sottoinsiemi di
Q, é una tribu anche N,crF,.

Quest’ultimo risultato consente di risolvere il problema dell’esistenza della pit
piccola tribd che contenga un’assegnata famiglia C di sottoinsiemi di €2. Tale tribd
si indica con F(C) e si dice generata da C; essa & eguale all’intersezione di tutte le
tribd in P () che contengano C. Si noti che la famiglia della quale si considera I'in-
tersezione non ¢ vuota perché vi appartiene almeno P(£2). Un esempio fondamentale
di tale situazione & fornito dalla famiglia Z degli intervalli aperti della retta reale R,
7 :={]a,b[: a,b € R,a < b}; si osservi che la condizione a < b, in luogo di quella
pit naturale a < b, fa si che 'insieme vuoto () sia considerato come un particolare
intervallo, cid che & comodo. Z non & un’algebra (e pertanto neanche una tribu),
poiché se, ad esempio, a < b < ¢ < d, I'unione Ja,b[ U ]c,d[ non & un intervallo.
La tribd generata da Z si chiama t¢ribd di Borel e la si denota con B(R) o, se non
sorgono ambiguita, semplicemente con B; i suoi insiemi si chiamano boreliani. Vale
il seguente utile
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Teorema 1.1.3. La tribi di Borel B(R) é generata da una qualsiasi delle sequenti
famiglie:

(a) le semirette del tipo | — oo, x] (x € R);
(b) gli insiemi aperti di R;
(¢c) gli insiemi chiusi di R.

Dimostrazione. Sia B = B(R) e si indichi con By la tribu generata dalla famiglia
indicata in (a). Si osservi che anche gli intervalli aperti a sinistra e chiusi a destra,
cioe del tipo Ja,b], con a e b in R, appartengono a B. Infatti

Ja,b] = () ]a,b+;[.

neN

Ora |z, +00[ = Upen |z, z + n] che appartiene a B onde
|—00, 2] = ]z, 0] € B,

e percio By C B. D’altra parte, |z, +oo| = |—o0,x]° € By onde, se z < y, |z,y] =
|—o0,y] N ]z, +o0] € By. Infine |x,y[ = Upen|z,y —1/n] € By. Dunque B C B; e
quindi B; = B.

Si indichi con Ba la tribu generata dagli aperti. Poiché I'intervallo ]z, y[ & esso
stesso un aperto, si ha B C By. Se A C R e aperto, esiste, com’® noto, una
successione (|x,, yn[) di intervalli aperti tale che si possa rappresentare A nella forma
A = Upen|Zn,yn| onde A € B e quindi Ba C B. Che B sia generata anche dagli
insiemi chiusi & ora immediato. O

Se F e la tribu generata dalla famiglia C, non si puo, in generale, dare una
descrizione costruttiva degli elementi di F partendo dagli elementi di C.

Definizione 1.1.3. Si diranno misurabili (o, ove vi sia possibilita di confusione,
F—-misurabili) gli insiemi appartenenti ad una prefissata triba F. Si dira spazio
misurabile la coppia (€2, F) costituita da un insieme non vuoto €2 e da una triba F
di suoi sottoinsiemi.

1.2 Richiami di probabilita elementare

Richiamo qui concetti e definizioni gia noti al lettore del corso introduttivo di prob-
abilita. Alcuni dei concetti richiamati saranno in seguito estei o generalizati. La
definizione di probabilita & formalizzata nella sezione successiva, Definizione 1.3.1.
Dato uno spazio di probabilita (2, F,P), una funzione misurabile X : Q — R si dice
variabile aleatoria. Tale concetto sara poi esteso al caso di funzioni che assumano
anche i valori +00.5i dice che una variabile aleatoria X & discreta quando assume
un numero finito di valori.

In uno spazio di probabilita (€2, F,P) due insiemi A e B in F si dicono indipen-
denti se si ha

i (A N B) — P(A)P(B).
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Due variabili aleatorie X e Y definite nello stesso spazio di probabilita (2, F,P) si
dicono indipendenti se, per ogni scelta di due boreliani A e B, si ha

P(X'A)NY '(B) =P (X 1(A) P(Y'(B)).

Questi concetti si estendono immediatamente a pit di due insiemi o di due variabili
aleatorie.
Ricordiamo che I'indipendenza di insiemi e legata all’indipendenza di tribu.
Date n triba Fi,..., F, contenute in F, queste si dicono indipendenti se per
ogni scelta di n insiemi Ay € Fi,..., A, € F, risulta

() - flron
=1 =1

Due insiemi A e B sono indipendenti se, e solo se, sono indipendenti le tributi F(A)
e F(B) che essi generano. Per verificare che gli insiemi misurabili A;,..., A, siano
indipendenti occorre allora controllare che risulti

P(ﬁAZ) _TIE@).

ove, per ogni indice i, A; pud essere uno degli insiemi A;, A Qo A; = 0.
Gli insiemi misurabili (Ag)ken di una successione si dicono indipendenti se per
ogni scelta di n > 2 sono indipendenti gli insiemi Ay,..., A,.

Siano date n variabili aleatorie X7, ..., X, nello spazio di probabilita (2, F,P)
queste si dicono indipendenti se risulta

P (ﬂ X‘l(Bk)) =[P (x " (BY)
k=1 k=1

per ogni scelta di n boreliani By,..., By.

Infine le variabili aleatorie (Xj)gen di una successione si dicono indiependenti se
sono indipendenti X7,..., X, per ogni scelta di n > 2.

Le variabili aleatorie discrete pit semplici sono quelle di Bernoulli: Y e una
variabile aleatoria di Bernoulli se assume due soli valori, convenzionalmente chiamati
successo e fallimento e indicati con s oppure 1 e f oppure 0; cosi P(Y =1) =pe
P(Y =0) = ¢ =1—p. 1l processo di Bernoulli, gia incontrato nel primo corso di
probabilita, € costituito da una successione (X)) di variabili aleatorie indipendenti
tutte con la stessa legge di Bernoulli, P(X,, =1)=1eP(X, =0)=qg=1—p.

Dato un insieme A C €2 la sua funzione indicatrice 14 € cosi definita

1 weA,
Law) = {O w¢ A

Nel seguito si indichera il limite a sinistra in g € R di una funzione f : R — R,
se esiste, mediante la notazione
0 f(xo) == lim f(z).

Tr—xQ
x<xo
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1.3 Probabilita e misura
Ricordiamo la definizione di probabilita gia nota dal corso introduttivo.

Definizione 1.3.1. Dato uno spazio misurabile (2, F) — vale a dire un insieme
non vuoto 2 ed una tribi F di suoi sottoinsiemi — si dice (misura di) probabilita
su (€2, F) ogni funzione P : F — R che soddisfaccia alle seguenti condizioni:

(P.1) P(A) > 0 per ogni insieme A € F;
(P.2) P(2) =1;

(P.3) per ogni successione (A, )nen di insiemi misurabili disgiunti (A,, € F, per ogni
n €N, con A; N A, =0 (j #k)), vale la proprieta:

IP’(U An> =Y P(4).

neN neN

detta di additivita numerabile o o—additivita. O

Anche nel caso discreto, a ben guardare, nasce la necessitd di studiare situa-
zioni piu complesse. Infatti, nello studio del processo di Bernoulli, viene naturale
considerare spazi dei risultati {2 che non sono finiti o numerabili: cosi una generica
“storia” puo essere rappresentata mediante una successione

(xlp..,mn,“.)

ove, per ogni n € N, x,, = 0 oppure x,, = 1; ma & noto che tali successioni possono
essere poste in corrispondenza biunivoca con i numeri dell’intervallo [0, 1], mediante
T
xr = 27 s
neN
se si adotta la convenzione che i numeri diadici siano rappresentati dalla successione
che ha infiniti zeri. E inoltre noto che l'intervallo [0,1] non ¢ numerabile.

Quando, nello studio della passeggiata aleatoria di Bernoulli, abbiamo conside-
rato lo spazio di tutte le possibili storie, £ := {0, 1}V, abbiamo lasciato in sospeso la
questione di quale sia la tribt da adottare per definire le probabilita atte a rispondere
alle domande che ci ponemmo allora. Si consideri, per ogni n € N il “segmento
iniziale” Q, := {0,1}", ed, in questo si consideri la famiglia delle parti, F,, := P(Q,).
Si consideri ora la famiglia di sottoinsiemi di {0, 1} data da

fh:::}; X II{Ovl};
k=n

evidentemente, la famiglia F,, € adeguata per affrontare tutti i problemi che ri-
guardano questioni sul processo di Bernoulli sino al tempo ¢ = n. Si puo qundi
considerare la famiglia di sottoinsiemi di €2 definita da

U 7

neN
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Questa, tuttavia non € una tribi; sara, percio naturale porci nella tribi generata da

tale famiglia
VfW:f<Uf0.

neN neN

In generale, si pone dunque il problema di definire le probabilita senza porre re-
strizioni sulla cardinalita di 2. Storicamente, si sono presentate due strade che,
entrambe, delineeremo, seppur succintamente.

La prima strada consiste nel partire, dato un insieme non vuoto €2, da un’algebra
A di suoi sottoinsiemi; & naturale considerare un’algebra poiché, come si & visto,
questa e stabile rispetto alle operazioni sugli insiemi, purché eseguite in numero
finito. Una funzione p : A — [0, +0o0] si dice finitamente additiva se

;&AUB):M@+M$L (1.3.1)

per ogni coppia di insiemi disgiunti A e B di A, AN B = (.

In particolare, una probabilita P : A — [0,1] & una funzione & finitamente
additiva se obbedisce alla (1.3.1), che prende il nome di additivita semplice e che si
scrive

P(AUB) =P(A)+P(B) (A BeA A(\B=0).

Vale il seguente

Teorema 1.3.1. (Tarski). Ogni misura finitamente additiva e finita p definita su
un’algebra A di sottoinsiemi di 2 puo essere estesa a P(S2); vale a dire che esiste una
misura finitamente additiva e finita v : P(Q) — [0,1] tale che risulti v(A) = p(A)
per ogni insieme A di A.

La dimostrazione si pud dare agevolmente (ma non e la dimostrazione originale di
Tarski) mediante il teorema di Hahn—Banach; esso presenta perd 'inconveniente che
I’estensione v di p non e, solitamente, unica. Di contro, nel caso delle probabilita,
non si pongono restrizioni ai sottoinsiemi di €2 che possono essere riguardati come
eventi, ai quali, cioe, si puo attribuire una probabilita.

Vi ¢ un secondo modo di procedere, che consiste nel richiedere che la fun-
zione P soddisfaccia, anziché all’assioma di additivita semplice, a quello pia forte di
additivita numerabile (o o—additivita), che abbiamo gia incontrato.

Naturalmente, occorre che la famiglia di sottoinsiemi sulla quale ¢ definita la
probabilita sia tale che, se vi sono contenuti tutti gli insiemi di una successione di
insiemi, vi appartenga anche la loro unione. Percio ¢ naturale definire la probabilita,
in questa seconda accezione, in una tribu F di sottoinsiemi di 2.

Poiché adotteremo, come abbiamo gia fatto, e come e tradizione, questo secondo
punto di vista, la proprieta di additivita numerabile rende opportuna una digres-
sione attraverso le misure, dato che le probabilita sono particolari misure. Tuttavia,
mettiamo in guardia il lettore dal pensare che la probabilita sia un mero esempio
di misura con la restrizione che sia eguale a 1 la misura di tutto lo spazio, o come
spesso si dice, sia una misura normalizzata. Bastano i soli concetti di indipendenza
e di condizionamento per mostrare la ricchezza della Probabilita.
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1.4 Successioni di insiemi

Le definizioni che seguono, e che non dipendono da una topologia, sono giustifi-
cate, a posteriori, dal legame con i concetti dello stesso nome per le funzioni a
valori reali (si vedano gli esercizi). Per aiutare I'intuizione, si tenga presente che le
definizioni ricalcano quelle per le successioni di numeri reali, se si fa corrispondere
all’estremo superiore e all’estremo inferiore tra numeri reali I'unione e I'intersezione,
rispettivamente, tra insiemi. Naturalmente, quest’analogia serve solo ad intuire i
risultati, ma non a dimostrarli.

Definizione 1.4.1. Data una successione (A;,),en di sottoinsiemi di Q l'insieme

limsup 4, := m U A;

oo neN j>n

si chiama limite superiore o massimo limite di (A,) mentre I'insieme

liminf A, == (] [ 4,

neN j>n
si dice limite inferiore o minimo limite di (Ay). &

Gli insiemi lim sup,,_, ., 4, e liminf,_,. A, che si ottengono mediante operazioni
numerabili sono misurabili se tale & ogni insieme della successione (A;,).

L’insieme lim sup,,_, ., A, € costituito da tutti, e soli, i punti di 2 che apparten-
gono ad infiniti insiemi della successione (A4,,); dire, infatti, che il punto w appartiene
a limsup,,_,o, An = Npen Uj>n A; equivale a dire che, per ogni numero naturale n,
esiste un altro naturale j > n tale che w € A;.

Analogamente, l'insieme lim inf,, ., A, € costituito da tutti, e soli, i punti di €2
che appartengono definitivamente alla successione, tali cioe da appartenere a tutti
gli insiemi della succesione {A,,} tranne, al piti, ad un numero finito di essi. Infatti,
dire che w & nellinsieme liminf,, o A, = Upen Nj>n A; equivale a dire che esiste
un naturale n tale che w € A; per ogni j > n.

Valgono le seguenti inclusioni

ﬂ A, C %gnglfAn C limsup 4,, C U A, . (1.4.1)

n—+00

neN neN

L’inclusione centrale segue da quanto precede. Per stabilire la (1.4.1), basta percio
mostrare una delle rimanenti inclusioni, per esempio la prima, 1’altra dimostrandosi
per passaggio al complementare.

Definizione 1.4.2. Si dira che la successione (A4,,) di sottoinsiemi di 2 converge se
si ha

liminf A,, = limsup 4,, = A.

n—oo n—o00
In tal caso, si scrive lim, o Ay, = A (oppure A, — A). Una successione (A,,) si
dira crescente se ¢ A, C A,4+1 per ogni n € N, decrescente se &€ A, DO A,+1 per ogni
n € N, monotona se € o crescente o decrescente. &

Il teorema che segue ¢ ’analogo del teorema sulle successioni reali monotone.
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Teorema 1.4.1. Ogni successione (Ay) monotona converge e risulta:
(a) limy 400 Ap =), An se (Ap) € decrescente;
(b) limy 100 Ap = U,, An se (A,) € crescente.

Dimostrazione. Basta dimostrare una sola delle due eguaglianze, 1’altra ottenendosi
per complementazione. Si supponga, dunque, che (A,,) sia crescente; allora

limsup 4,, = ﬂ UAj: ﬂ UAj:UAj’

n—r+oo neN j>n neN jeN jEN
liminf A, = | ] [ 4= 4n,
n—-4o0o
neN j>n neN
che dimostra ’asserto. O

1.5 Misure

Diamo qui una pit ampia definizione di misura che consentira per esempio lo studio
delle estensioni di una misura.

Definizione 1.5.1. Sia C una famiglia di sottoinsiemi di un insieme non vuoto 2.
Si dice misura su C una funzione p : C — R4 tale che:

(a) non sia identicamente eguale a +oo (esiste cioe un insieme A € C con p(A) <
+00);

(b) u sia numerabilmente additiva, nel senso che, se (4,) ¢ una successione di
insiemi disgiunti di C, 'unione dei quali ¢ ancora in C,

VneN A,eC A4 =0 (i#j) e [JAnecC,

neN

si ha

H (U An) = Z/‘(An) . (1'5'1)

neN neN

Di solito, C & un’algebra o una tribi; in quest’ultimo caso non occorre postulare che
I’unione U,enA;, appartenga a C. &

Nel parlare di misure & pii comodo e naturale porsi, anziché in R o in Ry,
in R := [~o00,400]. Si noti che R non & un gruppo giacché, per ogni reale z, &
T+ 00 =400 ex— 0o=—0o0; non ¢ definita 'operazione co — oco.

Valgono, inoltre, le convenzioni 0 - (+00) =0 e

VzeR —o00 < x < 400,
Ve>0 x-(+00)=400, e z-(—00)=—00,
Ve<0 x-(+00)=-00, e z-(—00)=+400,

(£00) - (£o0) = 400, (Foo) - (£00) = —00.
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Se l'insieme vuoto () appartiene a C, si ha u(f) = 0. Infatti sia A € C tale che
p(A) < 400 e si consideri la successione (A4,,) di elementi di C cosi definita: A; := A,
A, = 0 per ogni n > 2; allora la (1.5.1) da

H(A) = p(A) 4+ (D) + -+ (D) + ...

cioé p(@) = 0. Similmente, si prova che p & finitamente additiva. Se gli insiemi
A, B e AU B appartengono a C, basta considerare la successione (A4,,) definita da
Ay == A, Ay .= B, A, := 0 per n > 3. Dall’additivita semplice scende anche che
una misura € isotona: se A C B e se gli insiemi A, B e B\ A sono in C, allora
u(A) < u(B).

Definizione 1.5.2. Dato un insieme non vuoto €2, si dice anello una famiglia R di
sottoinsiemi di €2 che sia stabile rispetto all’intersezione ed alla differenza finita

A(VBeR e AABER,
per ogni coppia A e B di insiemi di R. &

Questa definizione assicura che il risultato di tutte le operazioni eseguite sopra un
numero finito di insiemi dell’anello R appartiene ancora ad R (si vedano, a tal fine,
gli esercizl). Si deve eccettuare la complementazione, a meno che €2 non appartenga
aR.

Prima di enunciare il prossimo risultato, che da un criterio utile, spesso utiliz-
zato, per stabilire per la o—additivita, conviene introdurre la definizione di funzione
finitamente additiva.

La proprieta espressa dalla (1.3.1) vale, in particolare, per le probabilita. Dalla
(1.3.1) scende, come immediata conseguenza, l'isotonia della funzione d’insieme g,
vale a dire che, se A e B sono due insiemi di R con A C B, allora u(A) < u(B).

Teorema 1.5.1. Sia R un anello di sottoinsiemi di Q e sia p : R — Ry una
funzione d’insieme finitamente additiva; allora

(a) se p é o—additiva, essa passa al limite lungo tutte le successioni crescenti di
insiemi di R; in altre parole, se (A,) é una successione di insiemi di R con

Ay CApp e | JAn=A€eR,
neN
allora limy,— 4 oo 1(Ay) = p(A);

(b) se p é o—additiva, essa passa al limite lungo tutte le successioni decrescenti
di insiemi di R per le quali esista un indice k tale che pu(Ax) < 400; in altre
parole, se (Ay) € una successione di insiemi di R con

AnD Anj1, [ An=A€R
neN

ed esiste almeno un indice k € N per il quale u(Ag) < +o00, allora

lim p(A,) = p(A);

n—-+o00
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(c) se p passa al limite lungo tutte le successioni crescenti di insiemi di R, cioé,
se per ogni successione (Ay) di insiemi di R con A, C Apt+1 per ognin € N,
eUpenAp, = AER, ¢élimy oo u(Ay) = u(A), allora p ¢ o—additiva;

(d) se u passa al limite lungo tutte le successioni decrescenti di insiemi di R che
tendono all’insieme vuoto 0, cioé, se per ogni successione (Ay,) di insiemi di R
con Ap D Aps1 € MpenAn =0, ¢ limy, 1 o0 u(Ay) =0, allora p € o—additiva.

Dimostrazione. (a) Si supponga che A, T A = UpenA,. Se esiste un indice k tale
che pu(Ay) = 400, si ha u(Ay,) > p(Ax) = +oo per ogi n > k, sicché u(A) = +oo e
wu(Ap) — p(A). Possiamo quindi supporre che sia p(A;,) < 400 per ogni n € N. Si
scriva A come unione disgiunta,

A=A JA\A) A\ ) |- =AY (U (An+1\An)> ;

neN

onde, grazie alla c—additivita,

p(A) = (A1) + Y i (Angr \ An)

neN
k

= p(Ar) + lim Z_:l p(Angr\ Ap)

k
= lim (M(A1) +> {(An) — M(An)}> = im pi(Agsr).
n=1

k—+o00 k—+

(b) Si supponga che esista un indice k tale che u(Ay) < +0o0 e si ponga, per ogni
n >k, Cy = Ag \ A,. La successione (Cy,),>k € tutta costituita da insiemi di R, &
crescente ed ammette come limite l'insieme Ay \ A; per quanto dimostrato in (a), si
ha 11(Cr) = (A \ A) = p(Ag) — p(A). Poiché u(Cpn) = u(Ax) — p(Ayn), segue che
(An) = p(A).

(c) Sia (A;) una successione di insiemi disgiunti di R e si supponga che anche
I'unione A = U,enAn appartenga a R. Posto FE, = U?:lAjv si ha che gli insiemi
E,, appartengono a R per ogni n € N e che la successione (FE,) € crescente e tende
a A, sicché

> 1(A)) = p(En) —— p(A) cioe Y p(An) = p(A).
j=1 neN

(d) Con la stessa notazione di (c), si ponga F, := A\ E, = U2, ., A4;; allora
F,, appartiene a R per ogni n € N, la successione (F),) & decrescente e NyenFy, = 0.
Scende dallipotesi fatta che p(F7,) | 0, e, poiché pu(A) = >77_; u(A;) + p(Fy), si ha

p(A) = u(4y),

JEN
che conclude la dimostrazione. O

E immediato il corollario
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Corollario 1.5.1. Per una funzione u : R — Ry, finita e finitamente additiva,
sono equivalenti le condizioni

(a) p € o—additiva;
(b) VneN A, eR, A, T AR = u(4,) T u(A);
(¢c) VneN A,eR, Al AeR = u(A,) | n(4).

Nel seguito chiameremo spazio mensurale ogni terna (2, F,u) formata da un
insieme non vuoto €2, da una tribd F di sottoinsiemi di 2 e da una misura (o
additiva) p definita in F. Se poi risulta p(Q2) = 1, p si dird (misura di) probabilita
e la terna (2, F, u) si dira spazio di probabilita; in tal caso, si usa solitamente P in
luogo di i per indicare la probabilita.

E bene sottolineare che una probabilita IP & definita in una tribd F che, in genere,
differisce da P(2) e che a P si richiede di soddisfare all’assioma (P.3) di additivita
numerabile. Ci si puo domandare se, come per le misure finitamente additive, sia
possibile estendere una probabilita P dalla tribi F a tutta la famiglia delle parti
P(Q); tale possibilita ¢ esclusa, in generale, dal seguente teorema del quale non
daremo la dimostrazione.

Teorema 1.5.2. (Ulam). Se Q ¢é un insieme non numerabile card(2)> Wy, la sola
misura p definita su P(2) e che si annulli su tutti i punti di Q, vale a dire, tale
che, per ogni w € Q, u({w}) =0, ¢ quella identicamente nulla, p(A) = 0 per ogni
sottoinsieme A di 2.

A chi voglia trattare di probabilita si presenta dunque un’alternativa: conside-
rare come eventi tutti i possibili sottoinsiemi di un insieme €2 ed usare probabilita
finitamente additive, oppure, rinunciare a considerare come eventi tutti i sottoin-
siemi di €2, restringendo a priori la classe degli eventi ad una tribd F, ma usare
probabilita numerabilmente additive. La strada che tradizionalmente si segue ¢ la
seconda, soprattutto in virtu della maggiore ricchezza di risultati che deriva da un as-
sioma pit forte (additivita numerabile invece che semplice). Esistono pero fenomeni
nei quali solo 'uso di probabilita finitamente additive consente di trarre previsioni
in accordo con le osservazioni; un esempio importante & costituito dalla cosiddetta
legge di Benford, ossia il fatto che nelle serie di numeri la prima cifra significativa
non sia distribuita uniformemente (si vedano a tal fine i lavori (Scozzafava, 1981)
e (Fuchs & Letta, 1984). Tuttavia, come gia detto, in queste lezioni adotteremo
sistematicamente gli assiomi di Kolmogorov.

Il seguente esempio non contraddice al Teorema 1.5.2.

Esempio 1.5.1. Sia wy un punto dell’insieme non vuoto 2. Si dice misura di Dirac
concentrata in wo la probabilita 0., : P(2) — [0, 1] definita, per ogni sottoinsieme A
di €2, da 6,,(A) := 14(wp). Si osservi che la condizione del Teorema 1.5.2 & violata
nell’unico punto wy. |

Osserviamo infine che le parti (b) e (c) del corollario 1.5.1 possono essere raf-
forzate: per una probabilita IP e per ogni successione (A,) C F, non necessariamente
monotona, convergente a un insieme A € F, si ha P(A,) P P(A). (Si vedano

n—-+00

gli esercizi).
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1.6 Estensione di misure

Ci proponiamo di affrontare in questa sezione il problema, che si pone spesso, di
estendere una data misura da una famiglia C ad una famiglia pii ampia che la
contiene.

Si e gia incontrata la definizione di anello e quella di algebra di una famiglia
di sottoinsiemi di . Introdurremo nel seguito altre famiglie di sottoinsiemi la cui
considerazione ¢ utile trattando di probabilita.

Definizione 1.6.1. Una famiglia C di sottinsiemi di {2 che sia stabile rispetto
all’intersezione finita,

VA,BeC A()BecC

si dice m—classe o w—sistema. o

Definizione 1.6.2. Si dice semi—anello una famiglia S di sottoinsiemi di ) che
contenga l’insieme vuoto, che sia una m—classe e tale che per ogni coppia di insiemi
A e B in S esista una partizione finita di A\ B in insiemi di S:

(a) D eS;
(b) ABeS = A BeS;

(c) per ogni coppia A e B di insiemi in S, si puo esprimere la loro differenza A\ B
come unione disgiunta di una famiglia finita di insiemi di S. <

Un esempio notevole di semi—anello e dato, in R, dalla famiglia Z degli intervalli
|a,b] aperti a sinistra e chiusi a destra; in R ¢ un semi-anello la famiglia Z"™ dei
rettangoli

R = ]al, bl] X ]az, bg] X+ X ]an, bn] .

Definizione 1.6.3. Una famiglia non vuota di sottoinsiemi di € si dice classe
monotona se e stabile rispetto ai limiti di successioni monotone. &

E evidente che una tribd & una classe monotona; viceversa, ogni algebra A che
sia anche una classe monotona € una tribid; infatti, se A, € A per ogni n € N,
allora, posto By, := U;»ZzlAj € A, si ha By 1 UpenAn. Un anello che sia anche una
classe monotona non e necessariamente una tribu perché potrebbe non appartenervi
I’insieme (2.

Si dimostra facilmente che, data un’arbitraria famiglia non vuota C di sottoin-
siemi di €, esistono un piu piccolo anello ed una piu piccola classe monotona che
contengono C; li si denotano rispettivamente con R(C) e con m(C) e si chiamano
rispettivamente anello e classe monotona generati da C.

Teorema 1.6.1. (della classe monotona). La classe monotona m(A) e la tribi
F(A) generate da un’algebra A coincidono (m(A) = F(A)).
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Dimostrazione. L’inclusione m(A) C F(A) ¢ ovvia. Per dimostrare l'inclusione
inversa, basta far vedere che m(A) & una tribi e questo, a sua volta, scendera dallo
stabilire che m(A) ¢ un’algebra. A tale scopo, per ogni B C €, si ponga

D(B) := {AQQ:A\B,B\A,AUBEm(A)}.

Se (A;,) & una successione decrescente di elementi di D(B) e A = NyenAy, allora
(A, \ B), (B\ 4,), (A, U B) sono successioni monotone in m(A) sicché i limiti
A\ B, B\ A, AU B appartengono a m(A) onde A appartiene a D(B). Similmente
si procede per una successione crescente. Percio, D(B) ¢ una classe monotona per
ogni B C Q. Inoltre, se B ¢ in A, si ha D(B) D A. Poiché A appartiene a D(B)
se, e solo se, B appartiene a D(A), necessariamente si ha D(B) D m(A) se B & in
m(A). Cio significa che, se A e B sono in m(.A) vi sono anche A\ B, B\ A, AU B,
sicché m(A) ¢ un anello; €, anzi, un’algebra perché Q appartiene a A4 e quindi a

m(A). O

Il seguente risultato € talvolta utile perché caratterizza gli insiemi di un anello
generato da un semi—anello.

Teorema 1.6.2. L’anello R(S) generato da un semi-anello S é costituito da tutti,
e soli, gli insiemi che sono un’unione disgiunta e finita di insiemi di S':

n
RES)=|JIE={JA: 4, €5 4,nA4;=0 (i )
neN j=1
Dimostrazione. & evidente che R(S) contiene gli insiemi della forma detta perché
un anello ¢ stabile rispetto alle unioni finite. Viceversa, sia

n
Vi=JSE={JA4:4,€S, A4 ()4;=0(+))
neN Jj=1
Poiché e ovvio che V D &, basta mostrare che V e un anello. Siano F e F in V
con B = Ul A; e F'= UL B esi ponga Cjj := A; N Bj, ottenendo una famiglia
disgiunta di insiemi di S. Ora, ENF = Ui, UL, Cjj, sicché V ¢ una m—classe. Per
induzione, scende dalla definizione di semi—anello che
n r(i)
Aiz UCZ] U le <i=1,2,...,n),
j=1 k=1

n s(4)
Bj:(LJlC“>U Hij (Gj=1,2,...,m),

ove {Dj, :1<i<n,1<k<r()}e{Gjy:1<j<m,1<k<s(j)} sono famiglie
finite di insiemi disgiunti di §. Percio

n (i) n s(j)
EAF=|JUDuw | J[UU G
i=1k=1 j=1k=1

che ¢ in V; V ¢ stabile anche rispetto alla differenza simmetrica ed € quindi un
anello. ]
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Siano date due classi C e D di sottoinsiemi di ); se p: C — R, e C C D, si dice
che la funzione v : D — Ry estende p se accade che v(E) = pu(E) per ogni insieme
EecC.

Teorema 1.6.3. Se S ¢ un semi—anello e u: S — R é finitamente additiva, esiste
una sola estensione finitamente additiva v di p all’anello R(S) generato da S. Se
W € una misura anche v € una misura.

Dimostrazione. Per il Teorema 1.6.2, ogni insieme E di R = R(S) ¢ della forma
E =U! [ A; ove {A;} € una partizione di E in S. Si definisca

V(B) =Y (). (1.6.1)
=1

La (1.6.1) & una buona definizione. Infatti, sia & = U7’ B; un’altra decomposizione
di F in insiemi disgunti di S. Posto C;; := A; N By, gli insiemi C;; appartengono
a S e sono disgiunti; inoltre A; = Uity Cij (t=1,2,...,n) e B = U Cj; (j =
1,2,...,m). Poiché u ¢ additiva in S, si ha

m

Z p(Ai) =) > u(Ciy) =) u(B)),

i=1 j=1 j=1

sicché la (1.6.1) ¢ una buona definizione.
Siano ora Ey e Ey due insiemi disgiunti di R con decomposizioni Fy = U}" | A4; e
Ey = UjL Bj. Una possibile decomposizione di Eq U Ey in insiemi disgiunti di S ¢

data da
sUs-(Us)U(Us)
i=1 Jj=1
sicché N .
v (B UB:) = Y nlA) + > v(B)) = v(E) +v(E),
i=1 j=1

vale a dire che v e finitamente additiva.
Per dimostrare che v & la sola estensione additiva di p a R, si supponga che ne
esista un’altra v; se, come sopra, I/ & in R, si ha

v(E)=7 (U Ai> =Y 7(A;) (perché ¥ ¢ additiva)

i=1 =1

= Z w(A;) (perché v estende p)

sicché v = v.

Si supponga ora che u sia una misura su S e sia (E,) una successione disgiunta
di insiemi di R tale che appartenga a R la sua unione E = UpenE,. Siintroducano
le unioni disgiunte di insiemi di R
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Posto Crpi := A, N By (n€Njr =1,2,... k;i=1,2,...,k(n)), la famiglia {Cyp; }
& composta di insiemi disgiunti di S; inoltre,

Ar = U U Crm’ € By = U Crni
r=1

neN =1

sono decomposizioni in insiemi disgiunti di S. Poiché u & o—additiva, si ha

w(Ar) = Z Z t(Crni) e p(Bni) = ZN(Cmi) .
neN =1 r=1

L’ordine di somma nelle serie a termini positivi puo essere cambiato a piacimento,
sicché

k
ZM(AT) = Z Z Z M(Crm')

r=1 neN i=1
n) k(n)

Z 1(Crni) = Z Z (Bri) = Z v(En).

i—=1 r=1 neN =1 neN

v(E)

—_

<

k

—~

3
Z
I

S

Percio, anche 'estensione v di u ¢ o—additiva. O

Prima di poter enunciare il fondamentale teorema di estensione di Carathéodory
occorrono alcune premesse.

Definizione 1.6.4. Dato un insieme non vuoto €2, ogni funzione p* : P(2) — R
tale che:

(a) w*(0) =0;
(b) w* sia isotona: se E C F allora p*(E) < u*(F);

(c) w* sia numerabilmente subadditiva:

EC U E, = p*(E) < ZN*(En)
neN neN

si dice misura esterna su €. &

Teorema 1.6.4. Sia p* una misura esterna su Q e sia M la famiglia dei sottoin-
sitemi di §) definita da

M = {EQQ:VAQQ pr(A) = p* (AmE)"‘M*(A\E)};
allora
(a) M ¢ una tribi;

(b) la restrizione p di p* a M é una misura.
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Dimostrazione. (a) Dimostriamo dapprima che M ¢ stabile rispetto all’unione finita;
a tal fine, basta far vedere che anche F; U Es appartiene a M, se vi appartengono
FE1 e FEs. Poiché E; ¢ in M, si ha per ogni A C Q,

() = (A ) + " (AN Bn) s (1.6.2)
ma anche Fs ¢ in M e dunque
P (AN B = (AN En) () Ba| + 1 [(A\ By) \ B2 (1.6:3)
e (A NEN Eg) + ot [A\ <E1 9 EQ)} .

Ora (AN E{N Ey) U (AN E;) = AN (E1 U Ey); percio, sostituendo la (1.6.3) nella
(1.6.2) si ottiene, ricorrendo alla subadditivita di p*,

WA = it (A N El) + ot (A N E N EQ) + ot [A\ <E1 UEQH
> [ANE B+ [a\ (B UB)] .

Poiché la diseguaglianza nell’altro verso vale in virti della subadditivita di p*, si ha
che Fy U Ey appartiene a M.

Si vede subito che la stessa relazione che garantisce che E appartiene a M assi-
cura anche che vi appartenga il suo complementare E°. E, poi, ovvio che appartiene
a M l'insieme vuoto (). Dunque M & un’algebra. Per mostrare che essa ¢ una tribi
occorre far vedere che € in M l'unione di ogni successione (E,) di insiemi di M.
Basta, anzi, supporre che gli insiemi della successione siano disgiunti, perché aven-
do gia mostrato che M & un’algebra, si puo sostituire ogni unione numerabile con
un’unione numerabile disgiunta. Pertanto si supporra che sia E; N Ey, = () se j # k.
Posto F,, := U?:1Ej; si ha, per ogni n € N e per ogni A C €,

w (AN ) = Zu (1N E). (1.6.0)

Cio ¢ ovviamente vero per n = 1. Si supponga ora che la (1.6.4) valga per un
naturale n. Poiché F;, appartiene a M, prendendo A N Fj,41 in luogo di A nella
definizione di M, si ha, per n + 1,

n+1

p* (A N Fn+1) = (A N Fn> + (A N En+1) => u <A N Ej) :

J=1

sicché la (1.6.4) vale per ogni n € N. Se E = UpenEy, scende dall’isotonia di p* che
e (8015) 20 (101 8) - S (401 5)
j=1

onde

,u*(AﬂE)ZZ,u*(AﬂEn).

neN
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La subadditivita di pu* da ora
w (A N E) =3 (A N En> . (1.6.5)
neN

Cosi, per ogni sottoinsieme A di 2 e per ogni n € N| si ha

=i (A Fa) + 1 (A\ ) >ZM (AN B) +p(a\B)

e, di qui,
() = (A ) +u" (A\ B) |
sicché

(A B) + 1w (A\ EB):;

percio E appartiene a M.
Ponendo A = Q) nella (1.6.5) si vede che p* & o—additiva in M. O

Subito dopo aver introdotto una nuova definizione, saremo in grado di enunciare
il teorema d’estensione di Carathéodory.

Definizione 1.6.5. Una misura u su (€2, F) si dice o—finita se si pud esprimere 2
come unione numerabile di insiemi misurabili ciascuno dei quali abbia misura finita,
Q = UpenEny, ove per ognin € N, ¢ E, € F e u(E,) < 400. &

Teorema 1.6.5. (Carathéodory). Sia R un anello di sottoinsiemi di ). Si supponga
che 0 si possa esprimere come unione di insiemi di R, Q = UpenEn, con B, € R
per ognin € N e sia i : R — Ry una misura su R. Esiste allora una misura v sulla
tribd F(R) generata da R che estende p. Se pi é o—finita, l’estensione v é unica ed
¢ anch’essa o—finita.

Dimostrazione. Ogni sottoinsieme E di €2 puo essere ricoperto dall’unione di una
successione di insiemi di R; si puo quindi definire

p*(E) := inf {Z ,u(Fn)} )
neN

eseguendo 'estremo inferiore su tutte le successioni (F),) di insiemi di R tali che
FE C UpenFh. E evidente che la funzione p* cosidefinita su P(€2) & positiva, isotona,
e tale che p*(0) = 0. Sia ora E C UpenEy,. Se esiste almeno un indice n per il quale
w*(Ep) = 400, si ha banalmente,

<Y u(En)
neN

Se, invece, risulta p*(FE,) < 400 per ogni n € N, si scelgano in R, per ogni € > 0,
insiemi Fj,; con k € N, in modo che sia, per ogni n € N,

* * €
E.ClUFw e D i (Fur) <p(Bn)+ o

2n
keN keN
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Segue di qui che p* & una misura esterna. Si definisca ora M come nel Teorema
1.6.4. Dimostriamo, in primo luogo, che M contiene R. Se E € R e p*(A) < +o0,
si scelga una successione (F,) di insiemi di R, tale che A sia contenuto nell’unione
UpenEn e che

pA) +e> Y u(En);

(A +e =3 (1 (B () E) + (B \ B)]

neN
>t (A E)+ 1 (A\E)

per la subadditivita di p*. Se p*(A) = 400, 'ultima diseguglianza & ovvia. Siccome
€ ¢ arbitrario, E appartiene a M.

Per il Teorema 1.6.4, M e una trib1, sicché essa include necessariamente la
tribi F(R) generata da R. Poiché la restrizione di pu* a M & una misura, ["ulteriore
restrizione v di p* a F(R) ¢ ancora una misura. Per tutti gli insiemi £ di R si ha
v(E) = p*(E) = pu(E), sicché v & effettivamente un’estensione di p da R a F(R).

Si supponga ora che u (e quindi p*) sia o—finita su R; allora si puo scrivere 2 nella
forma Q = UpenF), con (E,) successione crescente di insiemi di R e u(E,,) < oo per
ogni n € N. Per dimostrare 'unicita dell’estensione, sia A una qualsiasi estensione
di pa F(R) e si definisca, pern € N, &, :={F € F(R): EC E,,\(E) = u(E)}. ¢
immediato verificare che &, € un’algebra; di pid, poiché le misure finite passano al
limite lungo le successioni monotone, &, € una classe monotona, e quindi, in virti del
Teorema 1.6.1, &, D F(R,) ove R, :==RNE, ={E € R: E C E,}. Dunque, per
ogni n € N, I'estensione di u da R,, a F(R,,) ¢ unica. Ma per ogni £ € F(R) si ha
(ENE,y,) T E, sicché applicando il Teorema 1.5.1 si ha 'unicita dell’estensione. [

Nella dimostrazione dell’unicita nel teorema di Carathéodory avremmo potuto
usare anche il successivo Teorema 1.6.7 che introduciamo perché vi faremo ricorso,
sia pure tacitamente, nel seguito.

Definizione 1.6.6. Una famiglia £ di sottoinsiemi di €2 si dice essere un A—sistema
se sono verificate le condizioni:

(a) € appartiene a L;
(b) ABe L, ACB = B\ Ac/L;
(c) ApeL(neN), A,TA = AcL. &

Teorema 1.6.6. Se P ¢ un w—sistema di sottoinsiemi di Q e se L ¢ un \—sistema
che contiene P, allora L contiene anche la tribi F(P) generata da P.

Dimostrazione. Si indichi con £(P) il pid piccolo A-sistema che contiene P. Basta
dimostrare che £(P) ¢ una tribu.

Si osservi che, se un A\-sistema L ¢ stabile rispetto alle intersezioni finite, ¢ una
tribia. Infatti, £ & stabile rispetto alla complementazione perché, se A appartiene
a L, si ha A= Q\ A € L,; inoltre L & stabile rispetto alle unioni finite perché



1.6. ESTENSIONE DI MISURE 19

AUB = (A° N B)° ed infine ¢ stabile rispetto alle unioni numerabili perché Ui A5 1
UnenAy. Basta, percio, dimostrare che £(P) & stabile rispetto alle intersezioni finite.
Si prenda A in P e si definisca

g(A)::{BgQ:AﬂBeL(P)}.

Allora G(A) & un A-sistema. Infatti Q appartiene a G(A) perché ANO = § &
in P e dunque anche in £(P). Se B e C appartengono a G(A) e C C B, si ha
AN(B\C)=(AnB)\ (ANC) che appartiene a L(P); percio B\ C appartiene a
G(A). Infine, se (B,) ¢ una successione di insiemi di G(A) che tende crescendo a B,
si ha B, N A1 BN A e dunque anche B appartiene a G(A). Poiché P ¢ contenuto in
G(A), si ha L(P) C G(A). Percio, se A appartiene a P e B a L(P), si ha che AN B
appartiene a L(P) e, di qui, che G(B) contiene P se B ¢ in L(P); ma G(B) ¢ un A~
sistema e dunque G(B) contiene L(P). Questo implica che, se B e C' appartengono
a L(P) vi appartiene anche BN C. O

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente

Teorema 1.6.7. Dato uno spazio misurabile (Q, F), se due misure p1 e pio coinci-
dono sugli insiemi di un w—sistema P di sottoinsiemi di F, p1(A) = u2(A) per ogni
A € P, allora coincidono sulla tribi F(P) generata da P, p1(A) = pa(A) per ogni
Ac F(P).

Dimostrazione. Sia A un insieme di P tale che p;(A) = pu2(A) < 4+o00. Si ponga

c::{Bef:m(AﬂB):m(AﬂB)}.

Banalmente, si ha che 2 appartiene a £. Siano ora B e C due insiemi di P con
B D C; allora

m(ANB\C) =m (A B) —m (A C)
Iﬂz(AﬂB)—W(AmC) =p2 (AN(B\C)),

sicché B\ C appartiene a L. Infine sia (B,,) una successione crescente di insiemi di
L; se B =UpenBn, si ha

(AN 8) = i (A1 B2) = i e (401 52)
= Lo (A m B) :
Dunque £ & un A-sistema. Allora il teorema precedente assicura che £ include la
triba F(P) generata da P. Percio se A € P ¢ tale che p1(A) = p2(A) < oo ese B
e in F(P), si ha u1(AN B) = pua(AN B). Consideriamo una successione crescente

(A,) di insiemi di P tali che UpenA, = Q e che ui(4,) = p2(A,) < +oo per ogni
n € N. Allora, per ogni B € F(P), si ha

p(A()B)= lim m(A()Bn) = lim ps(A() Bn) = pa(A[ )] B),

n—-4o0o n—-+4o0o

che fornisce 'asserto. ]
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Le m—classi ed i A—sistemi si usano anche per lo studio dell’indipendenza.

Teorema 1.6.8. Nello spazio di probabilita (2, F,P), si considerino le m—classi Cy,

oo, Cp di insiemi di F; se Cq, ..., Cp sono indipendenti, vale a dire se
n
P| () 4| =T P(4)), (1.6.6)
j=1
per ogni scelta di Aj in C; (j = 1,...,n), allora sono indipendenti anche le tribi
F(Ci), ..., F(Cy) generate da Cy, ..., Cy rispettivamente.

Dimostrazione. Se C; non contiene gia () si consideri la famiglia C; ottenuta aggiun-
gendo € a C;; ogni nuova famiglia C;- ¢ anch’essa una m—classe e la (1.6.6) vale per
ogni scelta di A; in C; (j=1,2,...,n). Sifissino ora As, A3, ..., A, inCy,C5,...,C,,
rispettivamente e sia £; la famiglia degli insiemi di F per i quali vale la (1.6.6). Si
controlla immediatamente che £; ¢ un A-sistema; inoltre, esso contiene Cj, sicché,
per il Teorema 1.6.6 contiene anche la tribd F(C;) = F(C1) generata da Cj o da C;.
Pertanto, la (1.6.6) vale se A; ¢ in F(C1) e A; in C; per j = 2,3,...,n. Si ripeta

lo stesso ragionamento per gli insiemi di F(C;),Ca,...,C, per concludere che la
(1.6.6) vale quando gli insiemi Ay, Ao, ..., 4, siano scelti in F(Cy), F(C2),Cs,...,Cy
rispettivamente; si proceda poi nello stesso modo per i rimanenti indici. O

1.7 Le misure di Borel-Stieltjes

Un esempio importante di spazio misurabile ¢ dato da (R,B). Si dira che una
misura p su B e localmente finita se accade che, per ogni intervallo limitato I, sia
u(I) < +oo. Ovviamente, ogni misura finita su (R, B) ¢ anche localmente finita.

Teorema 1.7.1. Se p: B — R ¢é una misura localmente finita, allora la funzione
F :R — R definita, a meno di una costante, da

F(b) — F(a) :== p(la,b]) (a<b)
e crescente e continua a destra.

Dimostrazione. Si osservi che

Fla) = L FO+p(0,2]), sez >0,
F(0) — p(]z,0]), sex <O0;

basta percio fissare F'(0) arbitariamente. Se 2’ < 2, si ha F(2”) — F(2') =
pu(]z’, ") > 0, sicché F & crescente. Sia ora (z,) un’arbitraria successione reale
che decresce a ©  (x, | x). Allora F(z,) — F(z) = p(Jz, zp]) — 0. O

n——+o00
In effetti, in probabilita, si segue una via diversa per definire univocamente la
funzione F' che sara detta funzione di ripartizione. Anziché fissare il valore F'(0) di

F nell’origine, si pone eguale a zero il limite di F' a —oo0.
Vale il seguente importante reciproco dell’ultimo teorema.
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Teorema 1.7.2. Se F' : R — R ¢ crescente e continua a destra, esiste un’unica
misura p : B — Ry tale che p(]a,b]) = F(b) — F(a) per ogni intervallo |a,b] con
a < b. Tale misura & localmente finita e si dice misura di Borel-Stieltjes associata
a F'; la st indica spesso con lip.

Dimostrazione. Sia R 'anello delle unioni finite di intervalli disgiunti, aperti a
sinistra e chiusi a destra, R := U,enRy Ove

Rn:_{AA Uaz,z ],a1 < by <ag <by < --<an<bn}.
=1

In R si definisca v : R — R4 mediante

= S{F(b) - Flai)}:
=1

v, cosi definita, ¢ finitamente additiva; di pid, essa € una misura su R come si
dimostrera di seguito.
Se A ¢ in R, esiste, per ogni € > 0, un insieme B di R tale che la sua chiusura

B sia contenuta in A, vale a dire B C B C A, e che v(A) — v(B) < e. Infatti,
se A = la,b], B sara del tipo Ja + h,b] con h > 0 sufficientemente piccolo (per la
continuita a destra di F si ha

limv(Ja + h,b]) = im[F(b) — F(a+ h)] = F(b) — F(a) = v(A).

h10 [
Si procede in maniera analoga se A ¢ un’unione finita di intervalli. Sia ora (A,) una
successione decrescente di insiemi di R con NpenA, = 0. Fissato e > 0, si scelga, per
ogni n € N, B, € R in modo che sia B,, C B,, C A, e che v(4,) —v(B,) <2

Allora, si ha
N B.=0.
neN

Amo

=1

Esiste r € N tale che

Per rendersene conto, si osservi che gli insiemi R\ B,, formano un ricoprimento

aperto del compatto R = [—o0o0, +0o0]; vi &, pertanto, un ricoprimento aperto finito
di R:
T T T
* — = — -C b~ -C
-UEm)-UENT) -0 (UF).
i=1 i=1 i=1

sicché NI_, B; = () e dunque, a maggior ragione, N/_;B; =0 e

T

A= 4 (ﬂ B) =J A\ B) cJ (A4i\By),
i=1

i=1
onde

<v

N
=1

< w4\ B)) <5221: (1-27") <
=1
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Percio limy, 1o v(Ay,) = 0 e, in virtd del Teorema 1.5.1, v ¢ o—additiva. L’anello
R soddisfa alle ipotesi del teorema di Carathéodory perché R & I'unione numerabile
degli intervalli |—n, n| e perché v & o—finita, in quanto v(]—n, n]) = F(n)—F(—n) <
+00. Esiste percio un’unica misura p su B tale che p(A) = v(A) per ogni insieme
A € R. In particolare, u(]a,b]) = v(]a,b]) = F(b) — F(a). O

La funzione identita soddisfa alle ipotesi del Teorema 1.7.2: F(x) = z per ogni
x € R; la misura associata si dice di Borel-Lebesgue; essa fa corrispondere ad ogni
intervallo [a, b] la sua lunghezza b — a. Questa costruzione della misura di Lebesgue
non ¢ l'unica possibile.

1.8 Funzioni semplici e funzioni misurabili

Definizione 1.8.1. Dati due spazi misurabili (2, F) e (@, F’) si dice che la funzione
f:Q — Q & misurabile (rispetto alle tribi F e F') se, per ogni insieme B di F,
I'immagine inversa di B mediante f appartiene alla tribi F, cioe

VBeF fYB)eF.

Spesso si scrive f: (Q,F) — (€, F') per indicare una funzione misurabile nel senso
di questa definizione. Se poi f & una funzione da € in R o in R spesso si sottintende
la tribi di Borel B in R o in R. In questo caso si scrive f € £°, indicando lo spazio
delle funzioni misurabili da € in R o in R con £° o, se si vuole indicare esplicitamente
la tribi considerata, con £°(€, F), oppure ancora con LY(F). O

Il seguente teorema e di dimostrazione immediata

Teorema 1.8.1. Siano (0, F), (U, F') e (', F") tre spazi misurabili e siano f :
Q—=Qeg:Q — Q' due funzioni misurabili, rispettivamente rispetto alle coppie di

tribau F, F' e F', F'. Allora ¢ misurabile rispetto a F e a F" la funzione composta
gof:Q—Q"

Per verificare se una funzione sia misurabile si ricorre spesso al seguente criterio.

Teorema 1.8.2. Siano (Q1,F1) e (2, F2) spazi misurabili e sia A C Fo una
famiglia di sottoinsiemi di Qo che genera la tribi Fa, cioé F(A) = Fo. Sono allora
equivalenti, per una funzione f : Q1 — Qo, le proprieta:

(a) f é misurabile;
by VAe A f1(A) e F.

Dimostrazione. L’implicazione (a) = (b) e banale.

(b) = (a) Sia G la famiglia dei sottoinsiemi di Q9 la cui immagine inversa
appartiene a Fi: G := {A C Qo : f71(A) € F1}. Per ipotesi A C G. G & una
tribi: Qg € G perché f~1() = Q) € Fyse A€ G, & f1HA%) = [f~1(A)° € F,
cioe A° € G. Infine, se A, appartiene a G per ogni n € N si ha f~1(Upendy) =
UnenS H(Ay) € Fi, cioe UpenA, € G. Ma allora, dalla definizione di tribi generata,
scende che G D Fa, sicché f risulta misurabile. O
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Corollario 1.8.1. Sia (2, F) uno spazio misurabile; affinché la funzione f : Q@ — R
sia misurabile, rispetto a F e a B(R), ognuna delle sequenti condizioni equivalenti
e necessaria e sufficiente:

(a) {f <cp=fN-

(b) {f>c}:=f (e too]) ={weQ: flw
(c) {f =c}:=f([e,+o0]) =

(d) -

< ¢} appartiene a F per ogni ¢ € R;

c} appartiene a F per ogni c € R;

(A\VARRAYS

c} appartiene a F per ogni c € R;
< ¢} appartiene a F per ogni c € R.

Dimostrazione. Ognuna delle famiglie indicate genera B(R). O

Definizione 1.8.2. Una funzione f : R — R (oppure da R in R) che sia misurabile
rispetto alle tribi di Borel si dice boreliana. &

Si osservi la notazione usata per la prima volta nell’enunciato del Corollario
1.8.1, {f < c} = fl([~00,c]) = {w € N: f(w) < ¢} e simili; nel seguito essa sard
usata sistematicamente. Cosi, ad esempio, si scrivera {a < f < b} o {f € [a,b]} in
luogo delle notazioni, equivalenti, ma pit pesanti, f~!([a,b]) oppure

{we:a< flw) <b}.

Un’ampia classe di funzioni f : R — R misurabili rispetto alla tribd di Borel B
¢ data dalle funzioni continue (si vedano gli esercizi). Una funzione indicatrice 14 &
misurabile se, e solo se, I'insieme A appartiene a F. La classe delle funzioni misura-
bili e stabile rispetto a numerose operazioni eseguite in numero finito o numerabile,
come dimostrano i due teoremi che seguono.

Teorema 1.8.3. Siano f,g : Q — R funzioni misurabili e sia o un numero reale.
Sono allora misurabili, se sono definite, anche le funzioni - f, f+g, f2, fT := fVO0,
f===(fNO), |fl, f-g9, fVg, fAg, f™* per ognin € N. Inoltre, se f é misurabile
e positiva sono misurabili anche le funzioni fY", per ogni n € N, e fT per ogni
numero razionale positivo v, r € Q4; se f < 0 & misurabile e n e dispari, anche
Y7 ¢ misurabile.

Dimostrazione. La dimostrazione che « - f € misurabile € una banale applicazione
del Corollario 1.8.1.

Per w € Q ¢ ovvio che si ha f(w) 4+ g(w) > ¢ se, e solo se, esiste un razionale ¢
tale che

flw)>q¢>c—gw).

Q: U{Qn}

neN

Si numerino i razionali

Allora
(Frg>cb=U ((F>a}MHo>c—a})

neN
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per il Corollario 1.8.1, ciascuno degli insiemi dei quali si fa 'unione appartiene a F,
sicché vi appartiene anche la loro unione numerabile. Dunque, f + g ¢ misurabile.

0, se ¢ <0,
{f?<ec} = {f =0}, se c =0,
{=Ve < f </}, se ¢ > 0;

poiché ognuno di questi insiemi & misurabile, f? & misurabile.

Q, se ¢ <0,
{fzc}a sec>0,

sicché {fT > ¢} ¢ in F per ogni c reale; f* & dunque misurabile. In maniera analoga
si stabilisce la misurabilita di f~. Poiché |f| = f*+ f~, anche | f| risulta misurabile.
La misurabilita delle altre funzioni scende ora da quanto & gia stato dimostrato e
dalle identita

Fro=5 {0+ -~
fug=sUf+gtlf—dl,  Frg=l+g-(fVa).

Si & visto sopra che f? & misurabile. Per induzione si supponga che sia misurabile

f™ con n € N. Allora, dalla misurabilita del prodotto di due funzioni misurabili

scende la misurabilita di - f = f**t!, sicché f" ¢ misurabile per ogni n € N.
Vogliamo, infine, studiare la misurabilita di f1/" quando f & positiva; si ha

{fl/”>c}: Q, se c <0,

N {f>c"}, se ¢ > 0.

Se f & negativa e n e dispari, n =2k — 1 con k € N, si ha
{fl/(2k—1) > c} _ {f > ch—l} .

In ogni caso appartiene a F. Dunque, /" & misurabile.
Infine, se r & un numero razionale positivo, si puo scrivere r = p/q, con p e gq
naturali. L’asserto ¢ ora conseguenza di quanto gia visto. O

Teorema 1.8.4. Sia (f,) una successione di funzioni misurabili da Q in R; sono

allora misurabili anche le sequenti funzioni:
(a) VnenSn = sup,en fn;
(b) Anenfn = infnen fn,
(c) limsup,, ;o fn;
(d) liminf, 400 fr;
)

(e) limy, 400 fr se la successione (f,) converge.
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Dimostrazione. (a) {Vpenfn < ¢} = Mpen{fn < ¢} e lasserto segue ora da 1.8.1.
(b) segue da (a) perché Apenfn = — Vnen (—fn)-
(c) limsup,,_, 4 oo frn = infp s 100 gn cON gy 1= SUPL>,, fr € gn € misurabile per ogni
n € N in virtd di (a); 'asserto segue ora da (b). In maniera analoga si dimostra (d).
Quanto a (e), basta osservare che, se la successione (f,,) converge, si ha

lim f, =limsup f, = liminf f, .
n—+o00 n——+oo n—+oo

Il risultato ¢ cosi dimostrato. O
Il seguente corollario € un’immediata conseguenza dei due teoremi precedenti.

Corollario 1.8.2. Sia f una funzione misurabile positiva, f > 0 e x un qualsiasi
reale positivo; € allora misurabile la funzione f*.

Dimostrazione. Basta considerare un’arbitraria successione (ry,)pen di razionali po-
sitivi convergenti a « ed osservare che lim,_, 1 f™ = f*. O

Definizione 1.8.3. Si dice (F)-semplice ogni funzione f : Q@ — R che si possa
scrivere nella forma .
F= ¢,
j=1

ove Aj € Fperj=1,...,n AjNA, =0sej#k U_ A =Qec €R
(j=1,...,n). o

Si puo fare a meno della condizione U;-lzlAj = (; basterebbe, infatti, porre

Apy1 = Q\ U?:1Aj se fosse U?ZlAj =% . Allora, si puo scrivere f = Z?ill cjla;,
ponendo c¢,y1 := 0. Ogni funzione semplice assume un numero finito di valori.
La rappresentazione di una funzione semplice non € unica, fatto che si sfrutta, per
esempio nella dimostrazione del successivo Teorema 1.8.5. Se € ovvio dal contesto
quale sia la tribu alla quale si fa riferimento si dira che una funzione ¢ semplice,

anziché F—semplice.

Teorema 1.8.5. Siano f e g due funzioni semplici; tali sono allora anche le funzioni
af perogmia€R, fEyg, f-g, fVg:=max{f g}, fAg:=min{f g}

Dimostrazione. Sianocy, ..., cpedy, ..., d, numerireali, Ay, ..., A, e B, ..., By
partizioni misurabili di §2, vale a dire U;”ZIAJ- =Up_ B =€, con A; e By in F per
tutti gli indci j e k; infine A;NA; = B;NBj = () per i # j. Si consideri la partizione
pit fine di entrambe (A;NBy) (j=1,....m;k=1,...,n). E ora evidente che si
possono rappresentare f e g ricorrendo alla stessa partizione (A; N By,)

n m
f Z Z Cj ]-AjﬂBk )

k

S
LN
<.

I
N

i
0

dk ]-AjﬁBk )

)
I
<
i
I
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sicché
n m

Z C]+dk ]-A iNBy, »
k=1 j=1

che rende evidente ’asserto per la somma. Si procede in maniera analoga negli altri
casi. O

Teorema 1.8.6. Ogni funzione F—semplice ¢ F—misurabile.

Dimostrazione. Sia f = 377 _; c;1a;; allora {f < ¢} = U{A4; : ¢; < ¢}, che, come
unione finita di insiemi di F, appartiene a F. O

L’importanza delle funzioni semplici & data dal seguente

Teorema 1.8.7. Ogni funzione f : Q — R4 misurabile e positiva é il limite di
almeno una successione crescente di funzioni semplici positive.

Dimostrazione. Per ogni intero positivo s si ponga

{(k )_f }, per k=1,...,2%",

27L
{f>2, per b = 0.

Ay = (1.8.1)

Poiché f & misurabile, tutti gli insiemi Ay, ,, appartengono a F. Inoltre, se k # k' si
ha

2271,

Apn (VA =0 e Q=[] Apn.
=0

La funzione s, : 0 — R, definita da

22n

—1
Sn .:Z o 1a,, +2"14,, (1.8.2)
s=1

e semplice e soddisfa alla diseguaglianza 0 < s, < f.
Se k> 0, si ha A, = Asg—1,n+1 U Aok ny1 che ¢ un’unione disgiunta. Se w ¢ in
Aok—1n+1, si ha sp(w) = spy1(w) = (K —1)/2", mentre, se w € in Ao i1, €

2k —1 2k — 2 1 1
snt1(w) = ontl = ontl T onil sn(w) + o+l

sicché, in ogni caso, sp41(w) > sp(w).. Se, poi, € w € Ag, si osservi che

22n+2

AO,n = AO,nJrl U U Ar,n+1 y
T:22n+1+1

e percio sp(w) = 2" < s,41(w). Dunque, sp(w) < sp41(w) per ogni w € . Sia ora
w € Q tale che f(w) < +o0; esiste allora un numero naturale n tale 2™ > s,(w); un
tale punto appartiene ad un insieme Ay ,, con k > 0. Percio 0 < f(w) —s,(w) <277,
sicché limy, 400 Sp(w) = f(w). Se invece f(w) = 400, si ha s,(w) = 2™ per ogni
n € N, sicché limg_, 4 o0 Sp(w) = 400. O
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Prima di chiudere questa sezione diamo il seguente teorema che in letteratura e
pure noto come “Teorema della classe monotona” e che costiuisce una versione pid
sofisticata del Teorema 1.6.1.

Teorema 1.8.8. Sia H una classe di funzioni limitate da 2 in R s si supponga che
‘H soddisfaccia alle proprieta:

(a) H € uno spazio vettoriale;
(b) la funzione identicamente eguale a 1 appartiene a H;

(c) appartiene a H ogni funzione limitata su Q che sia l'estremo superiore di una
successione (fy,) crescente di funzioni positive di H.

Se, inoltre, sono in H le funzioni indicatrici di ogni insieme in un dato w—sistema Z,
allora appartiene a H ogni funzione limitata definita in Q0 che sia misurabile rispetto
a F(I).

Dimostrazione. Sia f una funzione postiva misurabile rispetto a F(Z) e si supponga

che sia 0 < f(w) < K per ogni w € 2. Come nell’eq. (1.8.2) si definisca per s € N

K228
fs = Z % 1Ak,3>
s=1

ove gli insiemi Ay, 5 sono stati introdotti in (1.8.1). Poiché f & misurabile rispetto a
F(ZI), ogni insieme Ay s ¢ in F(T), sicché 14, , appartiene a #H; e, poiché H ¢ uno
spazio vettoriale, fs appartiene a ‘H per ogni s € N. Ma (fs) tende crescendo a f
sicché f ¢ in H.

Il caso generale scende dall'usuale decomposizione f = ft — f~. O

Esempio 1.8.1. Si considerino lo spazio di probabilita ([0,1[,B([0,1]),A) e la

funzione R,(z) := 2z, — 1 ove x, ¢ la n—esima cifra nello sviluppo binario di
z € [0,1]:
Tn
neN

ove per evitare ambiguita non si considerano gli sviluppi con solo un numero finito
di zeri. Evidentemente

PR o R OV PR S B S VR VR R
(@) = 1, wxell/2,1], 2(¥) = 1, well/4,1/2[U[3/4,1],
Ry = 1 €O 1/SIU /4 3/81U1/2,5/8[U[5/4,7/8)
SZNLL e [1/8,1/4[U[3/8,1/2[U [5/8,3/4[U[7/8,1]

n— 2k 2k +1
—].7 xEUz:(]lil |:2n72j;|:7
Rn(z) =

1 s T € k=0 |:2n, T .

Le funzioni R,, sono misurabili e si chiamano funzioni di Rademacher; esse si usano
in alcuni esempi. |
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1.9 La definizione dell’integrale

La definizione dell’integrale sara date a tappe; prima per le funzioni semplici positive,
quindi per le funzioni misurabili positive, ed infine sara estesa alle funzioni che si
diranno integrabili.

L’integrale per le funzioni semplici positive. Sia (2, F, 1) uno spazio mensu-

rale, sia
n
f= Z ¢ 1a,
=1

una funzione semplice positiva, tale, cioe, che, per ogni indice j, si abbia c; > 0 e gli
insiemi A; appartengano tutti a F, siano disgiunti e costituiscano una partizione di
Q). Si definisca allora come integrale di f rispetto alla misura u la somma

/fd,u = ch w(Aj). (1.9.1)
j=1

Occorre mostrare che la definizione appena data (1.9.1) non dipende dalla particolare
rappresentazione della funzione f. Si considerino due diverse rappresentazioni di f:

n T
f= ch 14, = delBk ;
j=1 k=1

con A; ﬂAj =B; ﬂBj =0Pset %7, U?:lAj = Uzlek =, Cj,dk >0, A;,BL e F
per ogni ¢ < n e per ogni k < r. Percio,

n

pA) = n (Ai N Bj) e u(B)=> pu (Ai N Bj) :
=1 i=1
Se A; N Bj # 0, accade che f(w) = ¢; = dj, per ogni w € A; N Bj; percio,

n

ZCiM(Ai) = zn:i:ciu (Ai m Bj>

=1 =1 j=1
7j=11:i=1 Jj=1

di modo che la (1.9.1) & una buona definizione.
Siano ora f e g due funzioni semplici positive

n T
f:ZCz‘]-Ai e gzzdlej;
i—1 =1

ricorrendo alle rappresentazioni

n T n s
F=YY cilans, e g=>Y_Y dilans

i=1 j=1 i=1 j=1
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si puo scrivere f + g = Z?:l Z;Zl(ci + dj) 14,nB;, onde

/(f+g)dﬂzzn:i(ci+dj)/~t(fli ﬂBj)

i=1 j=1

=Y YA 8) #3440 5)
1= Jj= j= i=
chiM(Ai)—i_;djﬂ(Bj):/fd,u—i-/gd,u,.

Nella stessa maniera si dimostra che, se a e 8 sono reali positivi, si ha

/(af+ﬂg)du=a/fdﬂ+5/gdu,

/fduﬁ/gdu-

Funzioni misurabili positive. Se f : {2 — R, ¢ misurabile, esiste una successione
di funzioni semplici positive (s,) con s, T f (Teorema 1.8.7). Per ogni n € N, ¢
definito 'integrale [ s, dyu; inoltre, si & appena visto che la successione degli integrali

(f0)..,

¢ crescente; essa ammette percio limite. Si definisca

/fdu = ngrfoo/sn dp . (1.9.2)

Occorre dimostrare che la (1.9.2) & una buona definizione, vale a dire che il valore
dell’integrale non dipende dalla particolare successione (s,) di funzioni semplici
scelta per approssimare f. La dimostrazione fa uso del seguente

eche,se 0< f<g, e

Lemma 1.9.1. Sia (s,) una successione crescente di funzioni semplici positive. Si
supponga che esista una funzione semplice positiva g : 0 — Ry tale che

lim s, >g.
n—-+00

Allora
n——+oo

lim Spdp > /gdu. (1.9.3)

Dimostrazione. Sia g = Zle ¢; 14, e si supponga dapprima che sia [ gdp = +o0.
Esiste percio un indice ¢ tale che ¢; > 0 e p(A4;) = +00. Preso ¢ in |0, ¢;, si ponga

E,={s,+e>g} (neN);

la successione (A; N Ey,)nen € crescente e tende a A;, onde

lim p (Ai ﬂ En> = +400.

n—-+00
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Ora,
/sndu > /SnlAmEndH > (c;—e€)p (Ai ﬂ En) — o0,

cio che stabilisce la (1.9.3), in queste ipotesi. Se poi ¢ [ gdu < +o0, si ponga
E:={g>0}=J{4i:c; >0} e F.

Poiché g & semplice, si ha ¢ := min{¢; : ¢; > 0} > 0 e u(F) < +oo. Fissato ¢ € |0, c],
si ha

/Sn dp > /Sn lgng, dp > /(g —¢)1gng, du
= /9 1g,ne dp—ep (En N E) > ) /g 1g,na, dp — ep(E)
c; >0
= ZQ‘M(En ﬂ Ai) —epu(E),

c; >0

e, poiché u(E, N A;) = u(4;),

lim [ s, dy > Zw(Ai)—w(E):/gdu—w(E),

n—-+o0o
c; >0

e, di qui, la (1.9.3) in virtd dell’arbitrarieta di e. O

Siano ora (sy) e (t,) due successioni crescenti di funzioni semplici positive en-
trambe tendenti a f. Fissato r € N, si ha lim,,_, 1+ s, = f > ¢, onde, per il Lemma
1.9.1,

lim Spdu > /trdu,

n—-+00
e, di qui,

lim Spdp > lim trdp.

n—-+o0o r—+00

Scambiando i ruoli delle successioni (sy,) e (¢,) si ottiene la diseguaglianza nell’altro
verso, sicché si puo concludere che

lim Spdp = lim t-du,

n—+oo r—-+00

cio che dimostra che la (1.9.2) & una buona definizione.
Dalla stessa proprieta valida per le funzioni semplici positive si deduce che, se f
e g sono funzioni misurabili e positive e se « e S sono numeri reali positivi, vale

/(af+ﬁg)du=a/fdﬂ+5/gdu~

Funzioni misurabili integrabili. Sia f : & — R misurabile; tali sono anche le
funzioni positive f* e f~. Se tanto f quanto f~ hanno integrale finito, si ponga

[ran= [ au- [ an.
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Definizione 1.9.1. Si dice che una funzione f : Q — R ¢ integrabile se tanto
J fTdu quanto [ f~du sono finiti; si dird che f & semi-integrabile se solo uno
dei due integrali [ f*dp o [ f~ du ¢ finito, precisamente f si dice semi-integrabile
inferiormente se [ ftdu = 4oo mentre [ f~du < +oo nel qual caso si porra
J fdp := 4o0; si dice invece che f & semi-integrabile superiormente se [ f+du <
+00 e [ f7 du = 400, nel qual caso si pone [ fdp := —oc.

Se accade che sia [ fTdp = [ f~ du = +00, non si definisce I'integrale [ f dpu.
Se A € F si definisce 'integrale esteso all’insieme A mediante

[ran= [ r1aau,
A

se esiste 'integrale a secondo membro. &

Dato lo spazio mensurale (£, F,u), 'insieme delle funzioni f : @ — R inte-
grabili rispetto alla misura g sara denotato con £' = L£Y(Q, F,u). Nel seguito si
incontreranno le proprieta di tale spazio.

1.10 Proprieta dell’integrale

Dato uno spazio mensurale (2, F, ) si dice che una proprieta vale quasi ovunque (ab-
breviato in q.o. in italiano, a.e.=almost everywhere in inglese, p.p.=presque partout
in francese) se l'insieme dei punti nei quali la proprieta non vale ¢ contenuto in un
insieme trascurabile, cioe misurabile e di misura nulla.

Teorema 1.10.1. Siano f,g:Q — R funzioni integrabili; allora

(a) esiste finito Uintegrale [ fdu;
A

(b) se ANB =10 con A,Be F, é

/ fdu=!fdu+!fdu;

AUB

(c) f e finita g.o. (u({|f] = +00}) = 0);

(d) f+ g é integrabile e
[t +gau= [ raus [gau,

() f>0= [fdp>0ef>g= [ fdp> [gdu (isotonia);

‘/fdu‘ﬁ/lfdu;

(g) per ogni c reale, cf ¢é integrabile e

/CfdMZC/fdu;

(f) |f| é integrabile e
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(h) f>0e [fdu=0= f=0 qo.;
(1) f=gqo = [fdu=[gdp;
(j) se h:Q — R ¢é misurabile e |h| < |f|, h & integrabile.
Dimostrazione. (a) L’asserto scende dalle ovvie diseguaglianze
0<fP1a<f" e 0<f 1a<f;
la (b) scende dalle relazioni

laup=14+1p,
fflasp=f"1a+f"1p, flavp=f 1la+f 1p.

(c) Se f non fosse finita q.o., almeno uno dei due insiemi
Ei:={f=+400} e Ey:={f=-o0}

avrebbe misura strettamente positiva; si supponga, per esempio, che sia pu(FEq) > 0.
Poiché la definizione di integrale implica che, se f > 0, sia anche [ fdp > 0, dalla
diseguaglianza 0 < f 15, < fT scende

/f*duz/f+du=+oo,
Ey

sicché f non sarebbe integrabile.
(d) Per la (c), si puo supporre che f e g siano finite in tutto 2. Allora

fra=U+9" =(f+9) e frg=1"—f +g" -9,
onde, dal confronto, (f+g)" +f~ +¢9  =(f+9)” +fT +g". Poiché
(f+"<fT+g" e (f+9 <f +g,

si ha, intanto, che (f + g)™ e (f + g)~ sono integrabili. L’asserto ¢ noto per le
funzioni misurabili positive e percio

/(f+g)+du+/f‘du+/g_du=/(f+g)_du+/f+du+/g+du,

relazione dalla quale scende facilmente quanto si voleva dimostrare.
(e) La prima asserzione € ovvia; quanto alla seconda si scriva f = g + (f — g),
ove f — g > 0. Percio

/fduz/gdu+/(f—g)du2/gdu.

(f) Si applichi la (d) a |f| = f* + f~ che risulta quindi integrabile; inoltre

'/fdﬂ‘zl/frdu—/f_du'é/f*du+/f‘du:/|f|du.
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(g)Sec=0,¢ecf=0ec[fdu=0= [(cf)du. Sec>0,¢ (cf)f =cfte
(cf)” =cf™, sicché

/cfd,uz/cf*d,u—/cfdu:c/f+d,u—c/fdu:c/fd,u.

Se, invece, ¢ < 0, si ha (c¢f)™ = —cf~ e (¢f)” = —cfT, onde

[efan=[ten du= [en” o
:/(—c)f— du+c/f+ d,u:c/fdu.

(h) Si osservi che, definendo, per ogni n € N, A, := {f > 1/n}, si ha A,, € F per
ogni n € N e si puo scrivere {f > 0} = UpenAyn; quindi p(f >0) < 30 u(An).
D’altro canto, per ogni n € N, si ha

14,

1 A,
/fdu>n/1AndM=M( ) >0,

n

onde

percio p(Ay) = 0 per ogni n € N, e, di conseguenza p({f > 0}) = 0.

(i) f = ¢ q.o. implica f = gt q.o0. e f~ = g~ q.o.. Gli insiemi Ay, che nel
Teorema 1.8.7 servivano per costruire 'approssimazione di una funzione misurabile
positiva mediante funzioni semplici, hanno, per fT e per g™, la stessa misura; percio,
se (s) e (s),) sono successioni crescenti di funzioni semplici tendono a f e a g
rispettivamente, si ha [ s, dp = [ s], du per ognin € Ne,diqui, [ ftdu= [g¢tdpu.
Similmente si mostra che [ f~du= [¢~ du.

(j) Siha 0 < h™ < |f] e 0 < h™ <|f]; percid gli integrali delle funzioni semplici che
approssimano h™ e h™ sono crescenti e entrambe limitate superiormente. ]

Segue, in particolare, dalle proprieta (d) e (g) del Teorema 1.10.1 che l'insieme
L1(Q, F,p) delle funzioni f : Q — R integrabili rispetto alla misura u & uno spazio
lineare.

I teoremi che chiudono questa sezione sono tra quelli di uso piu frequente.

Teorema 1.10.2. (Teorema di Beppo Levi o di convergenza monotona). Dato lo
spazio mensurale (2, F, 1), se (fn) € una successione crescente di funzioni misurabili
positive che converge puntualmente alla funzione f (necessariamente misurabile e
positiva), si puo passare al limite sotto il segno d’integrale

[ = 1o

nel senso che, se f ¢ integrabile, si ha [ f,dp — [ fdp, mentre, se [ fdu = +o0,
allora [ fndp — +oo.

Dimostrazione. Per ogni n € N sia (sux)ren una successione crescente di funzioni
semplici positive tendente a f,, := limg_1 o0 Spx = fn. Posto

gk = max{spr :n < k},
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la successione (gi) € crescente; inoltre, la funzione g ¢ semplice e positiva. Percio
g = limy_, » g © una funzione misurabile positiva. Ora, si ha, per ognin € N e
per k > n, spr < g1 < fr < f, sicché, facendo tendere k a 400, si ha, per ogni
neN, f, <g< f, diseguaglianza dalla quale scende, facendo tendere n a 400, che

g = f. Siccome
/snkdué/gkdﬂs/fkdu (n<k),

e, per la definizione di integrale di una funzione misurabilie positiva,

sup/gdeZ/gdu,
neN

segue facendo tendere k a +oo, che

[ndn< [oan< tim [ sidu;
k—+oco

si faccia ora tendere n a +o0o per ottenere

li 2du < [ gdp < i du,
n;glm/f M_/g u_kiglm/fk 1

lim /fndu—/gdu—/fdu,
n—-+o0o

vale a dire ’asserto. O

cioe

Naturalmente lo stesso risultato vale se, anziché avere la convergenza puntuale
di (fn) a f, la successione (f,,) converge a f quasi ovunque.

Teorema 1.10.3. (Fatou). Se (f,) € una successione di funzioni misurabili limitata
inferiormente da una funzione integrabile g, f, > g € L' per ogni n € N, allora

/lim inf f, dpu < lim inf/fn du .
n—-+00 n—-+o0o

Dimostrazione. Si supponga, dapprima, g = 0. Posto gy, := infi>, fr (n € N), (gn)
risulta essere una successione crescente di funzioni misurabili positive con
lim g, = liminf f, .

n—400 n—-+00

Poiché f,, > g, per ogni n € N, il teorema di Beppo Levi da

o .
imind [ otz i fanc= [ im ondu= [t fua

Se, invece, g non ¢ identicamente nulla, basta applicare quanto appena dimostrato
alla successione (hy) con hy, := f, — g > 0, tenendo presente che

[hodu= [ foau= [gan e tminth, —tmint £, - g,

che conclude la dimostrazione. O
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Si applichi il lemma di Fatou alla successione (—f,).

Teorema 1.10.4. Se (f,) € una successione di funzioni misurabili limitata supe-
riormente da una funzione integrabile g, f, < g € L' per ogni n € N, allora

/lim sup frpdyp > lim sup/fn du .

n—+400 n—-4o0o

Teorema 1.10.5. (Teorema di Lebesgue o di convergenza dominata). Dato lo
spazio mensurale (Q, F,p), sia g : Q — Ry una funzione integrabile e sia (f,)
una successione di funzioni misurabili f, : (Q,F) — (R,B) (n € N) che converge
puntualmente (o quasi ovunque) alla funzione f; se |fn| < g per ognin € N, allora
f € integrabile e si puod passare al limite sotto il segno d’integrale:

lim /fnd,u—/fd,u.
n—-+o0o

Dimostrazione. Se fp, > 0e f, — 0,1 Teoremi 1.10.3 e 1.10.4 danno

/limsup fndu = /lim inf f,, dp < lim inf/fn du
n—-+00 n—-+o0o

n—-+o0o

< 1imsup/fnd,u < /limsupfndu;

n—-+00 n——+o00

le diseguaglianze scritte sono, in effetti, tutte eguaglianze e percio

lim / fndu=0.
n——+00
In generale, si consideri la successione (hy,) definita, per ognin € N, da h,, := | f,— f|.
Per questa successione sono verificate le condizioni della prima parte, h, > 0

hn — 0. Inoltre, vale h,, < 2g per ogni n € N. Ora, per il Teorema 1.10.1 (f),

- <
‘/fndu /fdu‘ < [ hudn 0,

che da l'asserto. O

Esempio 1.10.1. Sia  un insieme costituito da un’infinitd numerabile o da un
numero finito di punti w,. Assegnare sulla famiglia delle parti di 2 una misura pu
equivale a dare numeri positivi p, = u({wy}). Per ogni sottoinsieme A di €2, si ha

n(A) = Z Hn -

wn €A

Naturalmente, si avra ) p, = p(£2). Ogni funzione f : Q@ — R & misurabile rispetto
alla tribi P(€2); ha senso, percio, considerare I'integrale

J1s1an =32 [ 1= 3 1)l

" {wn}
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La funzione f & dunque integrabile se, e solo se, Y | f(wn)| pn < +00; in tal caso e
[ Fan=3" . (1.10.1)
n

In questo modo, ogni serie assolutamente convergente, oppure ogni somma finita di
numeri reali, ), puo essere riguardata come l'integrale di un’opportuna funzione
rispetto alla misura del contare, vale a dire la misura v definita sulla famiglia delle
parti di N mediante v({n}) = 1 per ogni n € N. Basta, infatti, definire una funzione
f mediante f(n) := a, per avere, secondo la (1.10.1),

S o= 1) =Y ) v({n}) = /de-

La misura del contare non é finita ed attribuisce ad ogni sottoinsieme di N misura
eguale a +o0o se I'insieme ¢ infinito, ed eguale alla sua cardinalita se € finito. ]

1.11 Misura immagine

Siano (€2, F, 1) uno spazio mensurale, ({21, F7) uno spazio misurabile e f una fun-
zione misurabile tra (2, F) e (1, F1). Si puo allora definire una funzione v da F;
in R, mediante

WE)=n[f'(B)]  (EeR).

¢ immediato controllare che v cosi definita ¢ una misura; essa si dice misura imma-
gine di . mediante f . Poiché v(Q;) = pu(Q), v & finita se, e solo se, tale & anche p.
Si ¢ soliti indicare la misura immagine mediante p f~1.

Vale il seguente importante teorema sul “cambio di variabile”.

Teorema 1.11.1. Siano (2, F) e (1, F1) due spazi misurabili e j1 una misura su

(Q, F); se la funzione g : Q3 — R & Fi-misurabile, é
/gd(ufl) —/QOfd/u (1.11.1)
931 Q

nel senso che, se esiste uno dei sue integrali, esiste anche l’altro e i due sono eguali.

Dimostrazione. Alla luce della definizione di integrale, ci si puo limitare a conside-
rare funzioni g : ; — R positive. Sia, dapprima, g = 1 con E € Fi; allora

{1, sew € fHE),

(go fllw) = 0. sewe fU(E):

percid, (1go f) = 1p-1(p) con f~H(E) e Fe

/ gofdu= / 1oy dp = (u fY)(E) = v(E) = / 15 d(uf Y.

Q Q Q1

La (1.11.1) vale dunque per le funzioni indicatrici di insiemi di F; e, come con-
seguenza della linearita degli integrali, per le funzioni F;—semplici positive. Sia g
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una funzione Fj—misurabile e positiva e sia (s,) una successione crescente di fun-
zioni semplici convergente a g; allora (s, o f) tende a g o f crescendo e, di pid, ogni
funzione s, o f & semplice. Il ricorso alla definizione di integrale di una funzione
positiva misurabile completa la dimostrazione. ]

La dimostrazione appena data e il prototipo di molte altre: si stabilisce il risulta-
to per le funzioni semplici, quindi lo si estende alle funzioni semplici positive, quindi,
ancora, alle funzioni misurabili positive ed infine alle funzioni integrabili, sicché, di
fatto, la dimostrazione si riduce a controllare che il risultato sia vero per le sole
funzioni indicatrici.

Sia g una misura finita e f : © — R una funzione misurabile; si definisca una
funzione in R una funzione F' mediante F'(x) := u({f < z}). Si dimostra facilmente
che F' & crescente e continua a destra e che

zll}r_nooF(x) =0 e xgr—l{loo F(z) = pn(92).
Per la dimostrazione basta osservare che, per la misura immagine v = po f~! su
(R,B), si ha F(x) = v(] — 0o, z]) e tenere presente il Teorema 1.7.1. Se prp ¢ la
misura di Stieltjes associata a F' (Teorema 1.7.2), vale il

Teorema 1.11.2. Sia (Q, F, i) & uno spazio mensurale e f : @ — R una funzione
misurabile; se la funzione F': R — [0, u(Q2)] ¢ definita, per ogni x € R da F(x) =
u(f <) risulta uf~' = pp; inoltre se g : R — R & misurabile vale l'equaglianza

/QOfdu= /gduF = /gd(uf_l), (1.11.2)
Q R R

nel senso che, se esiste uno dei due integrali, esiste anche l’altro e i due sono eguali.

Dimostrazione. Alla luce del Teorema 1.6.7, per dimostrare I’eguaglianza

pr(B) = (nf~")(B)

per ogni boreliano B basta mostrare che essa ¢ vera per ogni intervallo ]a, b] con
a,b € R e a < b;in tal caso,

(uf~")(a,b]) = pla < f <b) = F(b) = F(a) = ur(a,b]),

sicché risulta effettivamente pf ! = up.
Per dimostrare la (1.11.2), si ricorra al teorema del cambio di variabile 1.11.1;
poiché puf~! = pp la (1.11.1) da appunto la (1.11.2). O

Spesso l'integrale a secondo membro della (1.11.2) si scrive nella forma

[odur = [ g@)ap) = [ gar.

R R R

che si dice integrale di Lebesque—Stieltjes della funzione f rispetto alla f.r. F.
Se nella (1.11.2) si prende come integrando g : R — R la funzione g(z) := z* con

k € Z+ si ottiene la formula che € spesso utile per il calcolo effettivo dei momenti

/fdeZ/xkduF(x) :/a:de(x).
Q

R R
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1.12 Vocabolario

Diversi dei concetti che si conoscono dai corsi elementari hanno in probabilita un
nome diverso da quello che hanno in un altro contesto; si rende percio necessario un
“yocabolario” che consenta di tradurre i nomi.

Definizione 1.12.1. Si dira spazio di probabilita o spazio probabilizzato uno spazio
mensurale (2, F,P) nel quale la misura P, detta, probabilita o misura di probabilita
sia normalizzata, P(Q2) = 1. &

Definizione 1.12.2. Dato uno spazio misurabile (2, F) si dice variabile aleatoria
(o casuale)(spesso abbreviato in v.a.) una funzione X : 2 — R che sia misurabile
rispetto alle tribi F e B. Qui, B ¢ la tribu di Borel in R. &

Benché nella definizione di v.a. non vi sia menzione di una probabilita definita su
(Q, F), si suole parlare di v.a. sullo spazio di probabilita (2, F,P) perché i problemi
tipici di calcolo delle probabilita sono solitamente riconducibili alla forma: Qual é
la probabilita che una v.a. X assuma valori in un boreliano A?

Le v.a. sono, solitamente, indicate mediante le ultime lettere maiuscole dell’al-
fabeto, con suffissi, ove occorra.

Alla nozione di proprieta valida quasi ovunque, si sostituisce, con lo stesso si-
gnificato, quella di proprieta valida quasi certamente (abbreviato in q.c.). Altri
cambiamenti di linguaggio si incontreranno tra breve.

Nel seguito si considereranno quasi esclusivamente v.a. X q.c. finite, tali, cioe,
che P(|X| = 4+00) = 0. Percio, di fatto, le v.a. saranno funzioni definite in 2 a
valori in R anziché in R. Per indicare che X & una v.a. scriveremo anche X € L?;
e ricorreremo all’abuso di linguaggio che consiste nel considerare piuttosto le classi
di equivalenza che non le singole funzioni. Un tale atteggiamento non puo pero
essere adottato nel trattare di processi stocastici, che saranno perd toccati solo
marginalmente in queste lezioni.

Alla luce del Corollario 1.8.1, per verificare che una funzione X : Q — R sia
una v.a. basta, per esempio, mostrare che, per ogni x € R, appartiene alla tribu F
insieme {X < 2} = X 1([~o0, z]).

Definizione 1.12.3. Data una v.a. X su (2, F,P) si dice legge o distribuzione di X
la misura immagine su (R, B) di P mediante X, cioe la misura P su (R, B) definita
da Px(B) :=P(X~}(B)) = P(X € B) per ogni insieme B € B. <&

Ogni v.a. X induce quindi una probabilita IP su B. Si dice funzione di ripartizione
(o di distribuzione), di solito abbreviato in f.r., della v.a. X la funzione Fx da R in
[0, 1] definita da

Fx(z):=Px(]—o0,z]) =P(X <z) (z€R).

Si scrivera F', in vece di F'x, per la f.r. di una v.a. X tutte le volte che cid non generi
confusione.

Definizione 1.12.4. Due v.a. X e X', non necessariamente definite sopra il medes-
imo spazio di probabilita, si dicono isonome o identicamente distribuite, o, ancora
somiglianti, se hanno la stessa legge, cioe se Py = Pxs. Due v.a. sono iisonome se,
e solo se, esse hanno la stessa f.r.. &
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Analogamente, se una v.a. X definita in (2, F,P) ammette integrale finito, tale
integrale si indichera mediante la notazione

:/Xd]P’,

che si dira speranza (matematica) di X. Si dice varianza di X, se esiste, finita, la
quantita
V(X):=E[(X -EX)?] .

Teorema 1.12.1. (Diseguaglianza di Markov). Sia X wuna v.a. sullo spazio di
probabilita (2, F,P); se X ¢é positiva (X > 0) si ha, quale che sia il numero reale
b>0,

P(X > b) < - E(X).

@\»ﬂ

Dimostrazione. Poiché I'integrale che definisce la speranza & positivo, si ha 0 <
E(X) < 400. Se E(X) = 400, non vi ¢ nulla da dimostrare. Si supponga, percio,
che sia E(X) < +oo, vale a dire, si supponga che X sia integrabile, X € L!, e
si ponga A(b) := {X > b}. Poiché ¢ evidente che X > X - 1,4, risulta, dalla
definizione di speranza, che

E(X) > ]E(X 1A( )) > E(b 1A(b))
=bE(Lap)) = bP(A(b)) = bP(X > 1),

col che la diseguaglianza di Markov e provata. O

Il seguente e un corollario immediato della diseguaglianza di Markov.

Corollario 1.12.1. Se ¢ é un numero reale, € > 0 e n € N, allora

E(X —<")

X —cl>
P(X —cl2e) < =

(1.12.1)

Se, inoltre, la v.a. X ammette speranza e varianza finite si ha, per ogni numero

reale k > 0,
P (1X ~ E(X0)| > ky/V(X) ) < % (1.12.2)

Per la dimostrazione della (1.12.2) basta porre ¢ = E(X) e ¢ = V(X) nella
(1.12.1). La (1.12.2) & nota con il nome di diseguaglianza di Cebysev. Si noti che la
diseguaglianza (1.12.1) ha senso anche quando non esiste finito il momento di ordine
n: infatti se fosse E (| X — ¢|™”) = +o0 la (1.12.1) diverrebbe P (| X — ¢| > ¢) < 400,
che ¢ banalmente vera.

1.13 Gl spazi L?

Gli spazi LP introdotti da F. Riesz sono importanti in molti rami dell’Analisi, ma
sono essenziali anche in Probabilita. Qui di seguito diamo la definizione e le proprieta
che sono indispensabili in un primo approccio alla probabilita.
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Definizione 1.13.1. Dato uno spazio mensurale (£, F, i), si indica con
LP = LP(Q, F, 1) (p €[1,+00])
I'insieme delle funzioni misurabili f per le quali & integrabile | f|P. <&

Dunque
LP = {feﬁoz/lf|pdu<+oo} .

Dato lo spazio mensurale (£, F,u), due funzioni misurabili, f,g : & — R si
dicono eguali (11)-q.0. se u(f # g) = 0; siscrive f ~, g. E immediato controllare che
I’eguaglianza q.o. € una relazione d’equivalenza. E pertanto naturale considerarne
le classi d’equivalenza. Si ha ’abitudine di scrivere f per indicare tanto la funzione
f quanto la sua classe d’equivalenza rispetto all’eguaglianza q.o., ~,.

Si denota con LP = LP(Q, F, u) lo spazio quoziente di £P rispetto alla relazione
d’eguaglianza q.o.

LP(Q, Fop) = LP(QF, 1)/ >~ .

In appendice richiamiamo per comodita la definizione ed alcune proprieta delle
funzioni convesse che saranno utili in queste lezioni.

In questa sezione supporremo che la misura p sullo spazio misurabile (2, F) sia
una probabilita. I risultati che seguono valgono, con opportune modifiche, anche se
44 € una misura finita; se viene meno questa ipotesi non tutti continuano a valere.

Introduce una certa semplificazione nelle formule adottare la notazione, usuale
in probabilita,

B(f) = [ £du
quando si considera 'integrale di una funzione misurabile f (che sia integrabile).

Teorema 1.13.1. (Jensen). Sia (a,b) un intervallo di R (con —oo < a < b < +00),
sia ¢ : (a,b) — R convessa e sia f una funzione misurabile che assume valori in
(a,b). Allora, se f ¢é integrabile, vale la disequaglianza

¢ (E(f) <E(pof). (1.13.1)

Dimostrazione. Si osservi, innanzi tutto, che E(f) € in (a,b). Supponiamo, infatti
che Pestremo a appartenga all’intervallo (a,b); in tal caso, non vi & nulla da provare
perché, per ipotesi f > a e, dunque, per l'isotonia dell’integrale, anche E(f) > a.
Supponiamo allora che 'intervallo (a,b) sia aperto in a, cioé che f > a. In tal caso,
I'isotonia da direttamente solo E(f) > a, come prima, ma non necessariamente
E(f) > a, come asserito; se pero fosse E(f) = a, si avrebbe che ¢ nullo I'integrale
della funzione misurabile positiva f — a, e cid accade solo se la funzione in questione
¢ nulla q.o., vale a dire f = a q.0., contrariamente all’ipotesi. Dunque, E(f) > a.
Analogamente si ragiona per l’altro estremo b.

Inoltre, ¢ ¢ continua, sicché ¢ o f ¢ misurabile. Dalla (1.17.4) dell’Appendice
segue che

(o fllw) = e (E(f)) +a{flw) —E()},
onde, integrando, si ottiene

E(pof) = ¢ &) +{E(S) -E()},

che conclude la dimostrazione. O
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Corollario 1.13.1. Ser>1es>0

E"(171)
E" (111

<E(f]). (1.13.2)
<E(f™) . (1.13.3)
Dimostrazione. Si applichi la (1.13.1) alla funzione

x=o(z):=2", (x>0,r>1)

ottenendo cosi la (1.13.2). Applicando la diseguaglianza (1.13.2) cosi trovata alla
funzione misurabile g := | f|®, si ha la (1.13.3). O

Il risultato che segue e conseguenza immediata del precedente. Lo isoliamo per
metterne in risalto 'importanza per cio che seguira.

Corollario 1.13.2. Se 0 < p < q risulta
EVP (7)) <EY(f]9) . (1.13.4)

Dimostrazione. Nella (1.13.3) si ponga r = ¢/p e s = p. O

La (1.13.4) asserisce che £(Q2, F, ) € incluso in LP(Q, F, u) se 0 < p < g, vale
a dire £9 C LP. Analogamente, si ha L? C LP. Ponendo [|¢||, := EYP(|¢[P) per una
funzione misurabile ¢ di LP con p > 1, la (1.13.4) si scrive [[¢|l, < [l¢lly (p < q)-

Lemma 1.13.1. Siano x,y, a, 8 numeri strettamente positivi con a+ 5 = 1. Siano,
inoltre, s,t >0, p,q > 1 con % + % =1. Allora,

2y’ <ax+ By, (1.13.5)
sP e

st< 4+ —. (1.13.6)
p q

Dimostrazione. La (1.13.5) equivale alla diseguaglianza o Inx+5 Iny < In(az+5y)
che ¢ ovvia perché la funzione logaritmo In : |0, +00[ — R & concava (cio che vuol
dire che —In & convessa). Per ottenere la (1.13.6) basta poi porre

1
o= —, 6:77 {L':sp’ Z/qu,
p q
concludendo cosila dimostrazione. O

Si osservi che la (1.13.5) contiene, come caso particolare, la ben nota disegua-
glianza tra la media geometrica e la media aritmetica di due numeri positivi = e

Y,

,/xygx;y.
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Teorema 1.13.2. (Holder). Siano p,q € |1, 4+00] con
1 1
TSt
p q

Se f appartiene a LP, f € LP, e g appartiene a LY, g € L4, allora il prodotto fg
appartiene a L' e

1fglly < 1715 llglla (1.13.7)
cioe
E(Ifgl) <EVP (") EV (1 £1%) -
Dimostrazione. Non vi ¢ nulla da dimostrare se EV/?(|f[P)EY4(|g|7) = 0. Si sup-
porra percid che sia EV/P(| f|P) EY4(|g|9) > 0. Nella (1.13.6) si ponga

gl
1715 loll,

per ottenere
1 P 1 g/t
ol 11 1l
1fllp lglly = 2 1Az~ q llgllg
dalla quale si ricava la (1.13.7) integrando. O

Per p = ¢ = 2, si ha la diseguaglianza di Schwarz, valida per le funzioni di L2,

I gl < Ifl2llall: (E(1F o) < EV(FDEY2(lgl)) -
Dalla diseguaglianza di Holder segue quella di Minkowski.
Teorema 1.13.3. (Minkowski). Se f e g appartengono a LP con p > 1, allora
1+ gl < £l + llgll (113.8)

Dimostrazione. Non vi & nulla da dimostrare se p = 1; si supponga, percio, che sia
p > 1. &, in primo luogo, evidente che |f 4 g|P & integrabile, o, equivalentemente,
che f + g appartiene a LP, perché

|f+ gl < 22 (1P Vgl") -

Dalla diseguaglianza di Holder scende se, al solito, ¢ ¢ tale che 1/p+1/q =1,

~1 ~1
E(f+9P) <E(If11f +9"") +E (lgl 1f +gIP")
< I EYE(1f +gP7™7) + gl BV (1 + gl™~7)
= (If1lp + llgllp) BV (1f +gI”) ,
che equivale alla (1.13.8). O
La diseguaglianza di Minkowski assicura che LP, con p > 1 &€ uno spazio vettoriale
e che || - ||, : LP — R4 & una norma su LP (ma non su £P). Lo spazio L” ¢ uno
spazio normato che risulta essere completo (Teorema di Fischer—Riesz). Ricordiamo
che si chiama spazio di Banach uno spazio normato che sia completo rispetto alla

topologia della norma. Dunque LP per p > 1 & uno spazio di Banach, mentre L? &
uno spazio di Hilbert con il prodotto interno definito da

(f.g) =E(fg) = /fgdP.
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1.14 Misure definite da una densita

Siano p una misura su (9, .F) e f : © — R, una funzione misurabile positiva. Si
definisca una funzione v : 7 — R} mediante

v(A) = /fd,u (AeF), (1.14.1)
A

allora v & una misura su (Q,F). Infatti, se A = UpenA, con A, € F per ogni
neNeA;NA;j =0sei#j,siha, e si vedano gli esercizi per giustificare taluni dei

passaggi,

o) = [1atan=Y [1a ran=3" [Fau=3"van).

neN nENAn neN

La misura v e detta di densita f e di base p; solitamente la si indica con v = f - pu.

Se la funzione f ¢ integrabile, f € L'(u), la misura v ¢ finita. Se poi, f ¢ a
valori in R anziché in Ry, la (1.14.1) definisce in F una funzione v che & ancora
numerabilmente additiva, anche se non con valori positivi. Una funzione v : F —
R che sia o-additiva si dice misura reale o con segno. In queste lezioni non ci
occuperemo delle misure reali.

Teorema 1.14.1. Se g : Q — R ¢ integrabile rispetto alla misura v = f -, é

/gdy:/gfdu. (1.14.2)

Dimostrazione. La (1.14.2) & ovvia quando g € una funzione indicatrice, g = 14
con A € F; in tal caso, infatti, la (1.14.2) coincide con la (1.14.1). La (1.14.2) vale
allora per le funzioni semplici a causa della linearita dell’integrale e, in virta della
definizione di integrale, per le funzioni positive misurabili. Ma & allora anche vera
per una generica funzione integrabile. O

Lemma 1.14.1. Per una funzione integrabile f : Q — R sono equivalenti le
affermazioni:

(a) f=0p-qo.;
(b) [ fdu =0 per ogni A € F.
A

Dimostrazione. Poiché I'implicazione (a) = (b) & ovvia, bastera dimostrare che
vale I'implicazione inversa (b) = (a). Preso A := {f > 0}, si ha

[rrdu= [Lasdu=o.

sicché f* =0 in virtd del Teorema 1.10.1(h). Similmente si procede per f~. O

Scende dal Lemma 1.14.1 che se v1 e v5 hanno rispettivamente densita fi e fo
rispetto alla stessa base u, 1 = f1 - p e vo = fo - pu, allora vy e vy sono eguali se, e
solo se, le loro densita sono eguali p—q.o..
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Se u e v sono misure sullo stesso spazio misurabile (€2, F), si dice che v ¢ as-
solutamente continua rispetto a u, e si scrive v < p, se si ha v(A) = 0 per ogni
insieme A € F tale che v(A) = 0. E evidente che la (1.14.1) definisce una misura as-
solutamente continua rispetto a u; € notevole il fatto che, con questa costruzione, si
ottengano tutte le misure assolutamente continue rispetto a u: se v € assolutamente
continua rispetto a p esiste una densita f tale che v = f - u. & questo il contenuto
del teorema di Radon-Nikodym del quale daremo di seguito la dimostrazione. Si
tratta di un risultato fondamentale per la Probabilita e la Statistica.

Ricordiamo che si chiama spazio di Hilbert uno spazio vettoriale H dotato di
prodotto interno (-,-) : H x H — C e completo rispetto alla topologia della norma
indotta dal prodotto interno, ||z|| := (x,z)'/? (x € H). Esempi di spazi di Hilbert
sono dati dagli spazi euclidei R" e dallo spazio L%($, F, u1).

Dato uno spazio lineare V', si chiama duale (topologico) V' di V I'insieme, che &
anch’esso uno spazio lineare, dei funzionali lineari e continui definiti su V, cioé

V':={F:V - R oppure C, F lineare e continuo}.

Il seguente, fondamentale, teorema sostanzialmente identifica il duale H’ di uno
spazio di Hilbert H con H stesso.

Teorema 1.14.2. (Riesz—Fréchet). Sia H uno spazio di Hilbert; allora, ogni fun-
zionale lineare e continuo F su H puo essere rappresentato in un’unica maniera
come prodotto interno con un opportuno vettore z € H:

VFeH 3J:2€H VYreH F(z) = (x,2); (1.14.3)
inoltre || F|| = 2]

Dimostrazione. Se F' & identicamente nullo si ponga z = 0. Se invece F' non e
identicamente nullo, il nucleo M di F,

M =%ker F:={z e H:F(z)=0}=F'({0}),

non coincide con tutto H, e, poiché F' & lineare e continuo, € un sottospazio proprio
chiuso di H. Pertanto il complemento ortogonale M non si riduce al solo vettore
nullo; qui,

M+ :={yec H:Yze M (z,y) = 0}.

Sia ora zy € M+ con zg diverso dal vettore nullo; allora,

F(z)
F(z0)

Vo e H F<x— zo):F(:L‘)—F(x):O,

cioe

appartiene a M per ogni x € H. Percio,

Ve e H O:(m—mzo,z@:<x,z0>—m<zo,zo>,
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che equivale a
F(z0)
F(z) = (x, z0) ,
[1z0]12

per ogni x € H. Si ha percio la (1.14.3) ponendo

F(Z())
2= 20 -
|20

Si e cosi dimostrata l’esistenza di un vettore con la proprieta dell’asserto. Per
provarne 1'unicita, si supponga che sia, per ogni x € H,

(x,2) = <l‘,z/>’ ciod (z,2 — Z/> _0;

in particolare, per x = z — 2/, si ha ||z — 2/|| = 0, sicché z = 2/
Infine, segue dalla diseguaglianza di Schwarz che

[F ()] = (2, 2)| < [l |21l

onde F ()
x
< |l=l
edl
sicehé | F|| = sup{|F(z)| : = € H, 2] < 1} < |}2].
D’altro canto, l'ultimo asserto ||F'|| = ||z|| scende ora dall’eguaglianza |F'(z)| =
(= 2) = ll2]1* = [[zIl |=]]- ]

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema di Radon—Nikodym.

Teorema 1.14.3. (Radon—Nikodym). Siano A e p due misure sullo spazio mi-
surabile (2, F) e siano X finita e p o—finita. Sono allora equivalenti le sequenti
condizioni:

(a) A é assolutamente continua rispetto a p, N < ;

(b) esiste un’unica funzione h € L'(u) con h > 0 u—q.o. tale che A\ = h - p, cioé
tale che si abbia, per ogni A € F,

/\(A):Zhdu.

Dimostrazione. L’implicazione (b) = (a) ¢ ovvia. Basta, percio, dimostrare 1'im-
plicazione (a) = (b). Si supponga dapprima che p sia una misura finita. Ponendo
v := A+ u, si definisce una nuova misura finita su (Q, F). Sia ora f € L?(v); la
diseguaglianza di Schwarz da

‘/fdA‘g/ﬂd)\g/mdy

< {/ rf|2dv}1/2 {/du}m — 1l V).
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Percio 'applicazione f — f f d\ definisce un funzionale lineare e continuo di L?(v).
Per il Teorema di Riesz—Fréchet, esiste allora g € L?(v) tale che, per ogni f di L?(v),

risulti
/fd)\ :/fgdy. (1.14.4)

Se A € Fewv(A) > 0 si ha, ricordando che v = XA + p e che, come conseguenza,
v U,

0<\(A4) = /1Ad)\: /gdl/ e MNA) <v(4),
A
donde, per ogni insieme A € F con v(A) > 0,

1

< — <1. .14.

O_V(A)/gdu_l (1.14.5)
A

Quest’ultima relazione implica 0 < g < 1 v—q.o.. Infatti, posto A := {g > 1}, si ha
1
neN neN
Se esistesse un indice n € N tale che v(A,) > 0, la (1.14.5) implicherebbe

1 1
dv>14+ —
(An) /Ang v=itn

una contraddizione, sicché si ha v(A,) = 0 per ogni n € N, e, di qui, v(¢ > 1) =0.
Analogamente si dimostra che pu(g < 0) = 0. Si puod percio assumere, senza perdita
di generalita, che sia 0 < g(w) < 1, per ogni w € . Segue ora dalla (1.14.4) che,
per ogni f € L?(v), si ha

[ran=[roav= [roar+ [rgan.

[ra-gan=[roau. (1.14.6)
Se §:={weQ:g(w)=1},1a (1.14.6) da, per f = 1g,

u(s) = /1ggdu /gd,u /1— ydr = 0.

Per ’assoluta continuita di A rispetto a p si ha A(S) =0 e v(S) = 0. Si puo, quindi
supporre che sia g(w) < 1 per ogni w € Q e porre, nella (1.14.6), f = 14> 7_, 9"

(A € F) per ottenere
/(1 gt da = / (Zg )

A A

cioe

Si applichi, ad entrambi i membri, il Teorema di Beppo Levi 1.10.2,

M) = [ g,

A
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ove
. - - g
k=0 k=0 g
Si osservi che h > 0 e che [|h|du = A(Q) < 400, sicché h & integrabile, h € L!(p).

Per dimostrare 'unicitad di h, a meno di equivalenze, si supponga che esista A’ in
L'(p) tale che per ogni A € F sia

Mm_/ww.

A

VAe F /h’d,u:/hd,u,
A A

Ma allora

sicché h = h' p—q.o..

Si supponga ora che p sia o—finita: in questo caso Q2 = UpenFEy, con p(E,) < 400
per ogni n € N. Non e restrittivo supporre che gli insiemi F,, siano disgiunti; se
cosi non ¢, si puo sostituire la successione (E,,) con laltra (F,,) ove F; = Ej e, per

n > 2,
n—1
F,=E,\ (U Ek> :

k=1

Si considerino ora gli spazi misurabili (F,,, F,,) ove F, ¢ la traccia di F su JF,, vale
a dire F, = FNF,:={BNF,: B¢ F}esiano A, e u, le restrizioni di A e p a
(Fy, Fpn). Poiché ¢, evidentemente, \,, < p,, a tali misure si puo applicare la prima
parte della dimostrazione; si ottiene cosi una funzione ¢,, € L'(ju,) tale che per ogni
E € Fsia

A(EﬂFn):A<EﬂFn> :E/F gpnd,un:E/F on dis.
NF, NEy

Si definisca ora ¢ := »_ _n@n 1p,. Poiché in ogni punto w € Q in solo termine ¢
diverso da zero, la funzione ¢ & integrabile, ¢ € L' (1) e, per ogni E € F, risulta

\E) = [ wdn.
E

che conclude la dimostrazione. O

1.15 Misura prodotto

Siano (€, F1,11) e (Qa, Fa, o) due spazi di misura. La famiglia dei rettangoli
misurabili
fleg::{AXB:AGJTl,BEJTQ}

non ¢ una tribu (si veda I’Esercizio 1.28). Si consideri allora la tribd F(F; x F2)
generata da F; x Fa; questa si dice tribi prodotto e la si denota con F; ® Fo. Ci si
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pone il problema di stabilire in quali ipotesi si possa definire in F; ® F2 una misura
1 con la proprieta

VAeF1 VBeFy  u(AxB)=pu(A)pAB). (1.15.1)
Ha interesse anche stabilire quando la misura pu, se esiste, sia unica.

Definizione 1.15.1. Per ogni sottoinsieme E di €21 x (2o e per ogni punto x € )y,
I'insieme E, := {y € Q9 : (x,y) € E} C Qg si dice sezione di E in x. In maniera
analoga si definisce la sezione E, C 1 di E in y € Q». &

Teorema 1.15.1. Le sezioni di ogni insieme E della tribd prodotto F1 ® Fa sono
misurabili, vale a dire, E, appartiene a Fo per ogni x € {1 e Ey appartiene a Fi
per ogni y € (o.

Dimostrazione. Posto
G={ECU xW:Vee E,ecF, Vye E, € Fi},
risulta F; X Fo C G, cioe G contiene i rettangoli misurabili; infatti

B, sex € A,

(AXB):E:{@, sex & A,

sicché (A x B), € Fa per ogni x € ;. Analogamente si procede per le sezioni
rispetto ai punti y € 3. Per dimostrare il teorema bastera stabilire I'inclusione
G D F1 ® Fo; a tal fine si mostrera che G ¢ una tribi. Data l’evidente simmetria tra
le sezioni in x € 1 e quelle in y € ()9, tratteremo solo le prime.

Evidentemente, tanto () quanto €; x Q9 appartengono a G. Se E ¢ in G, al-
lora (E€), = (E;)¢ € Fa sicché E¢ appartiene a G e G e stabile rispetto alla
complementazione. Sia, infine, (F,) una successione di insiemi di G:

(U En) = U(En)IGJTQ,

neN neN

sicché U,enE, appartiene a G. O

Teorema 1.15.2. Se le misure u1 e pua sono o—finite, allora, per ogni insieme A di
F1® Fa, la funzione x — po(Ay) & Fi-misurabile mentre la funzione y — po(Ay) é
Fo—misurabile.

Dimostrazione. Sia C la famiglia di insiemi A della tribd prodotto F; ® Fo per i
quali & vero che x — pus(A,) € Fi—misurabile. C include la famiglia F; x Fo dei
rettangoli misurabili, 71 x Fo C C; infattise A = E x F con E € F; e F € Fo,
si ha p2(Ayz) = po(F)1g(z) che &, ovviamente, F;-misurabile. Se Al A2 ... A"
sono rettangoli misurabili disgiunti, A* = E* x F' con B € Fi e Fi € Fp (i =
1,2,...,n), allora,

().

M2

i (U] = 3t = Yo 1500
i=1 =1 i=1
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che € misurabile rispetto a Fi, in quanto somma di un numero finito di funzioni
misurabili. Percio C contiene I’anello R delle unioni finite e disgiunte di rettangoli
misurabili. Ma C & una classe monotona perché se A, ¢ in C per ogni n € N e se
Ap 1 A, allora (A,), T Az onde pa [(An)s] = p2(Az): percid pa(Az), come limite
di funzioni misurabili, ¢ misurabile. Si ricorre allo stesso ragionamento se (A;) €
decrescente, anziché crescente. Si puo quindi concludere che C = F; ® Fo. O

Teorema 1.15.3. Se le misure p1 e pa, su (Q1,F1) e (Qa, Fa) rispettivamente,
sono o—finite, esiste un’unica misura o—finita p definita in F1 @ Fo che verifichi la
(1.15.1); essa si dice misura prodotto e si denota con = pu1 @ pa.

Dimostrazione. Si definisca p : F; ® Fo — R, mediante

p() 1= [ a4 dyn (o) (1.15.2)
951

p sara la misura cercata. La definizione (1.15.2) ¢ lecita in virtd del teorema
precedente.
Sia (A™) una successione di insiemi disgiunti di F; ® F». Poiché

Jar| =z,

neN z neN

e poiché anche le sezioni sono disgiunte, si ha

dCONE l(w) e [ St

neN
—Z/ (AZ) dpy (z ZMA”

cio che prova che p & una misura. Per verificare che p soddisfaccia alla (1.15.1) si
ricordi che ps [(A X B)z] = u2(B) 14(x) se A appartiene a F; e B a Fa; percio

p(Ax B) = [ pa(B)1a(e) dua(o) = pa(B) [ L = s (4) ma(B).

Rimane dunque da controllare che p sia o—finita. Siccome tanto p; quanto ps sono
o—finite, esistono successioni (E,,) di insiemi di F; e (F}) di insiemi di F» tali che

UEnzﬁl, UFr:Qz, e p(En) < 4oo, uo(F,) < +oo
neN reN
per ogni n e per ogni r di N. Percio

D xQy = LJ E, x F;

n,reN

Vn,r €N w(Ey, x F.) = u1(Ey) p2(F) < 400.

Si noti che, se R & 'anello delle unioni finite e disgiunte di rettangoli misurabili,
la restrizione v di g a R ¢ una misura tale che v(E x F) = pi(E) pua(F) per ogni
E € Fj e per ogni F € Fo; per il teorema di Carathéodory ¢ unica ’estensione di v
a F1 ® Fo che e la tribu generata da R. Cio stabilisce 'unicita di pu. O
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Teorema 1.15.4. (Fubini-Tonelli). Siano dati due spazi mensurali o—finiti

(Qlaflv.ul) € (927F2a//¢2)-

(a) Sia f : Q1 x Qo — Ry una funzione positiva misurabile rispetto alla tribi
prodotto F := F1 @ Fa; allora, per ogni ogni x € Qy, la funzione y — f(x,y)
¢ Fo—misurabile, la funzione x — [ f(z,y)dpa(y) é Fi—misurabile, ed inoltre
st ha, se p € la misura prodotto u = 1 @ w2,

[ ran=[dmt@) [ ) du. (1.15.3)
Q2

Q1 XQQ Ql

(b) Se f: Q1 xQy — R ¢ F-misurabile ed integrabile rispetto alla misura prodotto
i, allora la funzione y — f(x,y) & integrabile rispetto a pg per quasi ogni
(rispetto alla misura py1) © € Q, la funzione definita pi—quasi ovunque da
x> [ f(z,y)dua(y) é integrabile rispetto a py e vale ancora la (1.15.3).

Dimostrazione. Sia f =14 con A € F = F @ F, allora ogni sezione A, ¢ in F e la
funzione

Y La(r,y) = 1a,(y)

¢ Fo—misurabile per ogni x € Q. Inoltre, ricordando la (1.15.2), si ha

[ am@ [1apanm = @) do@ =ua = [ 1

Ql QQ Ql Ql XQQ

la (1.15.3) vale percio per le funzioni indicatrici di insiemi di F; ® Fa. Per la
linearita degli integrali, 1’asserto vale anche per le funzioni F—semplici. Sia ora (s;)
una successione di funzioni positive F—semplici che tende crescendo alla funzione
misurabile positiva f. L’applicazione y — f(z,y) ¢ Fo—misurabile perché f(z,y) =
SUp,en Sn(,y). Analogamente la funzione

neN
Qo

o5 [ f) duaty) =sup [ s(e,) oty
Qo
risulta Fi;—misurabile; il teorema di Beppo Levi da ora

/ fdu =sup / SndM:SUp/dm(fU) /sn(w,y)duz(y)

neN neN
QlXQQ Ql XQQ Ql QQ

—/dul(ﬂf) sup/sn(a:,y) dpa(y)

neN
Q1 Q2

:/dul(az) /Zlégsn(w,y) du2(y):/dﬂl($)Jf($vy) duz(y) -

Q4 Qo Q1

(b) Poiché f & integrabile, tali sono anche f* e f~. Percid la funzione

v / (@, y) dpa(y)
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e finita per quasi ogni = € ; (rispetto a p;) per il Teorema 1.10.1(c); similmente
si argomenta per f~. Percio la differenza

/ F(y) dua(y) = / 1+ () dpsaly) — / J (2 y) dua(y)
Qs Qo Qo

¢ definita per quasi ogni x € ;. Basta ora applicare la parte (a) separatamente alle
funzioni positive f* e f~. O

Naturalmente, nelle stesse ipotesi, vale anche la relazione simmetrica

/ fdu=/du2(y) /f(x,y)dm(x)-
Q

91 ><Q2 QQ

Si osservi che, per poter scrivere la (1.15.3), occorre verificare che la funzione f sia
integrabile rispetto alla misura prodotto. Si vedano, a tal fine, gli esercizi.

Il procedimento sin qui esposto si adatta, senza particolari difficolta, al prodotto
di un numero finito di misure, cioe alla misura prodotto sullo spazio misurabile

(U XX XU, F1RF® R Fy).

Si presenta, invece, qualche difficolta nel definire la misura prodotto nel caso di un
prodotto numerabile (o di cardinalitd maggiore) di spazi mensurali a meno che le
misure non siano tutte di probabilita, caso che tratteremo di seguito.

Definizione 1.15.2. Sia ((£2,,F,)),cn una successione di spazi misurabili e sia
Q = [I,,en Qs linsieme di tutte le successioni
(Wi,w2, .y wWhy et )

tali che w, appartenga a €2, per ogni n € N. Se E; ¢ in Fj per j = 1,2,...,n,
I'insieme E C ) definito da

[o.¢]
E=E xEyx-—-xE,x [[ @ (1.15.4)
j=n+1

si dice cilindro di base n—dimensionale Fy X Fy X --- X E,,
Un cilindro con base n—dimensionale come quello della (1.15.4) puo essere pen-
sato come avente base di dimensione maggiore; per esempio, il cilindro E definito

dalla (1.15.4) puo essere pensato come un cilindro di base (n + 1)-di-mensionale
E1 X By X -+ X By X Qpair.

Lemma 1.15.1. La famiglia C dei cilindri ¢ un semi—anello di sottoinsiemi del
prodotto cartesiano Q@ =[], .y Q.

Dimostrazione. Si considerino i due cilindri
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ove B; € Fjper j =1,2,...,neF; € Fyperi=12,...,k. Non ¢ restrittivo
supporre, per fissare le idee, che sia k < n; si pud quindi supporre che E e F

abbiano entrambi la base di dimensione n e che sia F; = se j=k+1,...,n.
Ora
ENF= H (E; N Fy) H Q;,
j=1 j=n+1

che € ancora un cilindro. D’altro canto,

n (0.0
E\F=EnF =][(EnF)x ] 9,
j=1 j=n+1

che ¢ anch’esso un cilindro. O

Teorema 1.15.5. Se ((Qn, Fn,Pr)),cn € una successione di spazi di probabilita, e-
siste un’unica misura di probabilita sullo spazio misurabile (2, F), ove Q ¢é il prodotto
cartesiano [[,enQn € F € la tribid, F = F(C), generata dai cilindri di [[,cy Qn,
tale che sul cilindro

assuma il valore

HE X H Q| =Py(E)Po(Ey) ... Pu(Ey).
j=n+1

Dimostrazione. Si definisca P sul semi—anello C mediante
P(E) = [P)l (El) PQ(EQ) .. Pn(En) s

se E ¢ il cilindro (1.15.4).

Per verificare che la funzione d’insieme P cosi definita su C & finitamente additiva,
si supponga che F' sia un cilindro che si puo scrivere come unione disgiunta di altri
due cilindri, F' = F} U F5. Esiste allora un numero naturale N tale che F', F| e Fy
possano essere scritti nella forma

00
E1><E2><~~-XEN>< H Qj.
J=N+1

Si puo ora applicare il Teorema 1.15.3 per ottenere P(F') = P(F}) 4+ P(F3) e quindi
estendere P all’anello R generato da C. Per poter applicare il teorema di esten-
sione di Carathéodory occorre mostrare che P ¢ una misura su R. A tal fine,
basta provare che, per ogni successione decrescente (A,) di insiemi di R tale che
P(A,) — ¢ > 0, si ha N, A4, # 0. Sia (A,) una successione siffatta. Si ponga
H, = Hj’;n 41 $2. Operando come abbiamo appena fatto, si puo definire una fun-

zione d’insieme prodotto (™ definita sulla classe R(™ delle unioni finite di cilindri
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di C(Fp+1, Fnt2,---)- Cosi, per ogni n € N si puo costruire P sul semi—anello C dei
cilindri come prodotto delle n + 1 misure

Py, Py, ..., P, e ™.
Sia Ay (w1) la sezione di A, in w; € Q,
Ap(wi) :={w € Hy : (w1,w) € A} ;

per ogni wy € ) si ha A, (wy) € R, Posto

B, = {wl D (A (wr)) > ;5} ,

B,, & un sottoinsieme di {2; e, di piud, € 'unione finita di insiemi di F7, sicché e esso
stesso in JF7. Dalla decomposizione

Ap = (An N (Bn X Hl)) U (An N (be X Hl))

segue
1
e < P(An) < ]P)l(Bn) + 5 9 [1 — Pl(Bn)]
e di qui
1
Pl(Bn> > 56

per ogni n € N. Poiché (A,,) e decrescente, tale ¢ anche la successione { B, }. Percio

1
IP)1 (mneNBn) > 5 €.

Ora PPy & una misura; di conseguenza, esiste wy; € wj tale che, per ogni n € N,

v (A (wr)) >

DN |

Si fissi wy e si ripeta il ragionamento per la successione (A, (w;)) di sottoinsiemi di
H;. Si ha cosi un punto wy € 29 tale che, per ogni n € N,

v@ (A, (w1, w2)) > ia.

Per induzione si ottiene un punto (wy,ws,...) di [],cn On, tale che, per ogni coppia
di numeri naturali k£ e n, sia

An(W1,W2,. . 'awk) 7£ (D

Ricordando pero la definizione di A,,, che & in R, si vede che (wy,ws, ...) appartiene
ad A, per ogni n, sicché
mnENAn 7& 0 )

e, dunque, P & una misura. ]
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1.16 Completamento di misure

La necessita di tenere conto dei sottoinsiemi di insiemi di misura nulla induce a
considerare il cosiddetto completamento di una misura.

Teorema 1.16.1. Sia p una misura su (2, F) e si definisca con E(u) la classe dei
sottoinsiemi degli insiemi di p—misura nulla

E(p) ={ECQ:INeF, ECN, p(N)=0},
e st ponga
Fpu)={AUE:AecF, Ec&(n)}.
Allora:
(a) F(u) é una tribi;

(b) la funzione 1 : F(p) — Ry definita da i(AU E) := u(A) ¢ una misura su
(2, F(n));

(c) @ é completa, nel senso che, se F' € F(pu) e u(F) = 0, allora appartiene a
F () ogni insieme B C F (e necessariamente é pu(B) = 0).

Dimostrazione. (a) F(u) € stabile rispetto alla complementazione; infatti, sia F' €
F(u),e F=AUE, con Ac F,E€&(u), ECN, NeF, u(N)=0; allora:

FC=ANE°=[A“NN)U (AN NN E°
=(A°NNNE)U(A°N NN E°)
=(A°NNNE)U(A°NN).
Ora AN N¢e Fe AN NNE®C N, sicché F¢ € F(u). Se, poi, per ogni n € N, &
F, € F(u), con F,, = A, UE,, A, € F, E, € E(n), EC Ny, N, € F, u(Ny,) =0,
si ha

UnenFn = (UneNAn) U (UneNEn) ’

ove
UnENAn eF e UneN En - UNn e F

M (UnGNNn) < Z ,U(Nn) =0;
neN
dunque U,enF), € in F e F(u) € stabile rispetto all’'unione numerabile.
(b) Basta controllare che quella data sia una buona definizione. Siano, allora,
A1 UE; = Ay U Ej due diverse rappresentazioni dell’insieme F' € F(pu):

F=AUF, = A UE;,

con Ai € .7:, FE; € 5(,&), E;, CN; e f, M(Nz) =0 (Z = 1,2). Si ha Al\Ag C Eye
quindi
(A1) = p (A1 N Ag) + p (A1 \ A2) = (A1 N Ag) < p(Az2);

simmetricamente si ha p(As) < pu(A1) e dunque p(A;) = pu(Asz).

(c) Sia B C F' € F(u) e u(F) = 0. Scritto F nella forma FF = AUE con A € F,
Ecé&p), ECNeFepN)=0,sihap(d) =0, sicché BC AUN € F con
u(AUN) =0 onde B € £(u) e dunque anche B appartiene a F(u). O
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Si dice che lo spazio di misura (Q, F(u), 1) € il completamento di (2, F, u) e che
la tribd F(p) & il completamento della tribi F rispetto alla misura p.

Teorema 1.16.2. Se (2, F,u) ¢ completo e f = g q.o, allora f ¢ misurabile se, e
solo se, g ¢ misurabile.

Dimostrazione. Per ogni ¢ € R si ha {f < ¢}A{g < ¢} C {f # g}; giacché, per
ipotesi, u(f # g) = 0, gli insiemi {f < ¢} e {g < ¢} differiscono per un sottoinsieme
di misura nulla che & in F, perché F & completa. Percio

{f<eteF = {g<c}erF,

che da l'asserto. O

Il completamento della tribu di Borel & la tribd £(R) degli insiemi misurabili
secondo Lebesgue, mentre il completamento della misura di Borel su B(R) si dice
misura di Lebesgue. Le misure di Borel e di Lebesgue dunque coincidono su tutti
gli insiemi boreliani, in particolare, sugli intervalli.

1.17 Appendice

In questa appendice rivedremo brevemente le proprieta delle funzioni convesse che
servono per lo studio della probabilita.

Definizione 1.17.1. Sia I = Ja,b] con —co0 < a < b < +00 un intervallo aperto
di R. Una funzione ¢ : I — R che, per ogni coppia di punti z e y di I, e per ogni
a € [0, 1] soddisfaccia alla diseguaglianza

plar+(1-a)y) <ap()+ (1 -a)e(y). (1.17.1)

si dice convessa. Si dice, invece, che ¢ € concava se & convessa la funzione —p. <

Si controlla facilmente per induzione che vale la seguente generalizzazione della
(1.17.1); per ogni scelta di n punti z; (j = 1,2,...,n) in I e per ogni scelta di n
numeri positivi o (j =1,2,...,n), oj > 0, con Z;”:l aj; =1, si ha

n n
o[ D iz | <D o).
=1 j=1

Si considerino ora x € I e hy e ho sufficientemente piccoli affinché x 4+ hy e x — ho
appartengano a [ e tali che 0 < h; < hg; scelto a = (ha — h1)/ha nella (1.17.1), si
ha
ho — hy
ha

hi

¢<x>+h2¢<xih2>z¢(

ha —h h
2 1x+1(xih2)>—cp(xih1).
ha ha

Di qui si ricavano facilmente le diseguaglianze

pa+h) —e(x) _ pr+ha) —p(z)
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Queste ultime due relazioni mostrano che il rapporto incrementale destro e quello
sinistro di ¢ sono rispettivamente crescente e decrescente, sicché esistono le derivate
sinistra D~ () e destra DT p(x) di ¢ in o € I. Inoltre per h > 0 e I/ > 0 scende
dalla (1.17.1)
pl—h) —ex) _ plz+ 1) = p(z)
—h - n ’

che mostra che le derivate D~ ¢(x) e D ¢(z) sono finite. Di conseguenza ogni
funzione convessa € continua in I. Segue da quanto detto sopra che si puo scrivere

DT o(x) = jgi(W’ (1.17.2)
D™ p(x) = sup plz) = ely) . (1.17.3)

Percio, se 1 < z9 &
D p(z1) < D+<p(a?1) < p(r2) — p(z1)

T2 — 21

_ plar) = p(z2) < D p(x2) < DT p(x2) ;
T — I

ne consegue che le funzioni
tsDTp(t) e te D p(t)

sono entrambe isotone, e, pertanto, ciascuna di esse ammette al pii un’infinita
numerabile di punti di discontinuita.
Scende dalla (1.17.2) e dalla (1.17.3) che valgono le diseguaglianze

(z)+ DY o(x) (y —x),  sey>u,

o(y) >
>p(x)+ D p(z)(y—2), sey<u,

¥
¥
onde, per ogni y € I e per ogni a; € [D™(z), Dt p(x)],

e(y) = ¢(@) + az (y — ). (1.17.4)

In un punto z nel quale la funzione ¢ sia derivabile, Dt p(x) = D™ p(x) = Dp(z),
si ottiene la relazione elementare ben nota

o(y) > ¢(z) + Dp(z) (y — 7)),

che esprime il fatto geometrico che il grafico di ¢ giace sopra la retta tangente al
grafico in x.
Posto, per z e sin I, gs(x) := ¢(s)+as (x—s), si ha, evidentemente, p(x) > gs(z)

¢(x) = sup {gs(z) : s € I} .

Si noti che, dal punto di vista geometrico, g5 € una retta che si dice linea di supporto
di p. In probabilita e utile il seguente teorema, detto della linea di supporto.
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Teorema 1.17.1. Data una funzione convessa ¢ nell’intervallo aperto I esistono
due successioni (ay) e (by) di numeri reali tali che, per ogni x € I, wvalga la
rappresentazione

o(x) = sup{anx + by},
neN

sicché ¢ ¢ l’estremo superiore di una famiglia numerabile di linee di supporto.

Dimostrazione. Si consideri I'insieme Q N I dei numeri razionali di I; per ogni
numero ¢ € QN1 e

p(r) > gq(r) = @(q) + ag (v — q),

ove
D™ p(q) < ag < DY op(q).

Poiché DTy e D™ sono limitate in ogni intervallo chiuso contenuto in I, la suc-
cessione (o) € limitata. Pertanto esiste una successione (o, ) estratta da (oy) che
converge a a € [D™ ¢, DV ] e

lim gy, () = ¢(x).

n—N

Poiché ¢(z) > g4, (z) per ogni n € N si ha

p(r) = sup {elgn) + ag, (z —aqn)} ,

che prova ’asserto quando si sia posto

an = Qg, e b = ¢(qn) — g, qn

per ogni n € N. O

1.18 Note al Capitolo 1

La teoria della misura come & qui succintamente presentata & scritta nello spirito
del libro (Halmos, 1950). L’approccio di questo libro non & l'unico possibile; un
altro, a prima vista completamente differente, si trova in (Bourbaki, 1965) e nei
libri dei seguaci di questo “autore”. Ritengo che il primo sia preferibile per gli usi
del calcolo delle probabilita in questa scelta confortato dal notare che ¢ anche quella
di un maestro delle probabilita come Doob; si veda (Doob, 1994).

Quello che presento ¢ il bagaglio minimo che deve essere a disposizione di uno
studioso di probabilita; il solo argomento essenziale che ometto qui e ’equiinte-
grabilita, la cui introduzione rimando al Capitolo sulle martingale. Naturalmente
esulano dallo scopo di queste lezioni lo studio delle misure reali, vale a dire delle
funzioni p : F — R che siano o—additive, e quello degli spazi di misura infinita,
p(§2) = +o0.

Nello scrivere queste lezioni mi sono basato soprattutto sui libri (Kingman &
Taylor, 1966), (Ash, 1972) e (Rao, 1987).

Per la storia della teoria della misura di Lebesgue si veda (Hawkins, 1975). In
generale, per la storia della misura e dell’integrazione, si vedano (Pier, 1994.b) e
(Dieudonné, 1978.b). Un riferimento pid recente, ed eccellente, tanto per la storia
quanto per tutti gli aspetti qui trattati, sono i due volumi (Pap, 2002). Un vero
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trattato, che dedica grande attenzione agli aspetti della teoria che interessano la
probabilita sono i due volumi (Bogachev, 2007).

Le idee fondamentali della teoria della misura sono dovute, in gran parte, a
Lebesgue che, nella sua tesi di dottorato (Lebesgue, 1902), le introdusse in R™. 11
concetto di misura svincolato dal sostegno costituito da R", e chiamato talvolta
“misura astratta”, fu introdotto e sviluppato da Fréchet (1915). Questi noto che
non ¢ essenziale che gli insiemi E per i quali ¢ definita la misura p(E) siano misu-
rabili nel senso di Lebesgue: basta che essi costituiscano una triba F e che u sia
numerabilmente additiva su F. Questo svincolava la costruzione della misura dalla
topologia dello spazio R" e consentiva cosi di definire la misura su insiemi “astratti”
qualsiasi Q; ¢ il punto di vista moderno.

La bibliografia sulle probabilita vere e proprie € molto vasta; di seguito do una
selezione dei libri sulla Probabilita che ho tenuto presenti nello scrivere queste lezioni.
Si tratta di un elenco parziale limitato alla letteratura in italiano, inglese e francese;
su molti punti ho fatto riferimento ad altre fonti, che citero nelle note ai vari capitoli.
Qui ricordo:

(Ash, 1972), (Bauer, 1981 e 1986), (Breiman, 1968), (Chow & Teicher, 1978),
(Chung, 1968), (Cramér, 1946), (Dudley, 1989), (Durrett, 1991), (Feller, 1971),
(Fristedt & Gray, 1997), (Jacod & Protter, 2000), (Klenke, 2008), (Kolmogorov,
1933), (Koralov & Sinai, 2007), (Laha & Rohatgi, 1979), (Loeve, 1963), (Méti-
vier, 1968), (Neveu, 1964), (Rao, 1984), (Rényi, 1966), (Stromberg, 1994), (Tucker,
1967), (Williams, 1991).

Non si puo tacere che, tra i libri citati sopra, tre hanno avuto una grande im-
portanza dal punto di vista storico: (Kolmogorov, 1933), monografia densissima
nella quale la probabilita ha trovato il suo assetto moderno e che riporta i risultati
fondamentali, (Cramér, 1946) e (Feller, 1950) che sono stati, per lungo tempo, i soli
testi di riferimento per gli studiosi.

Un approccio differente da quello tradizionale, basato sull’assiomatizzazione delle
speranze anziché delle probabilita si pué trovare in (Whittle, 1992).

Sara bene tenere presenti le voci dell’enciclopedia (Kotz & Johnson, 1982). Si
consultino anche i libri di esempi e controesempi, che sono sempre utili per mettere a
cimento le proprie conoscenze, (Romano & Siegel, 1986), (Stoyanov, 1987) e (Székely,
1986).

Sezione 1.3 Per il Teorema 1.3.1 si vedano (Tarski, 1938) e (Horn & Tarski, 1948).
Per tutta la problematica riguardante le misure finitamente additive si consulti
(Bhaskara Rao & Bhaskara Rao, 1983). Di seguito do la dimostrazione del
Teorema di Tarski basata sul Teorema di Hahn-Banach.

Dimostrazione. Sia B lo spazio di Banach di tutte le funzioni a valori reali
limitate definite in 2, munito della norma della convergenza uniforme

If]] == sup [ f(w)]-
we

Sia S il sottospazio di B costituito dalle funzioni semplici e si definisca il
funzionale I : S — R mediante

I(f)=1 (ZCilAi) 32202‘#(142’) .
i=1 i=1
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Tale funzionale &€ omogeneo: se o € un numero reale, si ha I(« f) = a I(f). Se
f e g sono due funzioni semplici

n
F=)ala, e g=) dilp,
i=1

ove supporremo che sia

si puo scrivere

onde

I(f+9) = ZZ (ci + dj) p(A; N By)

=1 j=1
n k n k

=3 > ap(ANB)+> ) diu(AinBy)
i=1 j=1 i=1 j*1

= icj 7 [Aj N (Ué?:lBj)] + Zd] M Ui 1A ﬂ Bj]
=1

n k
=D cin(di) + Y din(By) =1(f)+1(g).
i=1 j=1
Il funzionale I ¢ dunque lineare; di pit, esso ¢ limitato, perché

()] < ( max ) S (A = £ Q)
=1

1=1,2,...n
di qui
1] < u(2). (1.18.1)
Per il teorema di Hahn—Banach, si puo prolungare il funzionale I come fun-
zionale L a tutto B in modo da conservarne la norma, ||L|| = ||I||. Per ogni
sottoinsieme A di ) si ponga
v(A):=L(1,) .

La linearita di L da ladditivita semplice di v; inoltre, se A appartiene all’al-
gebra A si ha
v(A) = L(1a) =1(14) = p(4),

sicché v estende p. Infine dimostriamo che v & positiva. A tal fine, si supponga,
se possibile, che esista un sottoinsieme B di 2 tale che v(B) < 0. In tal caso
si avrebbe per il complementare B¢ di B

LI = (1L el = [L (1pe)| = v (B) = v(2) = v(B) > u(Q),
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cio che implica
1] = LI > p($2),
che contraddice alla (1.18.1). O

Sezione 1.5 Per il Teorema 1.5.2 si vedano (Banach & Kuratowski, 1929) e (Ulam,
1930). Avverto pero che le varianti di questo teorema sono numerose.

Alle funzioni d’insieme finitamente additive, note anche come cariche ¢ dedi-
cato il libro (Bhaskara Rao & Bhaskara Rao, 1983).

Uno dei problemi che mal si prestano ad un modello numerabilmente additivo
¢ quello della prima cifra decimale; per questo, si veda (Scozzafava, 1981).

Sezione 1.7 L’integrale di Stieltjes fu introdotto in (Stieltjes, 1894); l'integrale
introdotto da Stieltjes si potrebbe chiamare di Riemann—Stieltjes. Questo au-
tore utilizzava la nozione, comune in fisica, di distribuzione di massa: ()
rappresenta la massa concentrata nell’intervallo |0, z] e i salti di ¢ rappresen-
tano la massa concentrata nei punti di discontinuita. Si deve a Radon (1913),
I’aver riconosciuto che si potevano adattare i metodi di Borel e di Lebesgue,
sostituendo alla lunghezza b — a dell’intervallo |a, b] la quantita ¢(b) — ¢(a)
per ottenere la misura di un aperto di R.

Sezione 1.10 I risultati di questa sezione furono tutti introdotti dagli autori dei
quali portano il nome, per l'integrale di Lebesgue, e dunque in un contesto
differente da quello nel quale li presentiamo. Si vedano (Levi, 1906), (Fatou,
1906), (Lebesgue, 1902).

Sezione 1.14 Gli spazi di Hilbert furono introdotti e studiati dal punto di vista
geometrico da (Schmidt, 1908). Gli spazi LP furono introdotti e studiati da
Riesz (1910). Fu introdotta da Jensen (1906) la diseguaglianza che porta il suo
nome. Holder (1889) dimostro la diseguaglianza (1.13.7) nel caso delle somme
finite; egli indico chiaramente il suo debito verso Rogers (1888), tanto che
qualche autore chiama la (1.13.7) diseguaglianza di Rogers—Hdélder. Anche la
diseguaglianza (1.13.8) fu dimostrata nel caso delle somme finite da Minkowski
(1896). Entrambe le diseguaglianze furono estese agli integrali da Riesz (1910).

In generale nel rintracciare gli autori delle diseguaglianze occorre tenere pre-
sente il monito contenuto nell’introduzione di (Hardy et al., 1934): ... we speak
of the inequalities of Schwarz, Hélder and Jensen, though all these inequalitites
can be traced further back; and we do not enumerate explicitly all the minor
additions which are necessary for absolute completeness.

Di fatto ci siamo occupati, sia pur brevemente, dei soli spazi LP con p > 1,
e solo di questi daro le applicazioni; cio accade perché in uno spazio LP con
0 < p < 1 viene meno la diseguaglianza triangolare e il solo funzionale lineare
¢ quello nullo. Si veda, a questo proposito, (Day, 1940).

Mitrinovié¢ & Lackovié¢ (1985) attribuiscono 'origine del termine convesso a
Hermite che lo introdusse nel 1881.

La dimostrazione del Teorema di Fischer—Riesz che gli spazi LP, con p €
[1,+o0[, sono completi pud essere consultata, per esempio, in (Dunford &
Schwartz, 1958) (I11.6.6).
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Il teorema di rappresentazione di Riesz—Fréchet ¢ dovuto indipendentemente
a Riesz (1907) e a Fréchet (1907); esso compare in due note pubblicate nello
stesso fascicolo dei Comptes Rendus.

Le dimostrazioni del teorema di Radon—Nikodym si possono ricondurre a tre:
quella originale degli autori dei quali porta il nome, (Radon, 1913) e (Nikodym,
1930), quella data in questo capitolo e dovuta a von Neumann (1940) ed infine
quella basata sul teorema di convergenza per le martingale. Tutte e tre le
dimostrazioni si possono trovare in (Rao, 1987).

Il teorema di Radon—Nikodym & essenziale per molte applicazioni anche alla
Statistica matematica; a questo proposito, si veda 'articolo (Halmos & Savage,
1949).

Sezione 1.15 Lebesgue (1904) dimostro che per una funzione limitata e misurabile
f definita in un rettangolo (a,b) x (a,b) i due integrali iterati assumono lo

stesso valore
b b b b
/d:v/ f(fv,y)dyz/ dy/ f(z,y)dz.
a a a a

Lebesgue trovo quindi un caso particolare del teorema di Fubini; inoltre,
prendendo come f una funzione indicatrice, si prova l'esistenza della misura
prodotto, almeno sui rettangoli del tipo (a,b) x (a,b).

Per il teorema di Fubini si vedano (Fubini, 1907), (Tonelli, 1909) e 'ultimo
lavoro di Fubini, pubblicato postumo, (Fubini, 1949), nel quale si spiega la
genesi di tale teorema. Per le cautele necessarie nell’utilizzo del teorema di
Fubini si veda articolo (Chatterji, 1986).

1.19 Esercizi sul Capitolo 1

1.1. (a) Sia (A,) una successione crescente di algebre di sottoinsiemi di 2. Anche
A := UpenAp € un’algebra.

(b) Se (F,) una successione crescente di tribu di sottoinsiemi di €2, 'unione U, enF,
non € necessariamente una tribu.

1.2. (a) La famiglia dei sottoinsiemi di N che o sono finiti o hanno il complementare
finito, cioe

A:={ACN:card(4) < Vg o card(A4A°) < Rp}
e un’algebra ma non una tribu.
(b) Se € non & finito o numerabile (card(2) > Wy), la famiglia dei sottoinsiemi di
Q) che o sono finiti o numerabili o che hanno il complementare finito o numerabile,
cioe

F:={ACQ:card(A) <Ny o card(A°) < Ng}
€ una triba.

1.3. Sia A una famiglia di sottoinsiemi di €2 che goda delle seguenti proprieta:

(a) Qe A
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(b) Ac A= A€ A;
(c) A & stabile rispetto all’'unione finita (A1, A2 € A = A1 U Ay € A);

(d) se A, € A per ogni n € N e se gli insiemi della successione (4,) sono a due a
due disgiunti, allora U,enA, € A.

Allora A & una tribu.

1.4. Siano F una tribt e A e B insiemi di F tali che A C B e A # B. Esiste allora
una probabilita P su F tale che P(A) < P(B).

1.5. Se per ogni n di N si ha A,, € F e P(4,) = 1, allora

P(TQNA,L):L

1.6. Per un’arbitraria successione (4,) C F riesce

P (hm inf An> <liminfP(A,) < limsupP(4,) <P (hm sup An> .

n—+00 n—+00 n—-+o0 n—-+oo

sicché A, — A implica P(A,) — P(A) anche se la successione non ¢ monotona, in
altre parole, le probabilita passano al limite lungo tutte le successioni convergenti
di eventi. Si dia I’esempio di uno spazio di probabilita e di una successione di eventi
per i quali le diseguaglianze precedenti siano tutte strette.

1.7. P(A,AA) — 0 implica sia P(A,,) — P(A) sia P(4, N A) — P(A).

1.8. Sia A lalgebra dell’esercizio (1.2)(a). Se u: A — {0,1} & definita mediante

0, secard(A4) < Ng,
p(4) = )
1, se card(A€) < Ng,

allora p ¢ finitamente additiva, ma non o—additiva.

1.9. Nell’insieme N dei numeri naturali si consideri la famiglia D dei sottoinsiemi
A di N per i quali esiste il limite

u(A) = Tim card(A N{1,...,n}) .

n—-+oo n
Tale limite, quando esiste, si dice densita asintotica dell’insieme A. Si mostri che
(a) p & finitamente, ma non o—additiva su D;

(b) D contiene () e N ed & stabile rispetto alla complementazione e alle unioni finite
e disgiunte, mentre non ¢ stabile rispetto alle unioni numerabili o alle unioni
finite non disgiunte.
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(c) Si considerino infine gli insiemi P := {2n : n € N} di tutti i numeri pari e
P¢:={2n—1:n € N} di tutti i numeri dispari. Se

F, = (Pc ﬂ [22n722n+1]> U <P ﬂ [22n+1’22n+2]>
F:= | Fu,

neZy

allora si ha tanto P¢ € D quanto F' € D, ma P N F ¢ D, sicché D non &
un’algebra.

1.10. Nell’esercizio precedente si mostri che, per ogni a € [0, 1], esiste un insieme
E € D tale che u(E) = a.

1.11. Si dia I’esempio di una misura (necessariamente infinita) e di una successione
(A;) di insiemi misurabili per i quali 4,, | ) ma tale che (u(A;)) non converga a
Zero.

1.12. In uno spazio di probabilita (2, F,P), si scriva
A~DB se P(AAB)=0

con A e B in F; “~” & una relazione d’equivalenza su J compatibile con le op-
erazioni di unione, intersezione e complementazione. Si scriva [A] per indicare la
classe di equivalenza di A. Inoltre, nell'insieme quoziente F~ := F|., la funzione
d([4],[B]) := P(AAB) ove A € [A] e B € [B], ¢ una metrica.

1.13. Si mostri che una misura p su (€2, F) ¢ o—subadditiva: se (A,,) & una succes-
sione di insiemi misurabili (non necessariamente disgiunti a due a due), allora

’ (U An> <3 ud).
neN neN
1.14. Per ogni anello R si ha:
(a) 0 eR;
(b ABER=AUBEeR e A\BeR.

1.15. Un’algebra ¢ un anello che contiene 2. Un anello ¢ un’algebra se, e solo se,
stabile rispetto all’operazione di complementazione.

1.16. Ogni misura localmente finita su (R, B) ¢ o—finita.

1.17. In uno spazio topologico Q) si indica con B(Q2) la tribu di Borel, cioe quella
generata dagli insiemi aperti. Se Q e €’ sono spazi topologici e f :  — Q' & una
funzione continua, essa & misurabile rispetto a B(Q2) e a B(Q').

1.18. Sia g una misura infinita, ma o—finita, definita sullo spazio misurabile (2, F).
Allora per ogni k > 0 esiste un insieme A di F tale che u(A) € |k, oof.
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1.19. Si dimostri che, data una funzione semplice

k
s = E a;la;,
j=1

ove gli insiemi A; sono disgiunti, misurabili e formano una partizione di €2, la
funzione semplice s puo essere rappresentata nella forma

k
s = ZBJ 1Cj )
Jj=1

ove gli insiemi C7,Co, ...,y sono misurabili e soddisfanno alle relazioni
ClDCQD"'DCk.

1.20. Siano C; e Cy semi—anelli di sottoinsiemi degli insiemi €27 e {25 rispettivamente.
Allora C; x Cy ¢ un semi—anello di sottoinsiemi di Q7 x Q.

1.21. Se, per ogni n € N, le funzioni f,, sono integrabili, e f, | 0, allora [ f, du | 0.
1.22. Si facciano discendere le diseguaglianze dell’esercizio 3) dal lemma di Fatou.

1.23. Se, per ogni n € N, le funzioni f,, :  — R sono misurabili (e positive), si ha

[ fr

1.24. Se f,g: Q — R sono integrabili si stabilisca la diseguaglianza

/(ng)du</fdu/\/gdu.

Si studii il caso dell’eguaglianza.

1.25. Sia E = U,enF, 'unione numerabile di insiemi disgiunti di 7. Se f: Q — R
e integrabile, si mostri che

[ran=% [rau.

neN E,

1.26. Sia A la misura di Lebesgue su (R, B) e, per ogni n € N, si definisca f, : R - R
mediante f,, := —n? 1j0,1/n[- Si mostri che per tale successione non vale il lemma di
Fatou.

1.27. Se v = p f~1, la o-finitezza di p & condizione necessaria, ma non sufficiente
per la o—finitezza di v.

1.28. Si dia I’esempio di due spazi misurabili (2, F1) e (Q2, F2) tali che la famiglia
JF1 x Fo dei rettangoli misurabili,

leFQ::{AxBZAEFl,BEFQ}

non sia una tribu.
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1.29. Si considerino gli spazi mensurali (€;, F;, ;) con i = 1,2, ove ; = N, F; =
P(N) e p; & la misura del contare (cioe p;({n}) =1 per ogni n € N, i = 1,2). Per
la funzione f : N x N — Z definita da f(n,n) =n, f(n,n+1) = —n, f(n,k) =0 se
k # n,n 4+ 1, si mostri che

[am [ram# [an [ ram.
N N N N

1.30. Si applichi il teorema di Fubini alla funzione

(z,y) = @(z,y) =y exp{—(1+2°)y*} (2,y) €R],

per trovare che

/exp(—tQ) dt = \/27? .

R4

1.31. Gli integrali iterati nel teorema di Fubini possono essere entrambi finiti ma
differenti. Sia Q; = Qo =1 :=[0,1] e u1 = p2 = A, la (restrizione della) misura di
Lebesgue ai boreliani di [0, 1]. Sia (d,,) una successione strettamente crescente con
61 =0elim,d, =1 esia g, : I — R una funzione continua con supporto contenuto
in [0,,0,4+1] e tale che [g,d\ = 1 per ogni n € N. Si definisca f : I x I — R
mediante

f(:E»y) = Z{gn(x) - gn+1(x)}gn(y) .
n=1

[ [renavz [y [ e,
I I I I

1.32. Siano Q) = Q9 = I := [0, 1], p; la (restrizione della) misura di Lebesgue a(i
boreliani di) I e pg la misura del contare su B = B(I), cioe ug(A) = card(A) se
I'insieme A ¢ finito, mentre pg(A) = 400 se A ¢ infinito. Sia, infine, D la diagonale
del quadrato I x I, D := {(z,z) : € I'}. Si mostri che D ¢in B®Bechese f=1p

risulta
/dm/fdm#/duz/fdm.
I I I I

1.33. Siano (2, F) e (21, F1) due spazi misurabili e v una misura su F;. Per quasi
ogni y €  rispetto a v, sia p, una misura su F tale che, per ogni &/ € F, la
funzione y — py(F) sia Fy—misurabile. Se 1 : F — R & definita da

Allora

H(A) = / 1y (A) di(y)

Q
allora:

(a) p € una misura su F; ed ¢ una probabilita, u(2) =1, se v(21) = py(2) =1
per quasi ogni y € y;
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(b) se f: Q — R, & F-misurabile, & F;-misurabile la funzione g : Q; — R definita
da

9(y) = Q/fduy ;

/fd,u—/gdu.
Q

941

inoltre

1.34. Si mostri che, per due misure p e v su (€, F), con v finita, sono equivalenti
le affermazioni:

(a) u < v (p & assolutamente continua rispetto a v);

(b) ad ogni € > 0 corrisponde § = d(¢) > 0 tale che p(E) < e per ogni insieme
E e F conv(E) <.

E ineliminabile la richiesta che v sia finita. Per esempio, si considerino, sullo spazio
misurabile (2, F) con 2 =N e F = P(Q), le misure definite da

pu(A) = Z 27" e wv(A):= Z 2",
neN neN

1.35. Si mostri, mediante un esempio, che la densita di una misura di probabilita
P rispetto ad un’altra misura di probabilita p, con P < u, non € necessariamente
limitata p—q.c..

1.36. In uno spazio mensurale finito (€2, F, ), si supponga che una funzione ¢ di
L! sia tale che per ogni insieme misurabile A € F con u(A) > 0 risulti

1
Oé/soduél;
1(A)

A
allora ¢ assume valori in [0, 1], pu—q.o.

1.37. Nello spazio di probabilita (€2, F,P) si considerino gli insiemi misurabili Ay,

Ao,..., A,. Vale allora la disequaglianza di Bonferroni
P4 EZP(Aj)—ZP(AiﬂAj) .
j=1 j=1 i#j

1.38. Quando vale I'eguaglianza nella diseguaglianza di Hélder? e nella disegua-
glianza di Schwarz?

1.39. Se nello spazio (€2, F, 1) la misura g non ¢ finita puo non valere pii I'inclusione
L1CIPseq>p>1.

(a) Se 2 =N, F =P(N) e pu & la misura del contare, si studii la relazione tra gli
spazi [P := LP(N,P(N), u) e 19 := LY(N,P(N), ) con ¢ > p > 1;

(b) se @ =Ry, F = B(R4), e p = X & la misura di Lebesgue, si mostri che né
L' CL*né L?* C L'
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1.40. Siano pu; e vj due misure sullo spazio misurabile (€25, F;) con j = 1,2 e siano
p=p1 ® o e v =1y ® vy le rispettive misure prodotto su (€, F) con Q = Q) ® Oy
e F = F1 ® Fa. Se pj € assolutamente continua rispetto a vj, pu; < v; (j = 1,2),
con densita f; (u; = fj - vj), si mostri che p & assolutamente continua rispetto a v
e si calcoli la densita f di p rispetto a v.

1.41. Si dia 'esempio di uno spazio misurabile (2, F) e di due misure definite su
(Q, F) che coincidono sugli insiemi di una famiglia C che genera F (F(C) = F).

1.42. Si chiama distanza in variazione di due misure di probabilita p e v su (R, B)
la quantita
dy (1,v) = sup [u(B) — v(B)|
BeB

In questo modo si ¢ definita una distanza sullo spazio M (R, B) delle misure di
perobabilita su (R, B); inoltre si ha

VM,Z/EMl(R,B) Ogdv(u,y> <1.

Se le probabilita p e v sono assolutamente continue, con densita f e g rispetti-
vamente, p = f-AXewv = g- A (A ¢ la misura di Lebesgue su (R, B)), allora
e

dy(u) < [ 17 = gldr <240 (),
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Capitolo 2

La Convergenza Stocastica

2.1 I lemmi di Borel-Cantelli

I seguenti due risultati sono, nella loro semplicita, fondamentali.

Lemma 2.1.1. (Primo lemma di Borel-Cantelli). Siano (Q, F,P) uno spazio di
probabilita e (A,) C F una successione di insiemi misurabili tale che

ZIP)(AH) < +00.
neN
Allora
P (hm sup An> =0.

n—-+o0o

Dimostrazione. La successione di insiemi (Uj>,4;), o © decrescente, sicché

P (hmsupAn) =P ﬂ U Aj

n—-+o0o neN j>n

= P U] < i 3 R =0,
jzn jzn

perché 3, P(4;) ¢ il resto (n—1)-esimo della serie }, .y P(Ay) che ¢, per ipotesi,

convergente. ]

Lemma 2.1.2. (Secondo lemma di Borel-Cantelli). Se gli eventi A, € F sono
indipendenti e se ), P(A,) = +o0, allora

P (hm sup An> =1.

n—-+4o0o

Dimostrazione. Come sopra

P(limsupA, )= lim P ;
(n—H—(XI)) ) n—r+o00 U !

ji>n

69
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Poiché
PlU4 | =1-P[)45] =1-]]P),
ji>n jzn jzn
bastera mostrare che [, P(A5) — 0. A tal fine, si ricordi la diseguaglianza

Inz < x — 1, nella quale il segno d’eguaglianza vale se, e solo se, x = 1. Posto, per
t€[0,1[, x =1—1t,si haIn(l —t) < —t, onde, per s > n,

In H P(AS) = Z InP(AS)
j=n j=n

— glnu —P(4;)) < —X;ZP(Aj) — 0,

onde [[;5, P(A) ——— 0. O

jzn n——+00

Il seguente risultato & una conseguenza immediata dei lemmi di Borel-Cantel-
li. Esso e il prototipo delle cosiddette leggi zero—uno; sono, queste, teoremi che
asseriscono che la probabilita di certi insiemi puo assumere solo i valori zero o uno.

Teorema 2.1.1. (Legge zero-uno di Borel). Se (A4,) é una successione di eventi
indipendenti di F, risulta

P (lim sup An> =0 oppure P <lim sup An> =1,

n—-+00 n—-+0o

secondo che risulti convergente o divergente la serie ), - P(Ay).

Ecco alcune applicazioni dei lemmi di Borel-Cantelli al gioco di testa o croce (o,
se si preferisce, ad un processo di Bernoulli).

Esempio 2.1.1. Si consideri un’assegnata sequenza finita di risultati,

s:=(x1,...,Tk)

ove x; = 1 oppure 0 (i = 1,2,...,k) e si considerino gli eventi

An = {(xn)nGN S {07 ]-}N : (l’n,l'n+1, LI ,$n+k_1) — S}

e sia p € ]0, 1[ la probabilita di successo, P(z, = 1) = 1; {0, 1}V & I'insieme di tutte
le successioni composte di 0 e di 1.

Per far vedere che si ha P(limsup,,_,, ., A,) = 1, non si puo applicare il secondo
lemma di Borel-Cantelli direttamente alla successione (A,,) perché gli eventi che la
compongono non sono indipendenti. Si considerino, tuttavia, gli eventi

By, := A(n—l)k—i—l = {(xn) € {07 1}N : (:‘U(n—l)k—l—lal’(n—l)k—&—% s 7xnk) = 3} .
Questi sono, evidentemente, indipendenti ed inoltre verificano l’inclusione

limsup B,, C limsup A, .
n——+00 n—+o0o
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Ora, P(B,) = P(B1) = P(s) > 0 per ogni n € N, sicché ) P(B,) = +00, cio che
implica
P (hm sup Bn) =1,
n—-+00
e, a fortiori, P(limsup,_, ., An) = 1. Percio, in una serie infinita di lanci di una
moneta, ¢ eguale a 1 la probabilita che un’assegnata sequenza finita di teste e di
croci torni a verificarsi un numero infinito di volte.
Questo risultato complementa quello che si & gia incontrato per il quale occor-
rera aspettare, perché si realizzi per la prima volta la sequenza s, un tempo che e
inversamente proporzionale alla probabilita di s. ]

Ancora, in un processo di Bernoulli, si ponga Y;(1) = 1, Y;(0) = -1 e G, =
> i<nYi. Quando G, = 0, si dira che, al tempo n, il gioco ¢ in parita, oppure,
pensando alla passeggiata aleatoria, che al tempo n, il processo & nell’origine. Se
A, = {G, = 0}, limsup,,_,, ., A, rappresenta I'evento “si ha parita infinite volte”
oppure, pensando alla passeggiata aleatoria, I’evento “il processo torna infinite volte
nell’origine”.

Teorema 2.1.2. Se p # 1/2, allora si ha
P (lim sup An> =0.
n—-+o0o

Dimostrazione. Ora P(Ag,+1) = 0, mentre
2n
IP)(14271) = P(G2n = 0) = ( n >pn qn,

onde
25\ .
P = 3 Ply) = X ()l
neN jeN jen N
Quest’ultima serie & convergente, come subito ci si assicura, usando, ad esempio, il
criterio del rapporto; I’asserto ¢ ora un’immediata conseguenza del Lemma 2.1.1. [J

Rimane da esaminare il caso p = 1/2. Stabiliremo prima il segunete risultato
ausiliario

Lemma 2.1.3. Per ogni a € ]0,1[ esiste una funzione ¢ : N — N tale che
P (|Gp(p| < i) < a.
Dimostrazione. Per ogni k € Z, si ha

lim P(G, =k)=0;

n—-+oo
percio
lim P(G,=k)=0.
n—-+o00o
k|<j
Basta allora scegliere ¢(j) abbastanza grande da avere
> P(Gopy = k) <a,
LS

che conclude la dimostrazione. O
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Teorema 2.1.3. Se p =1/2, allora si ha

P (hmsup An> =1.
n—-+o0o

Dimostrazione. Come nell’esempio 2.1.1 non si puo usare direttamente il secondo

lemma di Borel-Cantelli perché gli eventi della successione (A,) non sono indipen-

denti. Si consideri una successione strettamente crescente (n;) estratta da quella

dei numeri naturali e si supponga che sia nj 1 —n; > 2. Per ogni j € N, sia s; un

naturale con n; < s; < n;;1 e si definisca

Sj Mnj+1
Bj = Z Yk < —ny ﬂ Z Yk > Sj
k=n;+1 k=s;+1

Si noti che B; ¢ un insieme misurabile e che dipende dalle v.a.
Yanrl, Ynj+23 e 7Ynj+1 5

poiché le v.a. della successione (Y},) sono indipendenti anche gli insiemi (B;) lo sono.
Ora, poiché ogni v.a. Yj assume solo i valori 1 e —1, si ha

Gh, :ZYkgnj e Gs; > —s5.

percio, se € Bj, vale tanto G, (Q2) < 0 quanto Gy, (£2) > 0, sicché esiste un
naturale n compreso tra n; + 1 e njyq per il quale G, (€2) = 0. Dunque

limsup B; C limsup {G,, =0} .

j—+o0 n—+4o0

In virtt del secondo lemma di Borel-Cantelli, per dimostrare 1’asserto, basta far
vedere che ¢ possibile scegliere i numeri n; e s; in modo che sia

> P(B)) = +oc. (2.1.1)

jEN

Si proceda ora a scegliere i numeri n; e s; come segue

ny =1 s1=14¢(1),
e, per 7 > 1,
sj = n; + ¢(nj), nj+1 = s;j + (s;)
Ora
Sj Nj+1
P(B)=P| Y Yi<-n;|P[ > Yixs;],
k=n;+1 k=s;+1

e di qui, per la simmetria della passeggiata aleatoria (p = 1/2),

Sj Nj+1

1
P(Bj) = ;P > Wil zn | Pl DD Mil>s5 )
k=n;+1 k=s;+1
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ma i vettori aleatori (Yji1,Yito,...,Yik) e (Y1,Ys,...,Y;) hanno la stessa legge,
sicché per il Lemma 2.1.3

w(s5)

w(n;)
1 1
P(Bj)zzp Zymznj P V3| > s; 21(1—(1)2>0,
k=1 k=1
cio che prova la (2.1.1) e quindi l’asserto. O

2.2  Vari tipi di convergenza stocastica

L’approccio pit ovvio alla convergenza di una successione di v.a. (X, )nen € di sta-
bilire che la successione converga per ogni punto w € ). Per esempio, se X & una
v.a. e X, := X +1/n, la successione {X,,} cosi definita converge a X in ogni w € Q.
Tuttavia, questa definizione € eccessivamente restrittiva. Si consideri infatti un pro-
cesso di Bernoulli nel quale sia p € |0, 1] la probabilita di un successo ad ogni prova;
se X,, = 1 oppure 0 secondo che la n—esima prova abbia avuto come risultato un suc-
cesso o un fallimento, e se S, := (1/n) 3, , X; indica la frequenza dei successi, la
legge dei grandi numeri di Bernoulli asserisce che la probabilita che S, si discosti da
p puo essere resa arbitrariamente piccola al tendere di n a +o0o. Pero S, non tende
a p in ogni punto di Q = {0, 1}"V; per esempio, per la successione (0,0,...,0,...) si
ha S,, = 0 per ogni n € N, mentre per la successione (1,1,...,1,...) e S, =1 per
ogni n € N. ¢ facile dare esempi di successioni per le quali la frequenza dei successi
¢ eguale ad un preassegnato numero (razionale). E cost giustificata 'introduzione di
altri tipi di convergenza. Tutte le v.a. che compaiono nelle definizioni e nei teore-
mi di questa sezione si supporranno definite sopra il medesimo spazio di probabilita
(Q,F,P).

Definizione 2.2.1. Si dice che la successione (X,,) converge quasi certamente alla
v.a. X se esiste un insieme trascurabile N € F, P(N) = 0, tale che per ogni w € N°¢
si abbia X, (w) — X (w). Si scrive allora

X, — X 5 X.
n—-+4oo

Diremo questo tipo di convergenza convergenza quasi certa. &

E opportuno porre la Definizione 2.2.1 in altri termini. Si definisca, per € > 0
fissato arbitrariamente, l'insieme A;. := {|X; — X| < e}. Poiché tanto X; quanto
X sono misurabili, si ha che A;. appartiene a . Si considerino, inoltre, gli insiemi,
che sono tutti misurabili,

Shfiz rw‘ALE

jzn
(§
Sei={J Sne=J[) 4jc =liminf 4, .
n—-+4oo
neN neNj>n

Si osservi che, se 0 < &€ < &', allora, per ogni j € N, si ha Aj. C A, e, di
conseguenza, S. C S./. Sia, ora, (€,) una successione decrescente e infinitesima con
en > 0 per ogni n € N e si ponga S := NpenSe,, € F. L'insieme S non dipende dalla
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scelta della successione (g,); i punti di S sono tutti, e soli, i punti w € €2 per i quali
risulta | X, (w) — X (w)| < €, comunque si fissi € > 0, per tutti gli indici n, tranne, al
pid, un numero finito di essi; tale numero dipende in generale dal punto w; si puo
dunque scrivere P(S) = P (limy, 400 X, = X). Pertanto, dire che la successione
(Xp) converge q.c. alla v.a. X equivale a dire che P(S) = 1.

Poiché la scelta della successione infinitesima (e,,) ¢ irrilevante, si puo prendere,
senza perdita di generalita, £, = 1/n. In questo modo, la condizione che esprime la
convergenza (.c. puo essere espressa nella forma

PN Uﬂ{p@-X;g%} =1.

meNneN j>n

N

E spesso utile la seguente caratterizzazione

Teorema 2.2.1. Per la successione (X)) di v.a. sono equivalenti le proprieta:
(a) (X,) converge q.c. alla v.a. X;
(b) per ogni § > 0, risulta limy, 1 P(S,5) = 1.

Dimostrazione. (a) = (b) Si & visto che P(S) = 1 e poiché S C S, per ogni
n € N, si ha P(S;,) = 1 per ogni n € N. Fissato arbitrariamente § > 0, si scelga un
elemento ¢, della successione (e,,) in modo che sia g, < §. Segue dalla definizione che
Se, € Ss cosi che P(Ss5) = 1. Poiché S5 = U, Sy, 5 = limy, 10 Sy 5, si ha I'asserto.
(b) = (a) Fissato arbitrariamente ¢ > 0, si ponga § = €27%; percio, esiste un
numero naturale ny = n(e, k) tale che, per ogni n > ng, sia

P(S, c0-8) >1—27%,

Poiché

S=1{) S+ () Sy cot = (U ngk) :

keN keN keN
si ha

P(S)>1-P (U Sf%ﬂk)

keN

>1-D P (S ) > 1= 2 =1,

keN keN

che da lasserto. O
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La condizione (b) dell’ultimo teorema si puo scrivere in una delle forme equiva-
lenti:

[e.e]
Jim P ﬂ{\X] X| <o} | =1; (2.2.1)
Jj=n
lim P X, —X|<6|=1; 2.2.2
s (igglﬂ ‘—) | (2:2:2)
Jim P U{\XJ—X|>5} =0; (2.2.3)
j=n
lim P X, —X|>d6|=0. 2.2.4
oJim (?12112' j |>> 0 (2.2.4)

Il seguente semplice risultato illustra 1'uso dei lemmi di Borel-Cantelli nello
studio della convergenza quasi certa.

Teorema 2.2.2. Per una successione (X,) di v.a. definite sullo spazio di probabilita
(Q, F,P) sono equivalenti le sequenti condizioni:

(a) X5, =0 q.c;
(b) Ve >0 P (limsup,_, o {|Xn| >¢c}) =0;
(c) Ve >0 P(liminf, oo{|Xn| <e})=1;

Dimostrazione. Poiché & ovvia 'equivalenza tra le condizioni (b) e (c), basta di-
mostrare che una di queste, per esempio la (c), & equivalente alla (a).
Ora, per il Teorema 2.2.1, X,, — 0 q.c. se, e solo se, posto

Spe = ﬂ{\ij <€},

jzn

e limy, 4o P(Spe) = 1, per ogni € > 0, che e la (c) perché la successione (Sy.) €
crescente. ]

Definizione 2.2.2. Si dice che una successione (X,,) di v.a. definite sullo stesso
spazio di probabilita (Q, F,P) ¢ di Cauchy rispetto alla convergenza q.c. se esiste un
insieme N € F con P(N) = 0 tale che, per ogni € > 0 e per ogni w € N€, si possa
determinare un naturale ny = ng(e) € N con la proprieta che, per ogni scelta di n e
m con m,n > ng, si abbia | X, (w) — X (w)| < e. In termini piu formali, se

PN U N {\Xj_xkknll} 1

meN neN j,k>n

allora (X,,) & una successione di Cauchy. <&
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L’ultima equazione puo essere scritta in forme differenti ma equivalenti; per
esempio, equivale a richiedere che, per ogni € > 0, valga

lim P <sup | Xtk — Xn| < 5) =1. (2.2.5)
eN

n—-+00 k

Teorema 2.2.3. Per una successione (Xy) di v.a. definite sullo spazio di probabilita
(Q, F,P) sono equivalenti le affermazioni:

(a) (X,) converge q.c.
(b) (X,) é di Cauchy rispetto alla convergenza quasi certa.

Dimostrazione. (a) = (b) Si supponga che esista una v.a. X tale X;, - X q.c..
Vogliamo dimostrare che per ogni € > 0 vale la (2.2.5). Si introducano gli insiemi

B:yi={|Xnk— Xul <&}, Ti={() B
neN

So=Ti, S={J 5.

k>n neN

Poiché | X4+ — Xp| < | Xpgr — X| + | Xy, — X|, si ha, se A, . = {|X,, — X| < ¢},

An+k,s/2 ﬂ An,s/2 C BZJW

sicché
SZ/Q - An+k,€/2 m An,5/2 - BrgL,kv

per ogni k € N. Di qui
SZ/Q C T’i = {Sup‘X,,H_k —Xn’ < 6} .
keN

Poiché, per il Teorema 2.2.1, si ha P (Sf/2) — 1, segue anche la (2.2.5).

(b) = (a) Sia (X,,) una successione di Cauchy rispetto alla convergenza quasi
certa, vale a dire sia vera la (2.2.5); si noti che, per ogni naturale r > n, si ha

T5 C {1 Xk — Xal < 2/2} () {IX, — Xl < £/2}
C{1Xr — Xl <},

sicché )
€/2 <
Tk; - Br,k

per ogni r > n e per ogni k € N. Quindi
€/2
Tk < Tlg ’
sicché Tfi/ 2 C S; e percio

lim P(T;/2) < lim P(S5)=P(5).

n—-+oo n—-+oo
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Quest’ultima relazione e la (2.2.5) implicano
P(S°)=1.

Sia ora (g;) un’arbitraria successione infinitesima di numeri strettamente positivi e
si consideri l'insieme
J— €j
S:=() 5%,

JeN
per il quale risulta P(S) = 1. La successione (X, (w)) soddisfa alla condizione di

Cauchy per ogni w € S. Esiste dunque una funzione Y tale che per ogni w € S sia
lim;, oo Xp(w) = Y(w). Tale Y puo essere estesa all’intero spazio €2, ponendo

Y(w), weSs,
X(w) = { O( w eS¢

Poiché P(S¢) = 0, si ha che X ¢ una v.a. e che X,, = X q.c.. O

La convergenza quasi certa non discende, in generale, da una metrica, anzi,
come si dimostrera oltre, non ¢ neppure topologica. Vale il seguente teorema che
non dimostriamo.

Teorema 2.2.4. Sia L° lo spazio delle v.a. che sono quasi certamente finite su
(2, F,P). Affinché esista una metrica su L° che sia compatibile con la convergenza
quasi certa occorre e basta che 0 sia l'unione numerabile punti {w; : j € N} con
P({wj}) > 0 per ogni j € N.

Definizione 2.2.3. Si dice che la successione (X,,) di v.a. converge in probabilita
alla v.a. X se, per ogni ¢ > 0, risulta

lim P(|X, —X|>¢)=0. (2.2.6)
n—+o0o
Si scrivera X, % X. Chiameremo questo tipo di convergenza convergenza in
n—-+0o0
probabilita. O

Vale la pena osservare che la definizione di convergenza in probabilita asserisce
che, per ogni € > 0 e per ogni § > 0, esiste un numero naturale ng = ng(e,d), tale
che per ogni n > ng,

P(|X,—X|>¢)<9.

Si osservi che si & gia incontrato un risultato significativo nel quale compariva la
convergenza in probabilita: si tratta della legge dei grandi numeri di Bernoulli.

Teorema 2.2.5. La convergenza quasi certa implica la convergenza in probabilita.

Dimostrazione. Se la successione (X,,) converge q.c. a X essa verifica la (2.2.4) e
quindi, a fortiori, anche la (2.2.6). O

Si vedra piu avanti che non e necessariamente vero il viceversa; e tuttavia
notevole il seguente risultato
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Teorema 2.2.6. Da ogni successione di v.a. (X,) che converga in probabilita ad
una v.a. X, st puo estrarre una sottosuccessione che converge quasi certamente allo
stesso limite X .

Dimostrazione. Si supponga che (X,,) converga in probabilita a X e si scelga n(k)
in N in modo che risulti P(| X,,5) — X| > 27%) < 27%; si scegliera I'indice n(k + 1)
in maniera analoga, con la sola condizione che sia n(k + 1) > n(k). Il primo lemma
di Borel-Cantelli implica

P <limsup{\Xn(k) - X|> 2’“}) =0,

k— +oo
cioe
P( liminf{|X, ;.  — X|<27F}) =1.
(;Jinféo{' n(k) | < }>

Nella notazione di questa sezione si € appena dimostrato che, con riferimento alla
successione (X, (1)), per ogni k € N, si ha PP (Sy-x) = 1, sicché

]P’(S):IP’(ﬂ 52_k> =1,

keN

vale a dire che X,,;) —— X q.c.. O
k—+o00

Si vedra oltre che la convergenza in probabilita discende da una metrica su L.
Nel seguito useremo liberamente questo fatto.

Definizione 2.2.4. Si dice che la successione (X,,) C L converge alla v.a. X in LP
(oppure in media di ordine p) con p € |0, +oo[ se

lim E(|X,— X[")=0.

n—-+o0o

Questo modo di convergenza sara detto convergenza in LP. <&

Nelle convergenze delle Definizioni 2.2.1, 2.2.3 e 2.2.4, (X,,) converge a X se, e
solo se, (X,, — X) converge alla v.a. q.c. nulla. Nelle dimostrazioni che seguono ci
si limitera dunque, senza perdita di generalita, ad esaminare il caso in cui la v.a.
limite sia (q.c.) nulla.

Teorema 2.2.7. Se p < r, allora la convergenza in L™ implica quella in LP.

Dimostrazione. E conseguenza immediata della (4.5.9). O

Teorema 2.2.8. La convergenza in LP con p € 10, 4+o0[ implica quella in probabilita.

Dimostrazione. E conseguenza immediata della (1.9.4). O

Quest’ultimo risultato ammette un reciproco parziale. Si vedra nel seguito che
questo teorema ¢ conseguenza di un risultato piu generale (Teorema 6.4.2).
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Teorema 2.2.9. Se (X,,) converge a X in probabilita e se esiste una v.a. Y di LP
tale che | X,| <Y, per ognin € N, allora (X,,) converge a X anche in LP.

Dimostrazione. B, intanto, evidente che la condizione |Xn| <Y per ognin € N,
con Y € LP, assicura che la successione (X;,) € in LP. Basta far vedere che da ogni
sottosuccessione di (X,,) se ne puo estrarre un’altra convergente a X in LP. Per il
Teorema 2.2.6 esiste una sottosuccessione (Xn(k)) che converge a X q.c.. Poiché,
evidentemente, si ha |X| <Y, risulta, per ogni k € N,

| Xy — X[P <2°YP,
sicché, per il teorema di convergenza dominata, si ha
lim E(|X - X”)=0,
che da I’asserto. O

Gli esempi che seguono illustrano i rapporti tra i varli modi di convergenza sin
qui introdotti.

Esempio 2.2.1. (La convergenza in LP non implica la convergenza quasi certa).
Sia © = [0, 1] dotato della misura di Lebesgue; si considerino le v.a.
X, = 1]§ s (reN;s=1,...,r)

e le si pensino ordinate secondo ’ordine lessicografico si da avere la successione
(X1, Xo1, X222, X531, X532, X33,...) -

Questa converge in LP per ogni p € ]0, +o0[; infatti

E (|X,.[?) /\medp /Xp dIP’_—

D’altra parte, se w # 0, (X, s(w)) € una successione reale composta da 0 e da 1,
sicché essa converge se, e solo se, e definitivamente costante; pero, essa assume, per
ogni valore di r, esattamente una volta il valore 1 e » — 1 volte il valore 0, sicché non
converge. Percio (X, s) non converge in alcun punto di ]0, 1] e quindi non converge
g.c.. Si osservi che, in virtd del Teorema 2.2.8, (X, ;) tende in probabilita alla
v.a. nulla, sicché essa fornisce anche I'esempio di una successione che converge in
probabilita senza convergere quasi certamente. |

Esempio 2.2.2. (La convergenza quasi certa non implica quella in L?). Nello stesso
spazio di probabilita dell’esempio precedente, si consideri la successione (X,,) ove

Xn = 6”1[07l] .

Si controlla subito che lim,, ;4o X, (w) = 0 se w # 0, onde X,, — 0 q.c.. D’altra
parte, per ogni p > 0 ¢

e"P
E(|XnP)= | XEdP=— — 400.
n

Si osservi che, in virtd del Teorema 2.2.7, (X,,) tende in probabilita alla v.a. nulla,
sicché essa fornisce I’esempio di una succesione di v.a. che converge in probabilita
ma non in LP. |
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Nei due esempi 2.2.1 e 2.2.2 si ¢ visto che la convergenza quasi certa non implica
né & implicata dalla convergenza in LP. Qui di seguito, diamo l’esempio di una
successione che converge sia in LP sia quasi certamente. I rapporti tra i due tipi di
convergenza restano cosi del tutto chiariti.

Esempio 2.2.3. (Una successione che converge sia quasi certamente sia in LP). Sia
X, una v.a. che assume i valori —1/n e 1/n, entrambi con probabilita 1/2. Pertanto,
E (| Xn|P) = 1/(n?) e, quindi, X,, — 0 in LP. D’altro canto, sia A;s := {|X;| < d} e
si noti che, per j < k, si ha |X;| > | Xj|, onde A;5 C A s e percio

Sn.s = ﬂ Ajs=Aps.
j>n
Fissato arbitrariamente § > 0, risulta
P(Sns) =P(A,5) =P(| X, <0) =1,

sen > 1/6, sicché X,, — 0 q.c. in virti del Teorema 2.2.1. |

Esempio 2.2.4. (Se s > r, la convergenza in L" non implica quella in L*). Sia (X,,)
una successione di v.a. tali che X,, = n con probabilita P(X,, =n) =1/n*e X,, =0
con probabilita P(X,, = 0) = 1 — 1/n°. Percio, E(|X,|") = n"/n®* = 1/n°*7" — 0,
sicché X,, — 0 in L", ma E(]X,|*) = 1 per ogni n € N, e quindi (X,,) non tende a
zero in L°. |

La convergenza in probabilita discende da una metrica. Nel prossimo teorema si
da I’esempio di una tale metrica; poiché discende da una metrica si potranno usare
i risultati noti dalla topologia, in primo luogo, si potra parlare della topologia della
convergenza in probabilita.

Teorema 2.2.10. Sia dato lo spazio di probabilita (2, F,P). La funzione dxp :
LY x LY = R, definita da

dgr(X,Y) =inf{e>0:P([ X -Y|>¢) <e} (2.2.7)

¢ una metrica su L°, detta metrica di Ky Fan; inoltre la successione di v.a. (X)

converge in probabilita alla v.a. X se, e solo se, dgp(Xpn, X) —+> 0.
n—-+0o00o

Dimostrazione. Che dxp sia positiva e simmetrica & una conseguenza immediata
della definizione (2.2.7). Si supponga drxp(X,Y) = 0; cid vuol dire, in particolare
che, per ogni n € N risulta

1

P(IX -Y|>1/n? < 5

onde, per il primo lemma di Borel-Cantelli,

1
P (limsup{|X -Y|> 2}) =0,
n—+o0o n

1
P (liminf{X -Y| < 2}) =1,
n—-+oo n

o equivalentemente,
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cioe X =Y q.c., vale a dire X =Y in LP.

Per stabilire la diseguaglianza triangolare, siano X, Y e Z tre v.a. e si ponga
a = dgp(X,Y) e p:= dgrp(Y,Z). Per ogni € > 0, esistono allora due insiemi
misurabili E,(e) e Fg(e) con P(Eq(e)) < a+¢/2 e P(Fg(e)) < B+ ¢/2, tali che
X —Y|<a+e/2in ES(e) e |Y — Z| < B +¢/2 in F§(e). Dunque nell'insieme

Es(e) () F50) = (Bale) U Fale))"

X -Z|<|X-Y|+|Y-Z|<a+B+c¢.
Ora P (Eq(e) U Fp(e)) <P (FEale)) + P (Fp(e)) < o+ S + €. In conclusione,

dKF(X, Z) <a+pB+e= dKF(X,Y) +dKF(Y, Z) + €,

onde l’asserto in virtu dell’arbitrarieta di e.
Si supponga ora che X,, — X in probabilita; allora, per ogni € > 0, si ha
definitivamente
P(| X, —X|>¢) <e;

percio, dxp (X, X) — 0.

Viceversa, si supponga che sia lim,,_, 1 oo dg (X, X) = 0. Si scelgano ora, arbi-
trariamente, ¢ > 0 e > 0 e si scelga altresi 6 < e An = min{e, n}. Per n sufficiente-
mente grande, si ha dgp(X,, X) < 0, che, a sua volta, implica P (| X,, — X| > ) < 4.
Poiché n > 4, si ha

P(|Xn = X[>n) <P(|Xn - X[>0)<d<e,
cioe X,, — X in probabilita. O

Si osservi che da questo teorema scende come conseguenza l'unicita del limite
in probabilita, e quindi, a fortiori, di quello quasi certo. La (2.2.7) non costituisce
'unica maniera di metrizzare la convergenza in probabilita su L°. Esiste un gran
numero di tali metriche; si vedra negli esercizl come costruirle.

Si e visto sopra che la convergenza in probabilita deriva da una metrica; in
genere, essa €, pero, incompatibile con ’esistenza di una norma.

Teorema 2.2.11. Dato lo spazio di probabilita sono equivalenti le proprieta:

(a) la convergenza in probabilita derivi da una norma su L° = L%(Q, F,P);

(b) Q ¢é lunione di un numero finito di punti {w;} con P({w;}) > 0.
Teorema 2.2.12. Lo spazio LY = L°(), F,P) ¢ completo rispetto alla convergenza
in probabilita; in altre parole, (L°,dx ) & uno spazio metrico completo.

Dimostrazione. Sia (X,,) una successione di Cauchy in probabilita, vale a dire che,
per ogni € > 0, esiste un indice v € N tale che sia

dKF(Xn, Xm) <e€
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se m,n > v. Come nel Teorema 2.2.6 si pud mostrare che € possibile estrarre da
(X,) una successione (Xn(k))kEN che sia di Cauchy rispetto alla convergenza q.c..
Esiste, dunque, una v.a. X tale che limj o X,y = X q.c. e quindi anche in
probabilita. Per mostrare che I'intera successione (X)) converge a X in probabilita
si consideri che

drF(Xn, X) < dgp(Xn, Xnw)) + drr(Xnm, X) < 2¢,

se n e n(k) sono abbastanza grandi. O

2.3 La convergenza completa

Un tipo di convergenza che riveste particolare importanza in probabilita & la conver-
genza completa. E spesso importante, si ricordi il teorema integrale di de Moivre—
Laplace, considerare, data una successione (X,,) di v.a. definite sullo stesso spazio
di probabilita (2, F,P), il limite della probabilita P(X,, € |a,b]) che la v.a. X,, as-
suma valori nell’intervallo ]a, b]. Poiché, ricorrendo alla f.r. F), della v.a. X,,, tale
probabilita si scrive

P(X,, € |a,b]) = F,(b) — Fy(a),

¢ evidente U'interesse dello studio del limite della successione (Fy,(x)), eventualmente
con qualche restrizione sul punto z nel quale essa e calcolata.

Definizione 2.3.1. Si dice che la successione di f.r. (F),) converge completamente
alla f.r. F, se, per ogni punto di continuita x di F', si ha la convergenza puntuale di
(Fn(z)) a F(z). Se C(F) indica l'insieme dei punti di continuita di F' la convergenza
completa si esprime nella forma

Vo e C(F) lim F,(x) = F(z);

n—-4o0o
. C e C
cio che si indica con F,, — F. &

La dizione di convergenza completa non & adottata universalmente; pid usata e
I’espressione convergenza debole che, pero, in queste lezioni e riservata ad un altro
tipo di convergenza.

Esistono modi equivalenti di porre la convergenza completa; alcuni si incontre-
ranno in queste lezioni, altri sono dati negli esercizl. Lo spazio delle f.r. & indicato
da D.

Teorema 2.3.1. Se (F),) ¢ una successione di f.r. di D e F appartiene a D, sono
equivalenti le proprieta:

(a) F, S F;

(b) esiste un sottoinsieme denso D di R tale che limy,_, o F,,(x) = F(x) per ogni
zeD.

Dimostrazione. (a) = (b) Basta prendere D = C(F).
(b) = (a) Sia F' continua in zg, z¢9 € C(F'). Allora, comunque si fissi € > 0, esiste
0 =d(e) > 0 tale che

IF(z) = Flao)| < 5
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se |[x—xp| < 6. Poiché D & denso in R, esistono due punti a e b di D che appartengono
all'intervallo Jzg — d, 29 + d[ e tali che sia a < zg < b. Per ipotesi, esiste ng € N tale
che per ogni n > ng, si abbia

e |Fu(b)-F(b) < <

|Fo(a) — Fa)| < & =

2
Allora, per ogni n > ng, si ha

Fy(z0) — F(0) < F(b) — Fzo) < F(b) — F(ao) + % <e

Fo(w0) — F(wo) > Fo(a) — F(ao) > F(a) — F(xo) — % > —¢,

onde |F,,(zo) — F(z0)| < €, se n > nyg. O

Non si deve credere che il limite di una successione convergente di f.r. coincida
(tranne, eventualmente, per un insieme numerabile) con una f.r. come mostrano
gli esempi che seguono. Nel trattare della convergenza completa di f.r. e, percio,
indispensabile assicurarsi che il limite sia anch’esso una f.r..

Esempio 2.3.1. Sia I}, = eu(= 1j o) (7 € N) la fir. di una v.a. che assume q.c.
il valore n; allora Fj,(x) — 0 per ogni z € R sicché la funzione identicamente nulla
non ¢ una f.r.. [}

Esempio 2.3.2. Se, per ogni n € N, F,, & la f.r. della legge uniforme in (—n,n)

0, r< —n,
I (x +n)
F, = — 1._ Hydt=<¢ 22 7 _
n(x) om /oo ( n,n)() o’ I‘G[ nan]v
1, r>n,
allora Fy,(z) — 1/2 per ogni z € R. ]

Esempio 2.3.3. Si consideri la successione di v.a. definita, per ogni n € N, da

1
) di '7
X, = n dispari
0, n pari.
Si consideri la successione delle corrispondenti f.r. (F,,). Per ogni x > 0, si ha
F,(z) =P(X,, <zx)— 1. Percio F, S 0. Nell’origine si ha

0, sen e dispari,

1, sen e pari.
In questo caso la successione (F,,(0)) non ammette neanche limite. [ |

Il seguente € un concetto pit debole della convergenza completa quando sia
applicato alle f.r..
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Definizione 2.3.2. Si dice che una successione (fy,) di funzioni reali a valori reali
crescenti (f, da R in R, 2’ < 2" = f,(2/) < fu(2")) converge debolmente alla
funzione (pure crescente) f se, per ogni x € C(f), e

Tale modo di convergenza sara detto convergenza debole. &

n

Il seguente risultato e di frequente applicazione in Probabilita. Tuttavia, esso non
e probabilistico in natura, sicché tutte le volte che lo si applichera ad un insieme di f.r.
occorrera poi accertarsi che il limite di cui esso asserisce ’esistenza sia effettivamente
una f.r..

Teorema 2.3.2. (Primo teorema di Helly). Sia (f,) una successione di funzioni
crescenti ed uniformemente limitate, cioé |f,| < K per ogni n € N; esiste una
successione estratta dalla data che converge debolmente ad una funzione g crescente,
con |g| < K e che puo essere presa continua a destra.

Dimostrazione. Supporremo, senza scapito di generalita, che ogni funzione f,, sia
positiva e continua a destra. Sia QQ l'insieme dei numeri razionali che si supporra
numerato, Q = {qi1, g2, ... }. La succesione reale (f,(¢1)) € limitata; esiste percid una
successione estratta (fin(q1))nen convergente ad un limite ¢;. Anche la successione
di numeri reali (fi,(g2) € limitata ed ha percio una sottosuccessione che converge
ad un limite co; la si indichi con (f2,(g2)). La successione di funzioni (fa,,) converge
tanto in g; quanto in ¢o e si ha

Jm fon(q1) = 1 e Jm  fon(g2) = 2.

Procedendo in questa maniera, si costruiscono successioni (fxy,)nen tutte estratte
da quella data e con la proprieta che lim, i fin(gj) = ¢; per ogni j < k. Si
consideri la successione “diagonale” (f,,) e la funzione ¢ : Q — R definita da
©(q;) := ¢;. Si ha cosi fun(q) — @(q) per ogni ¢ € Q. Si definisca g : R — R
mediante g(z) := inf{y(q) : ¢ € Q,q > x}; la funzione g cosi definita & crescen-
te e continua a destra. Infatti, sia xy un arbitrario numero reale; esiste allora,
per ogni € > 0, ¢ € Q con ¢ > zg tale che v(q) — g(xo) < e. Si consideri ora
x € |z, q[; dalla definizione di g segue che g(x) < ¢(q), sicché, per ogni z € |xg, q],
e 0<g(x)—g(xg) < p(q) —g(xg) < &, cid che prova la continuita a destra di g. Sia
x € R; allora per ogni g € Q con ¢ > x, si ha, per ogni q € Q,

limsup frn(2) < limsup frn(q) = ¢(q)

n—-+0o n—-+oo

sicché limsup,,_, , o fun(2) < g(2). Analogamente, si ha, per ogni ¢ € Q con ¢ < z,

o > Tim i _
liminf f,,(z) > lﬁﬂliﬁ.lof fan(@) = »(q)

n—-+00

e, dunque, se y < x e g € Q & tale che ¢ < x,

lim inf Jun(z) > sup{e(q) 1 q € Q,q <z} > g(y),

n

e liminf, 1~ fon(x) > £~ g(x). In particolare, se g € continua in z, si ha

lim fou(z) = g(x).

n—-+o0o

Poiché 0 < f < K, epure 0 < g < K. O
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Quando il teorema di Helly si applica ad una successione di f.r., il limite non
& necessariamente una f.r. perché potrebbero non essere soddisfatte le proprieta di
limite a —oco e a +00.

Oltre a quelli incontrati in precedenza vi € un altro tipo di convergenza per una
successione di v.a..

Definizione 2.3.3. Si dice che una successione di v.a. (X,,) converge in legge o in
distribuzione alla v.a. X se, essendo F), la f.r. di X, e F'la f.r. di X, la successione

(F},) converge completamente a F'; tale convergenza si indica con X, EN'¢ <&

Per la convergenza in legge di una successione di v.a. non occorre che tutte
le v.a. della successione siano definite sopra il medesimo spazio di probabilita. La
convergenza in legge non ngode delle proprieta alle quali si & soliti pensare trattando
di limiti; si vedra che il limite in legge non é necessariamente unico, che il limite di
una somma non sempre ¢ eguale alla somma dei limiti e cosi via. Ovviamente se si
considera la convergenza in legge in relazione ad altri tipi di convergenza, allora si
richiedera che tutte le v.a. siano definite sullo stesso spazio di probabilita.

Teorema 2.3.3. (La convergenza in probabilita implica la convergenza in legge).
Se (X,) € una successione di v.a. sullo spazio di probabilita (0, F,P) che converge
in probabilita alla v.a. X, allora vi converge anche in legge,

P L
X, — X=X, — X.
n—-+o00 n—-+o00

Dimostrazione. Sia z' < xz < z". Poiché
{(X <o’} = ({Xn <2}n{X <2}) | ({Xn > 2} n{X <2'})
C{Xn<at | ({(Xn>a}n{X <2},

si ha
F(2') < Fp(z) + P (X, >z, X <2a') .

o P .
Poiché X,, ——— X ex — 2’ >0, si ha
n—-4o0o

P(Xp>z,X<a')<P(|X,—X|>z—2") ——0.

n—-+o00

Percio
F(2') < liminf Fy,(z) .

n—-+00

Scambiando i ruoli di X, e X, si ha

Fo(z) < F(@")+P(X > 2", X, <x)

limsup F,(z) < F(z").
n—-+00
Percio
F(2') < liminf F,(z) < limsup F,,(z) < F(2"). (2.3.1)

n—+o0 n—+00
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Si supponga ora che z sia un punto di continuita per F, x € C(F), e si facciano
tendere 2’ e 2’ a , 2’ crescendo e 2" decrescendo, =’ 1 x, " | x, ottenendo cosidalla
(2.3.1)

lim F,(z) = F(z),

n—+4o0o

cioe 1'asserto. O

Esempio 2.3.4. (La convergenza in legge non implica quella in probabilita). Sia
X una v.a. che assume i valori 0 e 1, entrambi con probabilita eguale a 1/2 e sia
Y la v.a. definita da Y := 1 — X. Evidentemente, X e Y hanno la stessa f.r.
F = (g0 + €1)/2. Si consideri la successione (X,,) con X, = Y; essa converge in
legge a X, ma poiché |X,, — X| =|Y — X| =1, non vi converge in probabilita. W

L’ultimo esempio stabilisce inoltre che il limite in legge non ¢ unico perché la
successione (X,,) li considerata converge in legge sia a X sia a Y.

Teorema 2.3.4. Per una successione di v.a. (X,,) sono equivalenti le condizioni:
(a) (Xp) converge in probabilita alla v.a. X = a q.c.;
(b) (X,) converge in legge alla v.a. X = a q.c..

Dimostrazione. L’implicazione (a) = (b) € contenuta nel Teorema 2.3.3.
(b) = (a) Se X — a in legge, si ha lim, 100 F(z) = 4(z) per ogni  # a e
quindi, per ogni € > 0,

P(X,—a<—¢)=PX,<a—¢)<F,(a—¢),
PX,—a>e)=P(X, >a+¢e)=1—-F,(a+¢),

relazioni dalle quali scende immediatamente P(|X,, —a| > ¢) — 0. O

I risultati sulle relazioni tra i vari tipi di convergenza sono riassunti nella Figura
3.1, nella quale le frecce indicano le implicazioni.
E notevole e spesso utile il seguente

Teorema 2.3.5. (Skorohod). Siano F, (n € N) e F fr. e si supponga che (F,)
converga completamente a F. Esistono allora uno spazio di probabilita (2, F,pu) e
va. Xp, (neN) e X su (Q,F,u) tali che

(a) perognin e N, Fx, = F, e Fx = F;
(b) limy, 400 X =X p—q.c..

Dimostrazione. Si ponga 2 = 10,1[, F = B(]0, 1[) e sia u la restrizione della misura
di Lebesgue a(i boreliani di) |0, 1[. Per w € ]0, 1], si ponga

Xp(w):=inf{z eR:w < Fy(z)} e X(w):=inf{zreR:w<F(x)}.
Risulta, allora, w < F,,(z) se, e solo se, X,,(w) < z e percio

pfw: Xn(w) <a}) = p({w: w < Fu(@)}) = Falz),
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sicché F;, e la f.r. della v.a. X,,; similmente si dimostra che F ¢ la f.r. di X. Fissato
w €]0,1] e dato € > 0, si scelga un punto z di continuita per F, z € C(F') in modo
che X(w) —e <z < X(w). Allora, ¢ anche F'(z) < w. Ora, F,,(x) — F(z) implica,
per n sufficientemente grande, che sia F,(z) < w, onde

X(w)—e<z< Xp(w);

percio iminf, 1o X, (w) > X (w). Se w’ > w, siscelga 2’ € C(F) tale che X (w') <
¥ < X(W)+e diquiw< ' < F(2') e, percio, per n sufficientemente grande, &
w < F,(2'), da cui scende

Xp(w) <2 < X(W)+e.

Quindi, per w’ > w, si ha limsup,,_,,  Xp(w) < X(w'). Dunque, X,(w) = X (w)
se X & continua in w. E perd facile vedere che X & crescente in ]0, 1[ sicché ha, al
pid, un’infinitd numerabile di punti di discontinuita; inoltre, 'insieme dei punti di
discontinuita di X ha misura nulla rispetto alla misura di Lebesgue. O

La dimostrazione appena data del teorema di Skorohod usa in maniera essenziale
I’ordinamento dei reali. Benché il teorema sia ancora valido in condizioni di maggiore
generalita, la dimostrazione &, in quei casi, assai pii complessa.

2.4 Le convergenze vaga e stretta

Definizione 2.4.1. Siano F,, e ' (n € N) fr. e siano P,, ¢ P le misure di prob-
abilita di Stieltjes su (R, B) generate da F,, e da F, P, := pup, e P := up. Se

F, L F , si dira che P, converge completamente a P (P, ST P). O
n——+oo n—-+00

Teorema 2.4.1. Sia ¢ : R — R misurabile e si supponga che l'insieme D(p) dei
punti di discontinuita di ¢ sia misurabile, D(p) € B.
SeP(D(p))=0¢elP, — % 4P, allora
n—-+00
1

_ c _
P,op lmpocp .

Dimostrazione. Siano (2, F,u), X, (n € N) e X come nel teorema di Skorohod. Si
osservi che la legge della v.a. ¢ 0 X & Po ! infatti, per ogni boreliano A, &

1 (9o X) € A) = (X € g1 (4)) =P (o7 1(4)) .
Similmente ¢ o X! ha legge P,, 0 o~ 1.
Se X (w) non appartiene a D(p), da X,,(w) — X (w) scende
P[Xn(W)] —— ¢[X(w)]

n—+oo
e, poiché
p({w : X(w) € D(p)}) =P(D(p)) =0,
si ha o X, m poX p—q.c.. Di conseguenza, si ha anche ¢ o X, m poX

in legge. Allora, la convergenza in legge di ¢ o X, a ¢ o X equivale a dire che

]P’nogo_lmﬂ”ogo_l. O
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Il risultato che segue ¢ essenziale per stabilire 'unicita del limite nelle conver-
genze che saranno introdotte nella successiva definizione 2.4.2.

Teorema 2.4.2. Se due misure finite p e v su (R, B) sono tali che [ fdp= [ fdv
per ogni funzione continua e con il supporto compatto, f € C. = C.(R), allora esse
sono equali, p = v.

Dimostrazione. Poiché la famiglia degli intervalli chiusi genera la tribi di Borel ed
e stabile rispetto all'intersezione, basta far vedere che p([a,b]) = v([a,b]) per ogni
coppia di numeri reali a,b con a < b. Esiste una successione (f,) C C. tale che
Jn = gy d.0.; una tale successione ¢, per esempio, data da

1 1

0 b

) $¢|:CL 'I’L7 +7’L:|’

(e-a+3). sela-1/na
nlrz—a+~-), x€la—1/n,d],

fnlx) = n
1, x € [a,b] ,
n(b+1x>, mé[b,b+1}.
n n

Poiché, per ogni n € N, 0 < f,, < f1 e poiché f; ¢ integrabile sia rispetto a p sia
rispetto a v, il teorema di convergenza dominata applicato due volte da

1([a, b)) :/1[a,b] duzngrfoo/fndu
— lim /fndy:/l[mb]du:u([a,b]),

n—-400

che stabilisce 'eguaglianza delle misure u e v. O

Definizione 2.4.2. Siano u,, (n € N) e p misure su (R, B) finite; si dice che ()
converge vagamente a [, € sl scrive iy, —+——> 1, se per ogni funzione f continua e
n—-+0oo

con il supporto compatto, f € C.(R), si ha

lim /fd,un:/fd,u.
n—-+o0o

. . . . . S
Si dice invece che (uy) converge strettamente a p, e si scrive i, ——+——> 1, se, per
n—-+0oo

ogni funzione f continua e limitata, f € Cy(R), si ha

lim /fd,un:/fd,u.
n—+00

Tali modi di convergenza si diranno convergenza vaga o stretta, rispettivamente. <

Poiché C. C (Y, la convergenza stretta implica la convergenza vaga. Il Teorema
2.4.2 assicura 'unicita del limite vago (e, di conseguenza, di quello stretto).

Teorema 2.4.3. Per una successione () di misure finite su (R, B) sono equivalenti
le proprieta:
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(a) (un) converge strettamente a p;
(b) (un) converge vagamente a p ed inoltre si ha limy, 1 oo pin(R) = p(R).

Dimostrazione. (a) = (b) Basta dimostrare il secondo asserto di (b). Poiché la
funzione identicamente eguale a 1 & continua e limitata, 1 € Cj, &

un(R):/1dﬂn—>/1dM:M(R).

(b) = (a) Alla luce della definizione di integrale non & restrittivo dare la di-
mostrazione per le sole funzioni positive limitate superiormente da 1: f € C;f,
0 < f < 1. Si puo trovare una successione (f,) C C, tale che f, 1 f. Per esempio,
si consideri la funzione g, € C. definita da

0, ¢ [=(r+1),r+1],
Jr+r+1, me[ (r+1),—r],
gr(x) := 1, e-rr],
r+1—uz, €rr+1].

La funzione f, := g, A f soddisfa al requisito di sopra. Allora, per ogni r € N,
/fr dy = lim /fr du, = lim inf/fr duy, < lim inf/fdun,
n—+o00 n—+00 n—+00

onde

/fd,u = sup/fr dp < lir_r>1_~i_nf/fdun. (2.4.1)

reN

Applicando quest’ultima diseguaglianza alla funzione 1 — f, che pure e continua ed
assume valori in [0, 1], si ottiene

— d m < 'm .I] — d [
D’altro CaHtO, alncora per la (241)

/fduzu(R) —/(1 — f) du = limsup p, (R) —/(1—f) dp

n—-+00

S T T _
> lim sup p, (R) lﬁginf/(l f)dun

n—+o0 ©

> limsup <un(R) - /(1 1) dun> = limsup/f dgn,

n—-+00 n—-+00
che insieme alla (2.4.1) fornisce 'asserto. O

Cosi, per le misure di probabilita, la convergenza vaga e quella stretta coincidono.

Se A € B si dira frontiera di A l'insieme A := A — A° (ove A e A° sono
rispettivamente la chiusura e l'interno di A). Se P & una probabilita su (R, B) si
dira che A € B ¢ un insieme di (P)-continuita se P(0A) = 0. Il teorema che segue
da una formulazione di convergenza completa che non dipende dalle f.r..
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Teorema 2.4.4. Siano P, (n € N) e P misure di probabilita su (R,B) e siano F,
e F' le corrispondenti f.r.. Sono allora equivalenti le condizioni:

(a) F, ——— F;
n—-+o0o

(b) (P,) converge strettamente a P;
(¢) limy 400 Pr(A) = P(A) per ogni insieme di P—continuita.

Dimostrazione. (a) = (b) In virtd del teorema di Skorohod, esistono uno spazio
di probabilita (2, F, u) e v.a. X;, e X definite su di esso, tali che le leggi di X, e di
X siano, rispettivamente, P, e P. Sia, inoltre, ¢ : R — R una funzione misurabile,
limitata e tale che l'insieme D(y) dei suoi punti di discontinuita sia misurabile e
di probabilitd nulla, P (D(p)) = 0. Poiché u(X € D(p)) = (po X 1) (D(p)) =
P(D(¢)) =0, si ha 9o X, m poX p—q.c.. Il teorema di convergenza dominata

da

/god]P’n:/god(uoan):/cpoXnd/,LT/goonu:/(de.
R R Q Q R

Cio mostra, in particolare, che (a) implica (b), poiché, se @, oltre che essere limitata,
e anche continua, & D(p) = 0 e dunque, a fortiori, P(D(p)) = 0.

(a) = (c) Preso ¢ = 14 con A € B insieme di P-continuita, risulta D(p) = JA,
sicché quanto visto sopra da 'asserto.

(c) = (a) Considerato I'insieme | — 0o, 2|, la sua frontiera ¢ costituita dal singoletto
{z}, sicché esso & di continuita per P se, e solo se, P({x}) = 0, vale a dire se, e solo
se, x € C(F). Percio, se tale condizione ¢ verificata, ¢

Fo(2) = Pp(] — 00, 2]) ——— P(] — o0, 2]) = F(z).
n—-+oo
Per completare la dimostrazione basta far vedere che (b) = (a). Si supponga allora
che (IP,,) converga strettamente a P. Non e difficile stabilire che 'insieme degli atomi
di P, cioe l'insieme A C R di punti con probabilita strettamente positiva, €, al pid
numerabile: se

A:={x eR:P({x}) > 0},

& card(A4) < Ng. Si prenda D = A¢; evidentemente, D = R. Siano a e b punti di D
con a < besia f = 1j,;. Dato e > 0, esiste § = d(¢) > O talechea+d <b—de
P(I) < e, ove

I:=la—da+d[(J]b—60b+0[.

Si definiscano due funzioni fi, fo : R — [0, 1] di C. mediante

0, x € ]—o00,a] U b, +oo] ,
r—a
, T €la,a+9],
fi(z):= g
17 $€]a+(57b_5]7
boT e p-61.
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e
((), x € ]—00,a— ] U b+ 6, +o0[,
rT—a+9o
— x €la—4d,a],
fal@)= 1, x € la,b],
BT b4 0]
\ )

Evidentemente, f1 e fo sonoin C.esiha 0< f1 < f < fo < f1 + 1. Allora

/fld]Pg/fleg/fngP e /fld]P’ </fd]P’ </f2dIP’

per ogni n € N. Poiché limy, 1o [ fjdP, = [ f;dP (j = 1,2) si ha, per n
sufficientemente grande,

‘/deP’n—/deP‘g/f2dIP—/f1d]P>+s<P(I)+s<25,
sicché

lim (F,(b) — Fy(a)) = lim /deP’n_/fd]P’ Fb)— F(a). (242

n—-+00 n—-+00

Poiché D = A = C(F), la (2.4.2) vale per ogni coppia a,b di punti di C(F) con
a < b. Per mostrare che lim,,_, ;  F,,(z) = F(x) per ogni x € C(F) si scelgano a e
bin C(F) in modo da avere a < x < b, F(a) < e e F(b) > 1—¢e. Allora,

[Fn(2) — F(2)| < |[Fu(2) — Fula) = F(z) + F(a)| + Fa(a) + F(a),

mentre dalla (2.4.2), con b = x, scende

limsup |F,(z) — F(z)| < F(a) 4 limsup F,(a) . (2.4.3)
n—-+oo n—-+00
Ora,
limsup F,(a) < limsup (1 — F,(b) + F(a)) <1 - F(b) + F(a) < 2¢,
n—-4o00 n—4o00o
onde, sostituendo nella (2.4.3), si ha limsup,, ., |Fn(z) — F(z)| = 0. O

L’ultimo teorema consente di formulare in maniera differente, ma equivalente, la
convergenza in legge di v.a.: una successione (X,,) di v.a. definite sopra il medesimo
spazio di probabilita (Q2, F,P) converge in legge alla v.a. X se, e solo se, per ogni
funzione f di Cy(R), o di C.(R), si ha

E(foXn)mE(foX).

Infatti, per il teorema del cambio di variabile (3.8.2), si ha

/foX du = /fd pXt R/fdpn,

dove P, & la legge di X,,. Analogamente si procede per E(f o X).
Risultati riguardanti la convergenza degli integrali si hanno anche nel caso della
convergenza debole anziché completa; essi torneranno utili nel seguito.
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Lemma 2.4.1. Sia (pn)nez, una successione di funzioni ¢, da R in R (n € Z;)
crescenti che converge debolmente a ¢. Si ponga, per a € |0, +00],

¢ 1= p(+00) — p(—00),
O = (pn(—l—oo) - ‘Pn(_oo) )
dipn(a) = pn(a) — pn(—a).

Allora
< Tim
dp < lﬁﬂﬂf don - (2.4.4)

Inoltre, se §pp(a) converge uniformemente a dpy, al tendere di a a +00, vale a dire
se

lim sup (8¢ — dpp(a)) =0,

a—400 peN
st ha
lim @, (+o0) = p(+00).

n—-+4+oo

Dimostrazione. Nelle diseguaglianze ¢, (—00) < ¢, (x) < @,(+00) si prenda z in
C(y) e si passi al limite per n — oo per ottenere

lim sup ¢, (—00) < ¢(z) < limsup ¢, (+00)

n—-+0o0o n—-+oo
.. _ < < limi
lim inf p,,(—00) < ¢(2) < lim inf o (+00)

che insieme danno la (2.4.4).
Fissato, arbitrariamente, € > 0, si scelga a = a(g) > 0 in modo che

don — dpp(a) < e

per ogni n € N se a > «. Allora, se tanto a quanto —a sono punti di continuita per

P, ©
limsup d¢, < dp(a) +e < +o00.

n—+400

In virtu della (2.4.4), cid implica dp < +o00; poiché € & arbitrario, risulta

limsup dp, < dp.

n—-+0o0o

Questa diseguaglianza e la (2.4.4) danno

lim dp, =dp.

n—-+o0o

Ora, le diseguaglianze di sopra danno

lim sup ¢, (+00) = limsup (3¢, + @p(—00))

n—+00 n—-+4o0o

< dp + limsup g, (—00) < ¢(+00) < liminf ¢, (+00)

n—+o00 n—+0o0

cioe limy,—s 4 oo ¥n(+00) = p(+00). Di conseguenza si ha anche

lim ¢, (—00) = p(—0),

n—-+0o0o

con il che la dimostrazione € conclusa. O
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Teorema 2.4.5. (Secondo teorema di Helly). Sia (F},) una successione uniforme-
mente limitata di funzioni crescenti che converge debolmente a F. Se a e b sono
punti di continuita per F' (a,b € C(F)), per ogni funzione continua g € C([a,b]) é

b b
lim gdF, :/ gdF'.

n—-+o00 a

Dimostrazione. Dall’'uniforme continuita di ¢ in [a,b] scende che, per ogni & > 0,
esistono punti

LOyLly-e-yTm

con ag = xg < x1 < --- < xy;, = b tali che

l9(z) — g(5)| < e

per ogni x € [zj,zj41] (7 =0,1,...,m —1). Si definisca

m—1
ge ' = g(m'O 1[:(:0 z1] + Z g ]a:],x]+1]
Jj=1

Non ¢, inoltre, restrittivo supporre che xg, x1, . . ., Z,, siano punti di continuita per F'.
Per ogni x € [a, b], si ha |g(x) — g-(x)| < e. Si consideri la norma della convergenza
uniforme ||g|| := max{|g(z)| : = € [a, b]}; si puo, allora, determinare ny = np(¢) € N
in modo che per ogni n > ng sia

3

| () — Fxy)| < Tl

Allora,

b b b b
/ng—/ngn < /ng—/gadF}

b b b b
/gadF—/gEan —|—/g€an—/ngn

Si supponga che sia |F| < K e |F,| < K per ogni n € N. Allora,

_l’_

b b
[ oar— [ gde‘<5,UF(]aab])<2€Ka

mentre

<epr,(Ja,b]) <2e K.

b b
/gden_/ngn
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Inoltre, per n > ng, si ha

b b
/ gde/ ge dF;,

m—1 m—1
= 9(x;) (F(zj41) — F(x;)) = > g(a;) (Fu(2j1) — Falx;))
j=0 j=0
m—1 m—1
= 9(@;) (F(xj1) — Fa(xjra)) — ) g(x;) (F(x;) — Fa(x;))
Jj=0 7=0
€
< 2[|g|| =2¢,
llgll
sicché, per n > ny, si ha
b b
/ng/ngn <(4K+2)e,
che da I’asserto. O

Teorema 2.4.6. Se (F,) é una successione uniformemente limitata di funzioni
crescenti che converge debolmente a F e se g € C(R) & una funzione continua tale
che limj, 4 g(x) = 0, allora

lim /ng :/ng.
n——+0oo
R R

Dimostrazione. E ovvio che anche la funzione F & crescente e limitata. Si puo
supporre che sia g > 0 (altrimenti basta dimostrare il teorema separatamente per
g eper g7). Allora se a € C(F) e z € R, si definisca

wn(x):—/;ngn e go(x):_/;ng.

Per il Teorema 2.4.5, ¢, (x) converge a p(x) per ogni z € C(F). Si scelga, ora, a > 0
sufficientemente grande perché sia g(y) < e, per ogni y con |y| > a. Allora,

+00 —o0 y —y
6@n_590n(y):/ ngn_/ ngn_/ ngn"‘/ gdF,

+o0 -y
Yy —00

sicché, per ogni n € N, risulta
don — 0pn(y) < 2eK (se |F,| < K),

cioe
lim sup (6, — dpn(y)) =0.

n—-+0o

L’asserto segue ore dal Lemma 2.4.1. O
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2.5 Metriche

Esaminiamo ora il problema dell’esistenza di una metrica per la convergenza com-
pleta. Una tale metrica ¢ quella di Lévy.

Si indichi con D l'insieme delle f.r., detto anche spazio delle f.r.; si noti che D non
€ uno spazio vettoriale; per vederlo basta osservare, per esempio, che la somma di
due f.r. non & una f.r.. A D si puo dare la struttura di spazio metrico introducendo
la metrica di Lévy. Si denotera con (F,G;h) ove h > 0 la condizione

VreR F(x—h)—h<Gx)<Fx+h)+h.
Teorema 2.5.1. Sia dy, : D x D — R definita da
dr(F,G) = inf{h > 0 : valgono sia (F,G;h)sia (G, F;h)}.
Allora (D, dy) € uno spazio metrico e dy, una metrica detta metrica di Lévy.

Si osservi che per ogni coppia F,G € D ¢ dp(F,G) < 1; infatti, per ogni z € R
siha F(x —1)—1<0<G(z) <1< F(x+1)+ 1. Alla dimostrazione ¢ opportuno
premettere il seguente

Lemma 2.5.1. Se di(F,G) = a > 0 valgono sia (F,G;a) sia (G, F;a).
Dimostrazione. Sia t > 0 e e si scelga y in modo che = < y; scende dalla definizione

di dj, che
Fy—a—-t)—a—-t<Gly) <Fly+a+t)+a+t. (2.5.1)

Nel limite ¢ | 0, la (2.5.1) da, per la continuita a destra di F,
UCFly—a)—a<Gy) <Fly+a)+a,

per ogni y € R, onde, per y | z, siha F(z —a) —a < G(z) < F(z + a) + a cioe la
(F,G;«). Analogamente si procede per la (G, F; a). O

Dimostrazione del Teorema 2.5.1. Le condizioni dr,(F,F) = 0 per ogni F' € D e
dr(F,G) = dr(G, F) per ogni coppia F,G € D sono di banale dimostrazione. Si
supponga ora che dr(F,G) = 0. Segue dalla definizione di dj, che ¢~ F(x) < G(z) e
(~G(z) < F(zx) per ogni x € R, sicché F' e G coincidono tranne, al pid, nell'insieme
al pit numerabile dei loro punti di discontinuita. Per la continuita a destra delle f.r.
si ha F' = G.

Rimane da dimostrare la diseguaglianza triangolare

dL(F7H) < dL(F7G) +dL(G7H)

per ogni scelta delle f.r. F', G, H. Posto a = dr(F,G) e f = dr(G,H), non vi
¢ alcunché da dimostrare se dr(F,H) = 0 oppure se a« + > 1. Si puo, percio,
supporre che dr(F,H) >0, che « + 8 < 1, e che a« > 0, § > 0. In virtd del Lemma
2.5.1 si ha, per ogni x € R,

Fex—a-p)—a—-0<Gx-p)-0
<H@Z)<Gx+p)+B<Flz+a+p)+a+p

sicché vale (F, H; o + ).
Similmente, si deduce che vale (H, F'; o + 3); percio, e dr(F, H) < o + f. O
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Per il calcolo della metrica di Lévy e spesso utile la seguente osservazione. Se si
completa, come in Figura 5.1, il grafico delle f.r. F' e G tracciando segmenti verticali
che congiungano i limiti a sinistra e a destra negli eventuali punti di discontinuita,
si considerino i segmenti P.(Q). intercettati tra i due grafici, completati come appena
detto, dalle rette parallele alla bisettrice del secondo e quarto quadrante = + y = c.
Allora

dr(F, Q) —sup{P\cfgC : CER} :

La metrica di Lévy metrizza la convergenza completa.

Teorema 2.5.2. Per una successione (Fy,) di f.or. di D sono equivalenti le affer-
Mmazioni:

(a) (F,) converge completamente a F € D;
(b) limy, 400 dr(Frn, F) = 0.

Dimostrazione. (a) = (b) Fissato in maniera arbitraria ¢ > 0, si scelgano due
punti a e b di continuita per F' in modo tale che sia

3

F(a) < g e F)<1-:. (2.5.2)
Per ¢ = 1,...,m, si scelgano m punti di continuita per F nell’intervallo |a,b|, in
modo chesiaa=ap < a1 < - <am <amy1 =beajy1 —aj<e(j=0,1,...,m).

Esiste allora un naturale N = N(e) tale che sia

[Fn(a;) — F(a;)| < (2.5.3)

| ™

per ogni n > N e per ogni j =0,1,...,m + 1. Per dimostrare che dr(F,, F) tende
a 0, basta far vedere che, per ogni x € R, valgono definitivamente le diseguaglianze

Flx—¢e)—e<F,(z)<F(zx+e)+e. (2.5.4)

Si distinguano tre casi:
(i) « € [aj—1,a;]. Siprendan > N e si usila (2.5.3) per ottenere

5 5
Fn(m)SFn(aj)SF(aj)+§SF(w+E)+§SF(x+E)+E,

Fo(z) =2 Folaj—1) 2 Flaj—1) — 5 =2 F(z —¢) — ¢,

| ™

sicché la (2.5.4) ¢, in questo caso, provata.
(ii) < a. La prima delle (2.5.2) e la (2.5.3

~—

danno, per n > N,

Fo(z) < Fu(a) < F(a) + 5 <e < F(z+e) +e,

| ™

Fo(x) ZOEF(a)—% > F(z—¢)—¢.
(iii) > b. La seconda delle (2.5.2) e la (2.5.3) danno, per n > N,

Fua) S 1S F(b) +5 < Flate) +<,
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Fn(az)ZFn(b)2F(b)—%21—eZF(m—e)—s.

(b) = (a) Sia xp un punto di continuita per F e si fissi € > 0 in maniera arbitraria.
Esiste allora § = §(e) > 0 tale che |xg — x| < § implichi

|F(z) — F(zo)| < €. (2.5.5)

Posto n < min{e, ¢}, si scelga N = N(n) = N(e,6) € N in modo che si abbia
dr(F,, F) < n per ogni n > N. Scende allora dalla definizione di distanza di Lévy
e dalla (2.5.5) che

Fo(z0) > F(xo —n) —n > F(x0) — 2¢,
e che
Fr(xzo) < F(xzo +n) +n < F(xo) +2¢,
onde |F,,(zo9) — F(z9)] <2esen > N. O

Teorema 2.5.3. Lo spazio metrico (D,dr) é completo.

Dimostrazione. Sia (F,,) C D una successione di Cauchy; per il teorema di Helly
si puo estrarre dalla data una successione (F),(;))jen che converge debolmente alla
funzione G : R — [0, 1], crescente e continua a destra. Si supponga che, fissato ad
arbitrio € > 0, risulti dr(Fy,, F),) < € se myn > N = N(eg). Si scelga ora z,, in
modo che F,(7,) < € e si scelga n(j) maggiore di N; percio dr,(Fy,jy, Fim) <e. Se
G e continua nel punto = e se x < x,,, — &, allora e

Foiy(@) < Fugy(xm —€) < Fip(om) + ¢ < 2¢,
onde G(z) = limj 0 Fyyj)(7) < 2¢; percio limg, oo G(z) = 0. Si dimostra
in maniera analoga che lim, 1o G(z) = 1, sicché G ¢ effettivamente una f.r.
e la successione (F),(;))jen converge completamente a G, cioe dr(F;),G) — 0.

Per dimostrare 'asserto, basta mostrare che tutta la successione (F),) converge
completamente a G; a tal fine, si usi la diseguaglianza triangolare

dL(Fn7 G) < dL(Frn Fn(j)) + dL(Fn(j)a G) )
cioe 'asserto. O

Vale la seguente importante diseguaglianza

Teorema 2.5.4. Siano X e Y due v.a. definite sullo stesso spazio di probabilita
(Q, F,P) e siano F e G, rispettivamente, le loro f.r.. Per le metriche di Lévy e di
Ky Fan vale la sequente disequaglianza

di(F,G) < dgr(X,Y). (2.5.6)
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Dimostrazione. Sia e > dgp(X,Y); posto A :={|X — Y| < ¢}, si ha
P(A) >1—¢.
Pertanto

(X <a} A C{Y <z+e}[) A,
{V<yy(A-c{X<y+e}() A

Passando alle probabilita, dalla prima di queste inclusioni si ha

P({X <a}()4) §P({Y<1:+€}ﬂz45) :
vale a dire
F(z) + P(A) —IP’({X <ay A5>
gG(m+a)+IP)(A€)—]I”({Y<x+s} UA6> :
onde

F(x)—G(:U—I—s)SIP’({ng}UAE)—IP’({Y<$—|—5}UA€)
<1-P(A)<1-(1—¢)=¢,

sicché
F(z) <G(z+e)+e.

Similmente, dalla seconda inclusione, ponendo y = x — &, si ottiene
PH{Y <z—-e}nNA) <PH{X <z}nA),
vale a dire
Glrx—e)+P(A) —PH{Y <z —c}UA) < F(zx)+P(4A;) —PH{X <z} UA.),
onde, come sopra,

G(xfs)—F(a:)gIP({Ygx—s}UAE> fIP’({X<:c}UA5)
<1-PA) <1—(1—¢) =¢,

G(x—¢e)—e < F(x);

le due diseguaglianze ottenute bastano per concludere che dr(F,G) < e. Si faccia
ora tendere € a dxr(X,Y') decrescendo per avere l'asserto. O

Basta applicare la (2.5.6) per ottenere per altra via il Teorema 2.3.3.
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2.6 Altri tipi di convergenza per v.a.

I tipi di convergenza per v.a. considerati sin qui non esauriscono quelli introdotti,
studiati ed usati nella letteratura scientifica; qui di seguito, accenneremo brevemente
ad altri tipi di convergenza per v.a..

Definizione 2.6.1. Si dice che una successione (X,) di v.a. definite nello spazio di
probabilita (2, F,P) converge completamente alla v.a. X se

n—-+00

lim > P(|X, - X|>¢e) =0,
k=n

per ogni € > 0. &

La convergenza completa di v.a. € un concetto differente dalla convergenza
completa di f.r. che si ¢ studiata nella sezione 3.

La dimostrazione della seguente caratterizzazione della convergenza completa e
rinviata agli esercizi.

Teorema 2.6.1. Sia (X,,) una successione di v.a. definite sullo spazio di probabilita
(Q, F,P). Sono allora equivalenti le sequenti affermazioni:

(a) la successione (X,) converge completamente a 0;

(b) ogni successione (YY) di v.a., definite su un qualsiasi spazio di probabilita
(', A, ) e tali che, per ogni n € N, Y,, abbia la stessa legge di X,,, converge
q.c. rispetto alla misura di probabilita .

Definizione 2.6.2. Si dice che la successione (X,,) di v.a. definite sullo spazio
(Q, F,P) converge quasi certamente uniformemente alla v.a. X se esiste un insieme
N € F con P(N) = 0 tale che, per ogni w € N¢, sia

lim X, (w) =X (w) uniformemente in w.
n——+00
Si dice che (X,,) converge quasi uniformemente alla v.a. X se, per ogni € > 0, esiste
N. € F con P(N;) < ¢ tale che (X,,) converga a X uniformemente in N¢. <&

Il seguente risultato e classico, dimostra che la convergenza quasi uniforme non
€ un nuovo concetto e fornisce una nuova caratterizzazione della convergenza quasi
certa. La dimostrazione fa uso del teorema di Egorov non dimostrato in queste
lezioni.

Teorema 2.6.2. In una spazio di probabilita (2, F,P) la convergenza quasi certa e
quella quasi uniforme sono equivalenti.

Diamo il teorema che chiarisce i rapporti tra i tipi di convergenza considerati; la
dimostrazione ¢ lasciata al lettore come esercizio.

Teorema 2.6.3. Sia (X,,) una successione di v.a. definite sullo spazio di probabilita
(Q, F,P). Si considerino le affermazioni:

(a) (X,) converge q.c. uniformememnte;
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(b) (X,) converge completamente;

(¢) (Xy) converge quasi certamente, o, cio che & lo stesso, quasi uniformemente.

Allora, valgono le implicazioni (a) => (b) = (c), mentre non vale alcuna delle
implicazioni inverse.

2.7 Note al Capitolo 2

Abbiamo avuto modo di usare tacitamente il seguente risultato, per il quale si veda,
ad esempio, (Dixmier, 1981).

Teorema 2.7.1. Sia (2, d) uno spazio metrico e sia (x,) una successione di elementi
di 2. Se da ogni successione (Ty)) estratta da (x,) se ne puo estrarre un’altra
(a;k(j)) convergente a x, allora tutta la successione (xy,) converge a x.

Dimostrazione. Nelle condizioni enunciate si supponga, per assurdo, che (z,) non
converga a z. Cio vuol dire che, per ogni k € N, esiste un elemento ) della
successione data tale che d(z,),r) > 1/k. Ma allora nessuna estratta da (7))
potrebbe convergere a x. O

Sezione 2.1 Esistono numerose generalizzazioni dei lemmi di Borel-Cantelli. Si

veda, per esempio, (Petrov, 2004) e la bibliografia li citata.

Due esempi notevoli di leggi 0 — 1 di uso corrente nel calcolo delle probabilita
sono quelle di Kolmogorov che si incontrera piu avanti (si veda la Sezione
6.7.2) e di Hewitt & Savage che si puo leggere in molti libri di Probabilita, per
esempio in (Bauer, 1996).

Sezione 2.2 Le relazioni tra i vari tipi di convergenza dati in questa sezione val-

gono in uno spazio di probabilita, oppure, pit in generale in uno spazio di
misura finita; le relazioni cambiano se si considera uno spazio di misura non
necessariamente finita. Per questo si veda un buon libro di teoria della misura,
per esempio (Kingman & Taylor, 1966).

Nel seguito quando si parlera dell’integrabilita uniforme si vedra che il Teorema
2.2.8 & un caso particolare di un risultato pit generale.

La convergenza in misura fu introdotta da F. Riesz (1909).

Sezione 2.3 Il Teorema di Helly 2.3.2 fu introdotto da Helly (1921). Esso ha un’e-

stensione al caso multidimensionale; se si dice crescente una funzione F' :
R? — [0,1] che soddisfa alla diseguaglianza (d) (4.8.6), il teorema puo essere
generalizzato nella seguente maniera.

Teorema 2.7.2. Da ogni successione (Fy,) di f.r. d—dimensionali se ne puo
estrarre un’altra

(Fn(k))ng

che converge debolmente ad una funzione F : RY — [0,1] crescente. La
funzione limite non é necessariamente una f.r..
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Per la dimostrazione, oltreché per la condizione necessaria e sufficiente affinché
la funzione limite F sia una f.r., si veda in (Feller, 1971) il Teorema 6.1 del
Capitolo VIII.

La dimostrazione del teorema di Skorokhod si puo trovare, nel caso R", in
(Billingsley, 1979), in generale in (Skorokhod, 1965), in (Rao, 1987) o in
(Rogers & Williams, 1994); (Letta & Pratelli, 1997) ne hanno dato una di-
mostrazione generale riconducedosi al caso di R.

Sezione 2.4 Le convergenze stretta e vaga furono introdotte da Alexandrov in tre
lunghi articoli del tempo di guerra, (Alexandrov, 1940, 1941 e 1943). La
forma definitiva ¢ dovuta a Prokhorov (1956). In un ambito pid generale,
vale a dire per la convergenza stretta negli spazl metrici, i due riferimenti
tradizionali sono (Billingsley, 1968) e (Parthasarathy, 1967). Un approccio
differente fu introdotto da Dudley (1966 e 1967); su questo ¢ basato il libro
(Pollard, 1984). Un approccio ancora differente, particolarmente utile nelle
applicazioni statistiche dovuto a Hoffman—Jorgensen ¢ adottato in (van der
Vaart & Wellner, 1996).

Sezione 2.5 Ky Fan (1944) introdusse la metrica che ora porta il suo nome.

La convergenza quasi certa €, in generale, incompatibile con 'esistenza di una
norma, si veda (Dugué, 1955); ¢ compatibile se, e solo se, € ¢ finito, si vedano
(Marczewski, 1955), (Thomasian, 1956 e 1957). Si consultino questi ultimi
riferimenti anche per il Teorema 2.2.11.

Per D’esistenza di numerose metriche su L° che metrizzano la convergenza in
probabilita si consulti (Lukacs, 1975).

La metrica di Lévy fu introdotta da Paul Lévy nell’appendice al libro di Fréchet
del 1936, ma si veda anche (Lévy, 1937).

Se si considerano le f.r. di A anziché quelle di D, la metrica di Lévy non &
piu adeguata a metrizzare la topologia della convergenza debole, che & quella
rilevante in A; si dice che una successione (F},) di f.r. di § converge debolmente
alla f.r. F' se per ogni € R che sia punto di continuita per F', z € C(F), si
ha

La metrica su A per la convergenza debole & una modifica di quella di Lévy e
fu introdotta da Sibley (1971), si veda anche (Schweizer & Sklar, 1983). Altre
metriche topologicamente equivalenti a quella di Sibley si possono trovare in
(Sempi, 1982), (Taylor, 1985), (Sempi, 1986), (Pascali & Sempi, 1997).

Nei teoremi di questa sezione abbiamo parlato di metriche che metrizzano
certi tipi di convergenza. Ricordiamo pero che in uno spazio che soddisfaccia
al primo assioma di numerabilita, vale a dire tale che ogni punto abbia una
base di intorni numerabile, conoscere la convergenza delle successioni equi-
vale a conoscerne la topologia (si veda, ad esempio, (Kelley, 1955)); percio,
avremmo potuto parlare egualmente bene della topologia della convergenza in
probabilita in LY e della topologia della convergenza completa in D o in A.
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Sezione 2.6 Per questa sezione ho seguito il libro (Lukacs, 1975). La convergenza
completa per le v.a. fu introdotta da Hsu & Robbins (1947). Per il teorema
di Egorov si veda, per esempio, (Dunford & Schwartz, 1958).

2.8 Esercizi sul Capitolo 2

2.1. Sia X una v.a. distribuita uniformemente su (0, 1). Se
A, ={X <1/n}

risulta Y, .y P(4,) = +o00 e P (limsup,,_,, o, An) = 0 senza che cid contraddica al
secondo lemma di Borel-Cantelli.

2.2. La condizione che sia convergente la serie ) _P(Ay) ¢ solo sufficiente, ma
non necessaria affinché si abbia P(limsup,,_,, ., A») = 0. Si costruiscano uno spazio
di probabilita e, in questo, una successione di insiemi misurabili (A,,) tale che
P(limsup,, , o An) =0e >, yP(An) = +oo0.

2.3. Si lancia una moneta equilibrata (p = 1/2) un numero infinito di volte. Qual
¢ la probabilita di ottenere infinite volte due teste consecutivamente.

2.4. Sia (A;) una successione di eventi indipendenti con

neN
sia 14, la funzione indicatrice di A,, e si ponga .S, := Z;L:1 14,. Simostri il seguente
risultato, pid forte del primo lemma di Bore—Cantelli:
Sn
lim =1 .C.
n—+oo E(Sy,) 4

(Suggerimento: si scelga una sottosuccessione (n(j)) tale che E(S,;)) ~ j% e si
mostri prima il risultato per questa sottosuccessione, estendendolo poi all’intera
successione).

2.5. Il secondo lemma di Borel-Cantelli vale se 'ipotesi che gli eventi della succes-
sione (Ajy) siano indipendenti ¢ sostituita da quella che siano a due a due indipen-
denti.

2.6. (a) Si mostri che, se in uno spazio di probabilita (Q, F,P), la successione di
eventi (A,) soddisfa alle due condizioni

neN

2 k=1 P (45N Ap)

lim inf =1,

ey By}

allora P (limsup,,_, ;o An) = 1.
(b) Si deduca da (a) la conclusione dell’esercizio 2.6.
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2.7. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia (X,,) una successione di v.a. indipen-
denti ed isonome, tutte di legge esponenziale di parametro 1, X,, ~ I'(1,1). Si
ponga, per o > 0,

X
Ap ={X, >alnn} e U :=limsup ——.
n—+oo 1IN

(a) Si calcoli la probabilita
P <lim sup An> ;

n—-+00
(b) si mostri che P(U =1) = 1.
2.8. (a) Per una successione (X,,) di v.a. nello spazio (2, F,P) si definisca

X, — +0  q.c
n——+00

(b) si mostri che X,, — +00 q.c. se, e solo se, per ogni M > 0, si ha

P (lim sup{X,, < M}> =0.

n——+o0o

2.9. Si dia l'esempio di uno spazio di probabilita (2, F,P) e di una successione
(Xp) di v.a. definite in tale spazio, per le quali E(X,,) — 0, mentre non esiste alcuna
successione {n(k) : k € N} per la quale X,y — 0 in probabilita.

2.10. Nello spazio di probabilita (2, F,P) una v.a. X : Q — R si dice limitata in
probabilita oppure stocasticamente limitata se, per ogni € > 0 esiste un numero reale
M (e) > 0 tale che

P(|X|<M()>1—c¢.

Si dimostri che sono equivalenti le affermazioni:
(a) X ¢ limitata in probabilita;
(b) X & q.c. finita.
2.11. Si dimostri il Teorema 2.2.5 in maniera diversa da quella proposta nel testo.

2.12. (a) Si studii la convergenza della successione di f.r. (F,), ove F, € la f.r. della
legge N(0,n).

(b) Si studii la convergenza della successione (F,, ), ove F, & la f.r. della legge
N(0,02) e {o,} & una successione infinitesima con o,, > 0 per ogni n € R.

2.13. Si studii la convergenza completa della successione di f.r. (F,), ove F, ¢ la
f.r. della legge di Poisson P(\,), nei due casi:

(a) A\, —— 0;
n—-+o0o

(b) Ay —— +o0.
n—-+o0o
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2.14. Siano F,, (n € N) e F fr. di v.a. che assumono valori
T <Ta< - <xj<...

con probabilita date da P(X,, = z;) = pgn) e P(X = ;) =p;. Allora F,, ——— F

n—-+00

se, e solo se, per ogni j € N, risulta lim;,_, pg-n) =pj.

2.15. Pud una successione (F),) ciascuna delle quali ¢ assolutamente continua,
convergere completamente a una f.r. che non & assolutamente continua?

2.16. (Teorema di Scheffé) Siano F), e F' fr. assolutamente continue con densita,
rispetto alla misura di Lebesgue, f, e f, rispettivamente. Se f, — f q.o. rispetto

alla misura di Lebesgue riesce Fi, % F'. Vale lo stesso risultato se si suppone
n—-+0oo

che f, — f nel senso della misura di Lebesgue?
Si vedano a questo proposito (Scheffé, 1947) e (Sempi, 1989).

2.17. Una successione di f.r. assolutamente continue puo convergere completamente
anche se non converge q.0.la successione delle densita di probabilita. Non vale percio
il reciproco del teorema di Scheffé.

2.18. Sia (X)) una successione di v.a. indipendenti definite sullo stesso spazio
(Q, F,P), ognuna delle quali ¢ distribuita uniformemente nell’intervallo (0,1). Si
studii la convergenza della successione (V,) ove

Vi = \/?lej = max{Xl, Xo, ... ,Xn} .
2.19. Sia (\,) una successione di numeri reali strettamente positivi tale che

lim A\, = +oc0.
n—-+0oo
Nello spazio di probabilita (£2, F, P) sia (X,) una successione di v.a. indipendenti tale
che, per ogni n € N, X,, abbia legge esponenziale di parametro A,, X, ~ I'(1,\,).
Si studii 'eventuale convergenza di (X,,).

2.20. Sia (X,) una successione di v.a. indipendenti definite sullo stesso spazio
(Q, F,P), aventi la stessa legge esponenziale di parametro A\, X,, ~ I'(1,\). Si
studii ’eventuale convergenza in legge e in probabilita della successione (7},), ove

1 1
T = g Vs %5 = gy e X, X X

2.21. Per ogni n € N, si consideri la legge u, uniforme sui punti

n—1

2
0, — —,..0y
n

SRS

n
(a) si mostri che (uy,) converge completamente e si determini la misura di proba-
bilita limite p;

(b) si trovi un insieme misurabile A per il quale non vale la relazione

i p(A) = p(A).

n—-+00
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2.22. Siano e uy,, per ogni n € N, misure di probabilita su (R, B). Sono equivalenti
le affermazioni:

S
(a) pin m 3

(b) limsup,, | tn(C) < p(C) per ogni insieme chiuso C'
(¢) liminf, o0 pn(B) > p(B) per ogni insieme aperto B;

(d) per ogni funzione f: R — R lipschitziana, limitata e positiva, si ha

liminf/fd,unZ/fdu;

n—-+00

(e) per ogni funzione f : R — R semicontinua inferiormente e limitata inferior-
mente, si ha
lim inf duy, > du;
;glfolo/f Mn_/f s

(f) per ogni funzione f : R — R semicontinua superiormente e limitata superior-
mente, si ha

limsup/fdung/fd,u.

n—-+o00

Naturalmente, si possono corrispondentemente esprimere formulazione equivalenti
della convergenza in legge di una successione (X,,) di v.a. alla v.a. X.

Ricordiamo che una funzione f : R — R si dice semicontinua inferiormente se,
per ogni xg soddisfa alla condizione

lim inf f(x) > f(zp)

T—T0

0, equivalentemente, se per ogni ¢ € R gli insiemi di livello {f < ¢} sono chiusi, o,
ancora se € chiuso I'epigrafico di f,

{(z,9) : f(z) <y}
Si dice che f e semicontinua superiormente se — f & semicontinua inferiormente.

2.23. Ogni successione (X,,) di v.a. indipendenti definite sullo stesso spazio di pro-
babilita ha probabilita eguale a zero o a uno di convergere quasi certamente. In
particolare, se esse sono isonome (e non costanti) ¢ nulla la probabilita che (X,)
converga.

2.24. Se (X,,) ¢ una successione di v.a. sullo spazio di probabilita (2, F,P) per la
quale esiste § > 0 tale che sia convergente la serie

S E(1x)) .

allora X,, — 0 q.c..
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2.25. Sia X una v.a. su (2, F,P) con legge uniforme su (0,1); per ogni n € N sia
X, la v.a. definita sullo stesso spazio da

Xn =N 1{X§1/n} .
Si studii la convergenza della successione (Xp,).
2.26. Se X,, —» X in L? con p > 1 allora E(|X,|P) — E(|X|P).

2.27. Siano (X,) e (Y,,) due successioni di v.a. che convergono in legge a X e a
Y, rispettivamente. Si mostri, con opportuni esempi, che, in generale, né X, +

Y, —5 S X +YnéX,Y, —5— XY,
n—-+oo n—-+oo

2.28. Siano (X,,), (Yn) e (Z,) successioni di v.a. definite sullo stesso spazio di
probabilita (2, F, P);

(a) (Teorema di Slutsky) se X,, — Y, % OeY, # X, allora

(b) se Y, —— 0 e X, —=— X, allora X,, ¥;, —— 0;
n—-+00 n——+0oo

n—-+00
L P L
(¢c) Xn —— XeY, ——callora X,,+Y, —— X +¢
n—-+oo n—-+o0o n—-+0o
L P P
(d) se X, —— X, Y, ——ae Z, —— ¢, allora
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

X, Y, +Z, —5— aX +c.
n—-+o0o

2.29. Se X,, — X in legge, allora E(|X|) < liminf, 10 E(|X,|).

2.30. Se X, — X in probabilita, allora ¢ o X, — ¢ o X in probabilita per ogni
funzione continua ¢ : R — R. Il risultato puo non essere vero se @ ¢ solo misurabile.

2.31. Se X,;, — X in legge e se ¢ : R — R & continua, ¢ vero che ¢ o X,, converge in
legge a ¢ o X7

2.32. Se (X,,) € una successione di v.a. definite sullo stesso spazio di probabilita
(Q, F,P), dominata da una v.a. integrabile Y, cioe |X,| < Y, per ogni n € N,
Y € LY, e se X,, — X in probabilita, allora

/XndIP’—>/Xd]P’.

2.33. Siano 2 un insieme al pit numerabile, cioe card(2) < Ny, sia F C P(2) una
tribi, e sia P una probabilita su F. Per una successione (X,,) di v.a. sono equivalenti
le proprieta:

(a) (X,) converge q.c.;
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(b) (X,) converge in probabilita.

2.34. Dato uno spazio di probabilita (€2, F,P) si introducano le funzioni essenzial-
mente limitate, vale a dire, le funzioni f : 0 — R per le quali esiste una costante
k > 0 tale che P(|f| > k) = 0 e si definisca l’estremo superiore essenziale di f
mediante

ess supf := inf{k > 0: P(|f| > k) =0} .

Si pone
I fllco := ess supf .

Sia £ I'insieme delle funzioni essenzialmente limitate. Posto
L :=L%] ~p,
ove, al solito, ~p ¢ la relazione d’eguaglianza quasi certa, si mostri che
(a) se fein L con ||f]lc = ¢, allora |f| < ¢ q.c.;

(b) L*° & uno spazio vettoriale normato da || - ||« (anzi & anche completo, come si
mostra nei corsi d’analisi matematica, sicché e uno spazio di Banach;

(c) se f &in L allora essa appartiene anche a LP per ogni p € [1,+o0], sicché
vale l'inclusione L*>° C LP;

(d) sela successione di v.a. (X,,) di L* converge alla v.a. X di L*, allora converge
allo stesso limite in LP per ogni p € [1, +00];

(e) sela successione di v.a. (X,,) di L* converge alla v.a. X di L*°, allora converge
allo stesso limite anche in probabilita;

(f) il viceversa di (e) non & necessariamente vero; si dia I’esempio di uno spazio di
probabilita e, su di questo, di una successione di v.a. (X, )nen, ciascuna delle
quali ¢ limitata, tale che (X,,) converga in probabilita, ma non in L°.

2.35. (Teorema di Pdlya) Si mostri che se F), % F e se la fr. F' & continua,
n—-+0o0

allora F}, converge uniformemente a F' in R.

2.36. Se f € Cp(R) e se F,p ¢ una fr. avente media 6 e varianza o2(6) tale che
lim,, 1 02(0) = 0 per ogni § € R, allora, ponendo

Epg(f) = / £(x) dF, o(x)
R

si ha lim, oo E,0(f) = f(6).

2.37. Nello spazio di probabilita (2, F,P) si consideri la famiglia
M(P) := {f cL':f>0qc,E(f) = /fd]P’: 1}
delle densita delle misure di probabilita che sono equivalenti a P. (Due misure si di-

cono equivalenti quando ognuna di esse € assolutamente continua rispetto all’altra).
Si dimostri che in M(P) la convergenza in probabilita e quella in L! coincidono.
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2.38. Si calcoli il limite, al tendere di n a +o00, della successione (F},), ove, per ogni
n € N, F, & la f.r. della legge di Student a n gradi di liberta.

2.39. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti definite sullo stesso spazio di
probabilita (2, F,P) e tutte con distribuzione uniforme nell’intervallo (0,1). Per
ogni n € N, si definisca Y;, := [[}_; Xj.

(a) Si determini la legge di Yy;
(b) si studii la convergenza di (Y},).

2.40. Sia (E,) una successione di eventi indipendenti sullo stesso spazio di proba-
bilita (2, F,P); posto p, := P(E,) e X,, := 1g,, si diano condizioni necessarie e
sufficienti sulla successione (p,,) affinché si abbia la convergenza X,, — 0:

(a) in probabilita;
(b) quasi certamente.

2.41. Per ogni successione infinitesima («,) di reali strettamente positivi esiste una
successione (X,) di v.a. sullo stesso spazio di probabilita (2, F,P) che converge a
zero in probabilita senza che (v, X,,) converga a zero q.c..

2.42. Sia (X,,)nen una successione di v.a. indipendenti ed isonome di L'. Per ogni
k € N, sia Fi la tribt generata dalle v.a. X1, ..., X, cioe

T = F(X1,...,X5).

Sia N : Q — Z, una v.a. che assume valori interi positivi, tale che, per ogni k € N,
risulti {NV < k} € F, e tale che E(IN) < 4+o00. Al solito, si ponga

Sn::ZXj (& SQIZO.
7=1

Allora vale I'equazione di Wald che costituisce una generalizzazione della proprieta
d’additivita delle speranze

E(Sn) = E(X1)E(N)
ove Sy e la v.a. definita da

SN (W) ==Y Sn(w) Lymn} (W) -
neN

Si noti che Sy non & stata definita sull’evento trascurabile {N = +oo}.

2.43. Siano (X,,) una successione di v.a. e (F},) la corrispondente successione di f.r.
e si supponga che (F},) converga debolmente ad una funzione crescente F'. Allora F
¢ una f.r. se, e solo se, {X,} € stocasticamente limitata (si veda I’esercizio (2.10)).

2.44. Sia (X,) una successione di v.a. indipendenti e si ponga, per semplicita,
F,, := Fx,. Delle due condizioni:

(a) Ve >0 Y onentl = Fu(e) + Fu(—e)} < 400,
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(b) X,, = 0 q.c.,

la prima implica la seconda; inoltre, se le v.a. della successione sono indipendenti,
esse sono equivalenti.

2.45. Se P e Q sono due misure di probabilita sullo stesso spazio misurabile (€2, F)
e Q ¢ assolutamente continua rispetto a P, Q <« P, la convergenza in probabilita
rispetto a P implica quella rispetto a Q. Percio se P e QQ sono equivalenti, vale a
dire se ciascuna di esse ¢ assolutamente continua rispetto all’altra, Q < Pe P <« Q,
le due convergenze sono equivalenti.

Se invece Q < P, ma IP non ¢ assolutamente continua rispetto a Q, puo accadere
che X,, — 0 in probabilita Q, senza che X,, tenda a zero in probabilita P.

2.46. Sia (F),) una successione di f.r. e sia z € R. Le due proprieta seguenti si
equivalgono:

(a) Fy n—:,-oo) Ex;

(b) se Py, := pp, € la misura di Borel-Stieltjes indotta da F,, si ha

P,(A) —— 0

n——+00
per ogni boreliano A tale che x ¢ A.

2.47. Sia (P,) una successione di misure di probabilita su (R, B) che converge com-
pletamente alla misura di probabilita P; allora per ogni € > 0 esiste un compatto K
di R tale che P(K) >1—¢c e P,(K)>1—¢ per ogni n € N.

2.48. (Ancora sul problema dei momenti) Siano X e Y v.a. a valori in [0,1] e si
supponga che, per ogni n € Z,, si abbia

E(X™")=EY™").
Si mostri che:
(a) E(poX)=E(poY) per ogni polinomio p;
(b) E(foX)=E(foX) per ogni funzione continua f : [0,1] — R;
(¢) X e Y hanno fr. eguali.
2.49. Sia (F},) una successione di f.r. con

Fo(x) =0 perxz<0e F,(1)=1,

per ogni n € N. Si supponga che, per ogni k € Z,, esista il limite

— 1 k
Qg = nll}rfoo " dF,(z).
[0,1]

Allora (F),) converge completamente ad una f.r. F' tale che

/xde(x):ak (keZy).
[0,1]
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2.50. Sullo spazio D delle f.r. si considera talvolta la distanza della convergenza
uniforme, detta, in questo ambito, metrica di Kolmogorov, definita da

di(F,G) :=sup{|F(z) — G(z)| : z € R} (F,GeD).

Si calcoli la distanza di Kolmogorov di (F,G) se a < b e

F(x):{o, z<0,

1 —exp(—az), z>0;

0, <0,
Gla) = .

1 —exp(—=bx), z>0;

2.51. Le due condizioni (F, G;h) e (G, F'; h) che intervengono nella definizione della
metrica di Lévy sono equivalenti. Inoltre, se ¢, ¢ la f.r. della v.a. X = a q.c., allora

dr, (€q,€p) = min{l, |b —al} < |b—al.
2.52. Siano X e Y due v.a. discrete con
PX=0)=PX=1)=1/2 e PY =1)=1/4,PY =2)=3/4;
siano F' e G sono le rispettive f.r. si calcolino di,(F,G) e dx (F,G).

2.53. Sia F' la fr. della distribuzione uniforme su (—1,1) e G la fr. della dis-
tribuzione uniforme su (0, 1). Si calcolino dr(F,G) e dg(F,G).

2.54. Si calcolino di(F,G) e dg(F,G) se F e G sono date da

F(LL‘) =X 1[071[(IE> + 1[17+00[($) s
G(z) = 2* Lo1((7) + L yoof(T) -

2.55. (a) Per ogni coppia di f.r. F' e G si dimostri che
dr(F,G) < dg(F,QG).
Si dia ’esempio di una successione (F,) C D e di una f.r. F' tali che
dr(Fn,F)—0,

mentre la successione (di (Fy, F')) non tende a zero.
(b) Se la f.r. G & assolutamente continua con densita g, si ponga

A :=sup{g(x) : x € R},
in caso contrario si ponga A := 4o00; allora

dg(F,G) < (A+1)dL(F,G).
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2.56. (a) Le f.r. assolutamente continue sono dense in D, rispetto alla topologia
della metrica di Lévy. In questa topologia, anche le f.r. discrete sono dense in D.
(b) Se Fi, F5,G1, G2 sono f.r., vale la diseguaglianza

dr, (F1 * Fy, Gy % G2) < dr(F1,G1) + di(F2, Ga) .

(c) Si dimostri che se (F,) e (Gy) sono due successioni di f.r. che convergono com-
pletamente alle f.r. F' e G, rispettivamente, allora (F, *G,,) converge completamente
aFx@G.

2.57. Si mostri che se dgp(X,Y) =« > 0, allora
PIX-Y|>a)<a.

2.58. La convergenza in probabilita per v.a. arbitrarie puo essere ridotta a quella
per v.a. uniformemente limitate mediante la trasformazione

X' :=arctan X .
Si mostri che X,, — X in probabilita se, e solo se do(X,, X) — 0, ove
do(X,Y) := E (Jarctan X — arctanY]) .

2.59. (a) Quella di Ky Fan non & I'unica metrica su L che metrizzi la convergenza
in probabilita; di questa stessa proprieta gode anche la metrica definita da

d(X,Y):=E <m> .

Si usi tale metrica per dimostrare che
(b) che se (X,) tende a X in LP (p > 1) vi converge anche in probabilita;
(c) che se (X,) tende a X q.c. vi converge anche in probabilita.

2.60. Sia f : Ry — R, una funzione continua, strettamente crescente, limitata,
tale che f(0) = 0 e subadditiva, vale a dire tale che

Va,yeRy  flz+y) < fla)+ fy).
Allora
ap(X,Y) = E[f (IX = Y])
definisce una metrica su L = L°(Q, F,P) la cui topologia ¢ quella della convergenza
in probabilita.
Esempi di funzioni con le proprieta richieste sono

filx):=1—¢e"%, (a)
kx

fal) = 1+ kx’ ()

f3(x) := tanhz (c)

Si noti che la metrica dell’Esercizio 2.59 ¢ un caso particolare di questo; basta
considerare la funzione fy con k = 1.
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2.61. Si dimostri direttamente l'implicazione (c) = (a) del Teorema 2.3.1.
2.62. Sia ¢ : R — R una funzione uniformemente continua e limitata e si ponga
lell := sup{le(x)| : = € R}.
Se € > 0 e § sono tali che
lp(s) —@(t)] < e ogniqual volta |s—t] <,
allora, quali che siano le v.a. X e Y in (2, F,P) si ha
E(po X) —E(po (X +Y))| <= +2 gl P(Y] > ).

2.63. Una successione di leggi di probabilita (u,) sullo spazio misurabile (R, B)
converge strettamente alla misura di probabilita u se, e solo se, per ogni funzione
¢ : R — R uniformemente continua e limitata si ha

[ et [

R R

2.64. Siano X,, (n € N), X, Y v.a. q.c. finite definite in (2, F,P). Se
Xp+aY £ X +aY
n——+00

per ogni a > 0, allora
X, —X.
n—+oo

2.65. Nello spazio (92, F,P) sia (A,,) una successione di eventi. Allora

(a) vale la diseguaglianza
E2 <Z?:1 1An)

]

(b) se >, cnP(An) = +00 e se esiste una costante ¢ > 0 tale che si abbia, per ogni
J <k,

9

j=1

P (45 Ak) < eP(4) P(Ar-).
allora P(limsup,, o, 4n) > 0.

2.66. Nello spazio (2, F,P) sia (A4,) una successione di eventi tale che

lim P(A4,) =0 e Y P(Ay\ Anp1) < +oo;

n—-+oo
neN

allora P(limsup,, _, , o, An) = 0.
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2.67. Sia (i) una successione di misure di probabilita su (R, B) che converge stret-
tamente alla misura di probabilita p. Se (f,,) € una successione di funzioni continue
e limitate che converge uniformemente a f, si ha

lim /fnd,un:/fdﬂ'
n—-+0o0o
R R

2.68. Si mostri che se (X,,) converge in legge a X rispetto alla misura di probabilita
P non e detto che vi converga rispetto ad ogni misura di probabilita @) equivalente
a P.

2.69. Siano date una successione (X,,) di v.a. ed una v.a. X definite su (92, F,P).
Se per ogni boreliano A che sia di continuita per Px si ha

nETOOP({X” € AJIA{X € A}) =0,

allora (X,,) converge in legge a X.

2.70. Si consideri I'insieme [0, 1] munito della misura di Lebesgue (ristretta ai bore-
liani di [0, 1]). Data la successione (X) di v.a. definite da X, (z) := x per = € [0, 1]
epern € Nelav.a.

1, z=0,

1 1
X(.T)_ .%“*’5, x € 0,5 ,

i e |1
TTy TR g

Si dica se (X,,) converge a X in legge rispetto alla misura di probabilita ¢ che ha
densita f(z) := 2z rispetto alla misura di Lebesgue.

2.71. Sia (x;,) una successione di numeri reali convergente a x,

lim z, =2 €R
n—-4o00

e si supponga che, per ognin € N, sia z,, # x. Si consideri la successione di misure di
probabilita (u,) con p, = 0, , e la probabilita ;. = d,, le misure di Dirac concentrate
in z, e in x rispettivamente. Si mostri che (u,) converge strettamente a u e si dia
I’esempio di un boreliano A tale che p,(A) non converga a pu(A).

2.72. Sia (X,) una successione di v.a. positive di L!. Se ¢ convergente la serie

numerica
> E(Xn),
neN

> X

neN
2.73. Nello spazio (2, F,P) siano (X,,) e (Y,) due successioni di v.a. tali che

D P(Xn #£Y,) < +o0.

neN

allora converge qg.c. la serie

Allora, se (ay) € una successione crescente di numeri reali con a,, — 400, si ha
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(a) laserie ) (Xn — Yy) converge q.c.;

1 n
]:

(c) se - 2?21 X converge q.c., allora anche aln Z?Zl Y; converge qg.c. allo stesso
limite.

2.74. Si dimostri il Teorema 2.6.1.

2.75. Si dimostri il Teorema 2.6.2.

2.76. Si dimostri il Teorema 2.6.3.

2.77. La convergenza completa implica la convergenza quasi certa; viceversa, se le
v.a. della successione (X,,) sono indipendenti, la convergenza completa coincide con
la convergenza quasi certa.

2.78. Per ogni n € N sia
Zn = Xn + Yn )

dove, per ogni n € N, Y,, appartiene a L?; si supponga, inoltre che sia

EYn) 20 o V) o200
Se (X,,) converge in legge a una v.a. X, allora anche (Z,,) converge in legge a X.
(Questo risultato ¢ dovuto a Cramér (1946)).

2.79. Per ogni n € N sia
Zn=Xn+Y,

dove, per ogni n € N, Y}, appartiene a L?; si supponga, inoltre che sia

E(Y,) —— 0 e VY, ——0.
n——+00 n—-+00
Per ogni n € N sia U, una v.a. indipendente da X,. Se (X,) e (U,) convergono
in legge a v.a. di f.r. rispettivamente eguali a F' e a H, allora, per ogni coppia di
numeri reali z e y, si ha

lim P(Z, <z,U,<y)=F(z)H(y).

n—+00
(Per questo esercizio, si veda (Rényi, 1953)).

2.80. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia data una sucessione (X,,) di v.a.
isonome e di L. Se
X, =max{|X;|:j=1,2,...,n}

allora ¢ .

n

—0
n n—+oo

tanto q.c. quanto in L'.
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2.81. Date una misura di probabilita u sullo spazio misurabile (€2, F) si definisce la
variazione di p mediante

[l := sup{p(A) : A€ F}.

Se v ¢ un’altra misura di probabilita sullo stesso spazio misurabile, resta cosidefinita
la distanza in variazione tra y e v:

[ = vl ==sup{|u(Ad) —v(A)]: Ae F}.
Si mostri che, date u e v,

(a) vale
It — v := sup {u(A) — () : A € F} ;

(b) esiste una misura A su (92, F) rispetto alla quale p e v sono assolutamente
conitnue e, dunque, ammettono densita feg, u=f-Aev=g-X

(c) esiste un insieme B € F tale che ||y — v| = p(B) — v(B); inoltre, per le due
densita di (b) vale

vl = (=9 ar=5 [Ir - glax

(d) esistono due misure di probabilita o e 7 su (€2, F) tali che, per ogni A € F sia
p(A) —v(A) =l —vll (e(A) = 7(4)) ;
(e) se f:Q — R & limitata e la sua oscillazione € definita mediante

o(f) = sup{|f(Q) - f(¥)]: Q,Q" € O},

allora vale la diseguaglianza

‘/fdu—/fdv

2.82. Sia (py,) una successione di misure finite su (R, B) che converge strettamente
(o, rispettivamente, vagamente) a u. Se ¢ : R — R, & continua e limitata, oppure,
rispettivamente, continua e con il supporto compatto, allora, per le misure definite
da vy, := @y, (n € N) eda v := ¢-psiha che la successione (v,) converge
strettamente (o, rispettivamente, vagamente) a v.

< o(f) llw—vll.

2.83. Una famiglia H di misure di probabilita sullo spazio misurabile (R, B) si dice
tesa (tight in inglese) se, per ogni € > 0 esiste un compatto K, con la proprieta che,
per ogni misura p € H, si abbia

p(K:)>1—c¢.

Nello spazio di probabilita (€2, F,P) sia (X, ) una successione di v.a. limitata in L2,
vale a dire tale che

sup || X, |3 = supE (X2) < +00.

neN neN

Allora la successione (u,) delle leggi delle v.a. di (X,,) ¢ tesa.
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2.84. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia (X)) una successione di v.a. che
converge g.c. allav.a. X che & q.c. finita. Allora la v.a. Y := sup,cy|Xy| € q.c.
finita.

2.85. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia (X,,) una successione di v.a. normali
e centrate, X, ~ N(0,02) n € N; se (X,,) converge in probabilitd, essa converge
anche in L?.



Capitolo 3

Funzioni caratteristiche

3.1 Definizioni e proprieta elementari

Una funzione f : ) — C si dice misurabile se sono misurabili sia la sua parte reale
Rf sia la sua parte immaginaria 3 f, che sono funzioni a valori reali; analogamente
si dira che f ¢ integrabile se tali sono Rf e Sf. In tal caso, si definira

/fdu ::/?Rfdu+i/%fdu.

Valgono per l'integrale delle funzioni a valori complessi le stesse proprieta che per
I'integrale delle funzioni reali, con la sola eccezione di quelle che dipendono dall’essere
R un insieme totalmente ordinato. A titolo d’esempio, dimostriamo 'importante

diseguaglianza
‘/fdu‘ﬁ/!f\du-

Scritto l'integrale [ fdu sotto forma trigonometrica

/fdu:pew (pefrealie p>0),
'/f du‘ =p=/e‘“’f du,
e, poiché p e reale,

‘/f d#‘ Z/%(e‘”f dué/‘%(e—wf)‘ dug/m du.

si ha

Definizione 3.1.1. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia X una v.a. reale. La
funzione ¢x : R — C definita da

ox(t) = Elexp(itX)] = / ¢t APy (z) (£ € R) (3.1.1)
R

si dice funzione caratteristica (f.c.) di X. <&
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L’integrale che compare nella (3.1.1) esiste finito per ogni ¢t € R e per ogni v.a.
X. La stessa (3.1.1) mostra, poi, che la f.c. px dipende solo dalla f.r. Fx di X, o,
cio che e lo stesso, dalla legge Px. Ove non vi sia pericolo di confusione, si scrivera
@ in luogo di ¢y, e, se opportuno, si parlera della f.c. di una legge anziché di una
v.a..

La funzione ¢ : R — C definita dalla (3.1.1) si dice anche trasformata di Fourier—
Stieltjes della misura di Stieltjes pup generata dalla f.r. F'; si vedra tra breve che, se
la f.r. F' e assolutamente continua con densita eguale a f, allora la trasformata di
Fourier—Stieltjes di pup coincide con 'usuale trasformata di Fourier della densita f.

Teorema 3.1.1. Per una f.c. ¢ valgono le sequenti proprieta:

(b) lolt)] < 1 per ogni t € R;
(¢) ¢ é uniformemente continua in R.

Dimostrazione. (a) e (b) sono ovvie. Per la (c) si ha

lp(t +h) — (t)] = [E[exp{i(t + h) X } — exp(it X)]|
< E[|exp(itX)| | exp(ihX) — 1|] = E[| exp(ihX) — 1]] .

L’ultimo termine tende a zero al tendere di h a zero, in virti del teorema di con-
vergenza dominata; esso non dipende da ¢, cio che assicura che la convergenza sia
uniforme. 0

Teorema 3.1.2. Se esiste tg € R con tyg # 0 tale che ox(tg) = 1, allora la v.a. X
assume q.c. i valori 2wk/ty (k € Z).

Dimostrazione. Da px(tg) = 1 scende E(sintpX) = 0 e E(1 — costpX) = 0; poiché
1 — costgX > 0 segue che costpX =1 g.c. e percio X € quasi certamente multipla
di 27 /tp. O

Proposizione 3.1.1. Se la v.a. Y ¢ una trasformazione affine della v.a. X, Y =
aX+b (a,beR), siha

py (t) = exp(it) px (at)
per ogni t € R.

Dimostrazione. Infatti
Oy (t) _ E(eitY) —E (eitb 6iatX> — eitbsz(at) ,
cioe l'asserto. O

Le funzioni caratteristiche svolgono quattro ruoli importanti in probabilita, ruoli
che saranno esaminati nel resto di questo capitolo:
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e esiste una corrispondenza biunivoca tra funzioni caratteristiche e funzioni di
ripartizione, sicché si potra individuare una legge di probabilia indicandone la
sua f.c.(Sezione 3.2);

e esiste un legame profondo tra i momenti di una legge di probabilita e le derivate
della corrispondente f.c.(Sezione 3.4);

e le f.c. consentono di determinare in maniera semplice la legge della somma di
variabili aleatorie indipendenti (Sezione 3.5);

e infine esse esmplificano lo studio della convergenza completa di successioni di
f.r., o, cio che e equivalente, della convergenza in legge di una successione di
v.a. (Sezione 3.6).

3.2 La formula d’inversione

La definizione mostra che ad ogni f.r. corrisponde una f.c.; si vedra qui di seguito che,
viceversa, ad ogni f.c. corrisponde una f.r.; sicché si viene a stabilire una biiezione
tra la famiglia delle f.c. e quella delle f.r.. Sara pertanto equivalente individuare una
legge di probabilitd mediante la sua f.r. oppure attraverso la sua f.c.. Faremo uso
del seguente lemma, la cui dimostrazione € usuale nei corsi di analisi complessa.

Lemma 3.2.1. La funzione ¥ : Ry — R definita da

t .
W(t) == / T 4z (3.2.1)
0 T
e limitata e risulta .
Jim () =3 (3.2.2)

: < . o . sinx . . :
Si vedra negli esercizl che la funzione  — —— non & integrabile nel senso di
x

Lebesgue.
La funzione v e stata definita su R, ; tuttavia, tenendo conto delle simmetrie
delle funzioni identita e seno, la sua definizione puo essere estesa a tutto R, ponendo

P(t) = —p(—t) se t<O0.

Teorema 3.2.1. (d’inversione). Sia ¢ la f.c. della f.r. F; allora, per a < b, si ha

1 [T eiat _ bt F(b)+ (" F(b) F(a)+ ¢ F(a)
o2 -7 it (p(t) dt T—+o0 2 - 2 ' (3‘2.3)

Dimostrazione. Si consideri 'integrale

1 T e—iat o e—ibt
(T = — — () dt
(T) = 5 / B {0

1 T _—iat _ ,—ibt )
=5/ £ _—° — C / e AF (z)
B R
1 T it(z—a) _ it(z—d)
-~ [ dF(2) / ¢ ¢ dt,
27 -T it
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ove si e fatto ricorso al teorema di Fubini, cio che e lecito perché l'integrando ha
modulo eguale a

e—mt _ 6—zbt

b
- :‘/e_itsds <b-—a,
it @
e
T
/dF/ (b—a)dt =2T(b—a) < 4+00.
5 -T
Ora,
T T—a T—a T
27{'[(T)—/dF($)/ dt/ el ds-/dF(x)/ ds/ e's dt
=T z—b z—b =T
R R
T—a T T(z—a)
=2 | dF(z) / ds/ costs dt = 2 / dF(ac)/ Y
x—b 0 2 T(z—b) U

(W[ (x —a)] = [T (z = b)]) dF(z)

2 | @[Tz —a)]l+¢[T(b—2)]) dF(z),

Il

relazione che mostra che I(7T') ¢ finito, in virtd della limitatezza di 1. Al tendere di
T a +oo, l'integrando tende a: 0, se x < a; a 7/2, se x = a; a7, se x € |a,b[; a 7/2,
se x = b; a 0, se x > b. Il teorema di convergenza dominata assicura che si abbia

I(T) m% (F(a) — £ F(a)) + (£ F(b) — F(a))
+% (F(b) — £~ F(b))
= % (F(b) +F b)) - % (F(a) + " F(a)) ,
che conclude la dimostrazione. -

Si osservi che nella (3.2.3) non &, in generale, possibile sostituire il limite per
T che tende a +o0o con lintegrale esteso a tutto R. Infatti, in generale, per una
funzione g : R — R, si ha

Nella teoria delle funzioni, si definisce il valore principale dell’integrale di g come

T

PVI!g(t) dt = lim /g(t) dat

T—~+o0
-T

quest’ultimo puo esistere anche quando non esista l'integrale di g esteso a tutto R.
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Se la funzione di ripartizione F' ¢ continua in a e in b, allora la (3.2.3) si puo
scrivere nella forma

' 1 T p—iat _ ,—ibt
FO) = F(@) = i oo | S ) dt. (3.2.4)

Il seguente corollario stabilisce I'asserita corrispondenza biunivoca tra f.r. e f.c..

Corollario 3.2.1. Sono equivalenti le proprieta:
(a) le for. F e G sono eguali, ' = G;

(b) le f.c. pr e pg sono equali, pr = @g-.

Dimostrazione. Basta dimostrare 'implicazione (b) = (a), perché l'altra scende
dalla definizione di f.c.. La (3.2.3) da, per ogni coppia di numeri reali a e b con
a<b:

(F(b) + (" F(b)) — (F(a) + " F(a)) = (G(b) + £~ G(b)) — (G(a) + £~ G(a)) .

Facendo tendere a a —oo, si ottiene F(b) + £~ F(b) = G(b) 4+ ¢~ G(b) per ogni b reale;
di qui segue che, se b € C(F) N C(G), allora F(b) = G(b). Ma allora F' e G, che,

come f.r., sono entrambe continue a destra, coincidono. ]

Né la (3.2.3) né la (3.2.4) sono convenienti per i calcoli. Si hanno pero formule
pit semplici, e piu utili, se valgono ipotesi piu restrittive. In particolare, & utile il
seguente risultato.

Teorema 3.2.2. Se la f.c. ¢ ¢ integrabile, cioé¢ ¢ € L', allora la fr. F che le
corrisponde é assolutamente continua e ha densita data da

1

"~ or

(@) / it () At (z € R). (3.2.5)

R

Dimostrazione. Nella (3.2.3) si prendano b = x e a = x — h con h > 0; poiché la
condizione di integrabilita assicura che il valor principale coincida con l'integrale,
cioe, formalmente, se g € L', allora

T
/g(t) dt = lim g(t) dt,
R

si ha

elith _ )
F(a)+ 0 F(z) - (Fl@ —h) + " Fa— ) = % / o i Ly ar

In quest’ultima relazione, si prenda il limite A | 0; il secondo membro tende a
zero in virtd del teorema di convergenza dominata, mentre il primo ha come limite
F(z) — ¢~ F(x). Percio, F' ¢ continua in R e si pud quindi usare la (3.2.4).
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Dimostriamo ora che la f.r. F' ¢ assolutamente continua. A tal fine basta mostrare
che essa ¢ Lipschitziana. Per ogni x ed per ogni h in R si ha

1 [1—e
F(l‘—i—h)—F(ZL‘):% — ¢ (t) dt.

R
Di qui

1— ef’ith
e o)

|F(z +h) — Fz)| < % /‘
R

scrivendo, come sopra,

1— —ith |h| )
‘6 </ ‘e—zts‘ d$§|h|,
1t 0

h .
= ‘/ e "% ds
0

(et h) — Pla)) < 20y

si ottiene

cio che prova che F' ¢ assolutamente continua.
La (3.2.4), scrittaconb=x+hea=xz (h>0),da

F(x+h)—F(x) 1 / 1 — e ith

h o ¢ el dt

R

esiste quindi il limite per h — 0 che ¢ eguale al secondo membro della (3.2.5). In
maniera analoga si procede se h < 0. O

3.3 Funzioni caratteristiche notevoli

Diamo di seguito la lista delle f.c. di alcune delle leggi di probabilita che si sono gia
incontrate.

Esempio 3.3.1. (v.a. costante q.c.). X = a; ¢(t) = exp(iat).
Esempio 3.3.2. (v.a. di Bernoulli). o(t) = pe® + q.
Esempio 3.3.3. (Legge binomiale di parametri n e p). X ~ bi(n,p):
o) = E) =3 (") a6 = e )
. J
7=0

questo risultato si sarebbe potuto ottenere facilmente come conseguenza di (3.5.6)
e di (3.3.2). [ |

Esempio 3.3.4. (Legge geometrica). Si ha

it

1 4 pe
1) = n—1_itn _ _
o(t) EENpq e gt
n
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Esempio 3.3.5. (Legge di Poisson).

p(t)=e? Z s e = e M exp(Ne) = exp{\ (¢! —1)}.

Esempio 3.3.6. (Distribuzione uniforme in (—a,a)). Se t # 0 &

1 e 1 @ 1 [
o(t) = % / costx dz + % sintr doe = — / costx dz
a J_q a J_q a Jo
1 — sin at
= — [sintz]*=% = .
at [Sln x]z:O at

Se t = 0 si ha ¢(0) = 1, come per ogni f.c.; si osservi che ¢ & continua nell’origine
(in particolare). [ |

Esempio 3.3.7. (Legge normale). Si consideri, innanzi tutto, il caso di una v.a.
X ~ N(0,1):

)
o(t) = L /6_$2/2 eite dg = & e /exp <—1 (x — it)2> dz.
V2 J V2 J 2

22/2

La funzione z — f(z) := e~ e analitica in tutto C; e percio nullo il suo integrale
esteso al contorno indicato in Fig. 3.1. Sia z = o — is, con s € [0, |¢|], un arbitrario
punto del segmento chiuso DA; allora

1 . \2 s? —a? t2 — a?
exp | =3 (v —is) = exp 5 < exp 5 ,

poiché |e?| = e®%. Percio
A It 2 2
/ f(z) dz §/ exp <_(azs)>' ds < |t| exp (_a) e’12
D 0 2 2
A
lim / f(z)dz|=0.
D

donde, per ogni t € R,
a——+00

Similmente, per ogni t € R,

lim /Bcf(z) dz| =0.

a—r—+00

Percio

A D
lim / f(z) dz = lim / f(z) dz;
B C

a——+00 a——+400

a—-+00

A
lim / f(2) dz:/e_x2/2dx=\/ﬁ,
B

R
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1 (e, 0)

N

C = (—a, —1it)

Y

D = (v, —it)

Figura 3.1: Il contorno d’integrazione per la f.c. della legge normale con o > 0 e

2

lim f(z) dz = /exp (-“5_”)2) dx = V2r,

t>0.
sicché
D
a—>+00 C
e dunque

R

On(0,1)(t) = e 2.

Poiché X ~ N(m,0?) se X = oY +m con Y ~ N(0,1), la Proposizione 3.1.1 da

1
PN (m,o2)(t) = exp <itm -5 02t2> .

Esempio 3.3.8. (La legge gamma). X ~ I'(r, \):

A\ o0
o(t) = ) /0 2" Lexp (—(\ —it)z) dz.
Per r > 0, la funzione z + f(z) := 2" "'e™* ¢ analitica in ogni regione del piano

complesso che non contenga 'origine. E cosf nullo il suo integrale calcolato lungo il

contorno indicato in Fig. 3.2

Usando coordinate polari, con o = A — it, si ha

D
/ e dz
C

6ol
<p" /
0

:pr

0 . .
/ e exp(—pe'?) d9’
)

exp (—pei9> ‘ de

|00| /
:pr / efpcosé’ dezpr’00|€fpcos¢9 ’
0

per un opportuno 8" € 10, [f|[. Percid

lim
p—0

=0.

D
/ 2" lem% dz
C

p>0
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Z =0T

(D)=

I

= (p,th)

4
v

D = (p,0) A= (R,0)

Figura 3.2: Il contorno d’integrazione per la legge gamma con 0 < p < R e 6y > 0.

B
/ 2 lem% dz
A

Scende pertanto dal teorema di Cauchy

Analogamente,

lim =0.
R—+o00

B A
lim / f(z) dz= lim / f(z) dz.
R—+o0 C
p—0,p>0 p—0,0>0

Ora

+oo
lim f(z)dz = / e do =T(r),
R—-+o00 0

p—0,0>0

mentre

B +oo
lim f(z)dz=a" 2" teTo% dz .
R——+o00 0

p—0,0>0

In definitiva, risulta

-

Da quest’ultimo risultato si ha, in particolare, per la distribuzione esponenziale
che ha legge I'(1, \):

—1
Esempio 3.3.9. (Legge esponenziale). ¢(t) = (1 — z> . [ |
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v

A= (-R,0) BRI

Figura 3.3: Il contorno d’integrazione per la legge di Cauchy et > 0.

Esempio 3.3.10. (Legge di Cauchy). Si consideri dapprima il caso dei parametri
a=0ef=1, X ~(C(0,1). Dovendo calcolare

1 [ exp(itx)
R

si consideri la funzione f : C — C definita da
itz
f(z) = 14227

che ha due poli semplici in z =i e in z = —i. Supposto ¢ > 0, si integri f lungo il
contorno indicato in figura 3.3; sia R > v/2 il raggio della semicirconferenza Cg.
Il teorema dei residui da

B
/ + f(z) dz =2mir(i),
A Cr

ove (i) € il residuo di f in z = 4. Ora,

. eitz eft
’"“)—HZL;%
e
T exp (itRew) )
dz| = Riei 40
‘ CRf(Z) ‘ /0 1+ R2 exp(2i0) €

™ ; 0
< R/ ‘exp (ztRe D - 4
0 [(1 + R? cos20)? + R4 sin? 29}
R

4 R
/ exp (—Rt sinf) dd =7 etk
0

<
T R2-1 R2-1
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con k € 10, 1[; percio,

R—+oc0

lim f(z)dz=0
!

e quindi

eitz ;
/1_1_1.2 dr=me .

R

Se, poi, t < 0, si integra lungo la semicirconferenza di raggio R contenuta nel
semipiano delle ordinate negative e si ripetono le medesime cosiderazioni giungendo

a .
el"l] ‘
/1—i—:c2 dr =me.

R

Percid o(t) = eI/l per ogni t € R. Nel caso generale, X ~ C(a, ), dovendo

calcolare .
1 el X
e(t) = — / — 5 d=,
ﬂ-ﬁ r—o
5 1+ (552)

si effettua il cambio di variabile y = (z — «)/f per ottenere

o(t) = e Bl giter

3.4 Funzioni caratteristiche e momenti

Occorre premettere la seguente generalizzazione del teorema sulla derivazione sotto
il segno d’integrale.

Teorema 3.4.1. Siano p una misura su (R,B) e (z,t) — f(x,t) una funzione
definita in R X ]a,b] con —oo < a < b < 400, a valori in C. Se vale:

(a) per ognit € |a,b[, la funzione x — f(x,t) sia integrabile rispetto a p;

(b) f sia derivabile rispetto a t ed esista una funzione g : R — Ry integrabile e
tale che, per ogni x € R e per ogni t € Ja,b], sia |O2f (z,t)] < g(z),

Allora, la funzione

t— F(t) := /f(x,t) dp(x)
R

e derivabile e si ha

F@=/®wawm. (3.4.1)
R

In particolare, se p € una misura di probabilita, la (3.4.1) si scrive

d

SELCO)=Eaf(,1)] .
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Dimostrazione. Sia (t,) un’arbitraria successione tendente a ¢, con t,, # ¢ per ogni
n € N, e si consideri il rapporto incrementale

F(tn,) — F(t) f(z,tn) — f(x,t)
h—t :/ h—t du()
R

Le funzioni h,, : R — C definite, per n € N, da

f(xvtn) — f(.%’,t)

hn(x) == P—

Y

sono misurabili e costituiscono una successione tendente a 05 f(z,t). D’altra parte,
hn(z) = Oof [x,t + 0,(x)] e, pertanto, |hy,| < g, per ogni n € N, sicché I'asserto
segue dal teorema di convergenza dominata. O

Teorema 3.4.2. Sia X una v.a. reale che ammetta momento di ordine n € N.
Allora, la sua f.c. ¢ é derivabile n volte e risulta

pMO) 1 [d’“so

k
EXY)="—7%"=% dtkL—o (k<n).

Dimostrazione. Sia f(z,t) := €®; applicando il Teorema 3.4.1 a questa funzione, si
ha
‘8§f(:n,t)‘ = ‘zk 2" exp(itx)‘ < |z|*.

Per ipotesi, E(|X|¥) < 400 se k < n. Di qui I'asserto. O

Il reciproco del Teorema 3.4.2 non & valido in generale perché una f.c. puo essere
derivabile nell’origine senza che la corrispondente distribuzione abbia media finita.

Esempio 3.4.1. Si consideri la legge individuata dalla densita

F@) =k~ (|2 Infa)) " L2 (o),

1
k= — dx.
/ e nfa]

{l=2}

ove la costante k ¢ tale che

Tale legge non ha speranza finita; infatti

[rserss=i ([ 7+ [ g o)

2 /‘JFOO 1 d 2 [1 1 ]cc:—i-oo +
= — r = —|Ininx == 0.
kJ, zlnzx k e=2

La sua f.c. &

2 [T costx
t) == dz .
olt) k:/2 2lng
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Questa ammette derivata nell’origine t = 0:

h) — 2 [Tt hr—1 1
p(h) — (0) / cos ha =
2

h “k h 22lnzx h—0

La derivata non esiste se t # 0, perché

sintx

T
zlnz

non e integrabile. Non esiste percio neanche la derivata seconda di ¢. ]

Vi ¢ pero un reciproco parziale del Teorema 3.4.2 che, alla luce dell’esempio
precedente non puo essere migliorato.

Teorema 3.4.3. Se la f.c. ¢ di una v.a. X é derivabile un numero pari di volte,
2k, allora X ha momento finito di ordine 2k.

Dimostrazione. Si supponga, dapprima, che sia kK = 1. Si ponga

a(t) == Re(t) = /cosmt dF(z),
R

B(t) = Sp(t) = /Sin xt dF (x);
R
allora o : R — R ¢ pari, mentre § : R — R ¢ dispari. Le funzioni o e 8 sono
derivabili e ¢’ = o/ +if’; ora, o’ & dispari, mentre 3’ & pari e percio o/(0) = 0. Si
ha anche 8”(0) = 0 perché §” & nuovamente dispari. Quindi ¢”(0) = o(0). La
formula di Taylor, applicata a «, da a(t) = a(0) + 5 o (0)t2 + o(t?), onde

t) — t)—1
o (0) = 2 1im 2D = U0 o gy O =1
t—0 t2 t—0 t2

Sia (t,) un’arbitraria successione infinitesima; dunque

") = a’(0) =2 tm [ ST L
¢"'(0) =a"(0) =2 ngrfoo 2 dF(x).
R
Definite le funzioni h, : R — R_ mediante h,(z) := (cost,z — 1)/t2, risulta
limy, s 400 n(z) = —22/2. Poiché h, < 0 per ogni n € N, applicando il lemma

di Fatou, si ottiene

— / 22 dF (z) = 2 / lim sup hy, (z) dF(x)

n—-4o00

> lim sup2/hn(x) dF(z) = ¢"(0),

n—+oo

sicché la speranza E(|X|?) ¢ finita. Il teorema & cosi dimostrato per k = 1. Si
proceda ora per induzione, supponendo che ¢ sia derivabile nell’origine 2k volte e
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supponendo, altresi, di aver mostrato che X ammette momento di ordine 2k — 2,
con k> 1. Allora

(’D(Qk:—Q) (t) — ’i(2k_2) /:L‘2k_2 eit;c dF(l’) _ (_1)k—1 /szs—2eitac dF(l’) .
R R

Posto
a1 (t) == (=1)F1 /ar%z costr dF(z),
R

risulta, come sopra,

@K) () o 15, Gh—1(t) — x1(0)
¢ 7(0) = 2 lim 2 ;
da questo punto la dimostrazione ricalca quella del caso k = 1. ]

Corollario 3.4.1. Se la f.c. ¢ della v.a. X é derivabile n volte, allora X ammette
tutti i momenti di ordine k < n sen é pari, mentre, se n ¢ dispari, X ammette tutti
1 momenti di ordine k <n —1.

3.5 Funzioni caratteristiche e indipendenza

Prima di presentare i risultati riguardanti la f.c. della somma di variabili aleato-
rie indipendenti, & opportuno richiamare come lo stesso problema sia risolto senza
Iausilio delle f.c..

Siano X1, ..., X, v.a. indipendenti definite nello spazio di probabilita (Q2, F,P),
esia Fjlafr.di X; (j =1,...,n). Siconsideri il vettore aleatorio X := (X1,..., X,,)
che prende valori in (R™,B"); X induce una misura probabilita Px su (R", B")
mediante

Px(B):=P(X € B) (BeB".

Tale misura di probabilita si dice legge di X.

In particolare, se t1, ..., t, sono numeri reali, si consideri il boreliano
B = ]—oo,tl] X X ]—OO,tn] .
Poiché le v.a. X1, ..., X, sono indipendenti si ha
n
Px(]—00,t1] X -+ x |00, tn]) =P [ [{X; < t;} (3.5.1)
j=1
n n
=[P, <ty) =[] Fi(t). (3.5.2)
j=1 j=1
Ma allora Px ¢ la misura prodotto delle misure di Stieljes p1, ..., @y, indotte da Fi,
ey Fo:

Px = ® - @ pp .
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Pertanto, per ogni boreliano B di R™ &
Px(B) = / dF(z1) ... dFy(zn) .
{xeB}

Si puo enunciare il risultato ottenuto nel seguente risultato.

Teorema 3.5.1. Siano X1, ..., X, v.a. indipendenti e q.c. finite definite nello
spazio di probabilita (0, F,P) e siano Fy, ..., F, le rispettive funzioni di ripar-
tizione. Allora, per ogni B € B(R™), si ha

P(X € B) = /{ Ly () AT ). (3.5.3)

Inoltre se g : R™ — R ¢& misurabile si ha

E(goX) = / 9(x) dF1(21) ... dFp(2n) | (3.5.4)

n

nel senso che, se esiste l'integrale a primo o a secondo membro, allora esiste anche
Ualtro e i due sono equali.

Come esempio significativo di applicazione del Teorema 3.5.1 si considerino due
v.a. X e Y fr. F' e G, rispettivamente, e la lora somma Z =X +Y. Lafr. Hdi Z
e, per ognmi t € R,

Hit)=P(Z<t)=P(X +Y <1

/ dF(z) dG(y)
{(z,y):xz+y<t}

= /R dG(y) /I ey dF(z) = /R F(t—y) dG(y).

Dunque
H(t) = /R Pt — ) dG(y). (3.5.5)

L’operazione definita si chiama convoluzione (di Stieltjes); spesso si scrive H = FxG.
Se entrambe le v.a. X e Y sono assolutamente continue con densita f e g rispet-
tivamente anche la loro somma X 4+ Y & assolutamente continua e si ha, com’e noto

fx+y = f*g.
Possiamo ora ritornare alle f.c..

Teorema 3.5.2. Se X; e X2 sono v.a. indipendenti definite sopra il medesimo
spazio di probabilita, allora vale, per ogni t € R,

x4 (1) = ox, (1) px, (). (3.5.6)
Dimostrazione. Si ponga, per (j = 1,2),

Yj :=costX; = Rexp(itX;), Zj =sintX; = Sexp(itX;).
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I vettori aleatori (Y1, Z1) e (Y2, Z2) sono indipendenti e reali; percio se 1 e o2 sono
le f.c. di X7 e Xg, rispettivamente,
@1(t) 2(t) = E(Y1 + i21) E(Y2 + i Z2)
=EM)E(Yz) — E(Z1) E(Z2)
+ 1 (E(Y1) E(Z2) + E(Z1) E(Y2))
=EWMY2 — Z125 + i(Y1Z2 + Z1Y2))
=E((\1 +i21) (Yo +iZ9))
= E (exp(itX1) exp(itXs3)) = E (exp [it(X1 + X2)])

= PX1+Xo (t) )

che conclude la dimostrazione. O

Il reciproco non ¢ vero; si vedano gli esercizi. L’ultimo teorema si pu¢ enunciare
in modo equivalente ricorrendo al concetto di convoluzione di leggi di probabilita.

Definizione 3.5.1. Siano p; e pg due leggi di probabilita su (R, B); si dice con-
voluzione p1 * puo di p1 e po la funzione py * o : B — Ry definita da

() (B)i= [ (B0 dalt) (B B), (3.5.7)
R

ove B—t:={y—t:ye€ B}. <&

Teorema 3.5.3. Se p; e pg sono due misure di probabilita su (R, B), anche la loro
convoluzione iy * g € una misura di probabilita su (R, B); la f.r. di py* ps € Fy* Fy
ove Iy e Fy sono le f.or. di py e di pa. Inoltre, se g : R — R ¢ integrabile rispetto a
p1 * po (g € LY (uy * p2)), allora si ha

[ 9t0) s s 2)(0) = [ 9o+ 9) dpr(e) dpaty). (358)
R R2
Dimostrazione. Segue immediatamente dalla (3.5.7) che pq%p2 € una misura. Inoltre
() (®) = [ pa(® = 1) dua(®) = [ (B dpatt) = [ dpatt) =1,
R R R

Scende ancora dalla (3.5.7), ponendovi B = |—o0, z], che
Fuaona@) = 1+ p2)() = 50,2]) = [ 1) = 00,2] = ) dpa(t)
R

— /m(] — oo, x — t]) dus(t) = /Fl(fU —t) dFy(t)
R R
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Per dimostrare la (3.5.8), si supporra, dapprima, che g sia la funzione indicatrice di
un boreliano B, g = 1p. Allora 1p_,(z) = 1p(x + y), sicché

/ 1p(z +y) dpa(z) dua(y) = / 1p—y(z) dpa(z) dpz(y)

R? R?
- / 11(B — y) dpa(y) = (un * o) (B)
R
- /13(75) d(per * p2)(t) 5
R

la (3.5.8) vale, dunque, per le funzioni indicatrici, e, quindi, per linearita, per le
funzioni semplici; mediante il ragionamento oramai usuale, se ne stabilisce la validita
anche per le funzioni misurabili positive e per le funzioni integrabili. O

Teorema 3.5.4. Siano p, 1, po leggi di probabilita su (R, B); se p = p1*pa, allora
per le f.c. corrispondenti vale, per ogni t € R,

p(t) = @1(t) pa(t) -

Mediante i teoremi della Sezione 3.2 e quelli della presente & risolto, in linea di
principio, il problema di determinare la legge della somma di un numero finito di
v.a. indipendenti di ciascuna delle quali sia nota la legge. Quest’ultima &, per la v.a.
X, individuata dalla sua f.c. ¢}, sicché la f.c. della somma S,, = >, X, che ne
individua la legge, ¢ data da ¢(t) = [[,<, ¢;(t) per ogni t € R.

Jj<n

3.6 1l teorema di continuita

I due teoremi che seguono, dovuti a Paul Lévy e a H. Cramér, sono noti sotto il
nome complessivo di teorema di continuita e sono di larghissima applicazione nello
studio di molti teoremi limite in teoria delle probabilita.

Teorema 3.6.1. Sia (F,) una successione di f.r. che converge completamente a
F eD. Seyp, eyp sono le f.c. di F,, e di F, rispettivamente, risulta, per ognit € R,
lim ¢, (t) = ().

n—-+00

Dimostrazione. L’asserto & un semplice corollario del Teorema (5.4.6) applicato alle
funzioni di Cy(R) definite da

Re'' = costx e Sel® = sintx,

che stabilisce 'asserto. O
Teorema 3.6.2. Sia (F,) una successione di f.r. e sia {¢n} la corrispondente
successione di f.c.. Se, per ognit € R, esiste il limite
t):= 1 t
p(t) = lm on(t)
e se la funzione ¢ : R — C cosi definita e continua in t = 0, allora ¢ € la f.c. di

una f.r. F e inoltre si ha F, —— F.
n—-+oo
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Dimostrazione. Per il teorema di Helly, esistono una successione (F,(;)) estratta da
(Fn) e una funzione F' : R — [0, 1], crescente e continua a destra tale che (I5,(;))
converga debolmente a F'. Per stabilire che F' € una f.r., occorre mostrare che

lim F(z)— lim F(z)=1,

r—r-+00 IT—r—00

oppure, cio che & lo stesso, che, se up € la misura di Stieltjes indotta da F su (R, B),
allora pp(R) = 1. Poiché lim;, 1 0n)(t) = ©(t) e |y ()] < 1, il teorema di
convergenza dominata da, per ogni § > 0,

j—+oo

10 1 /¢
5/0 p(t) dt = lim 5/0 P (t) dt. (3.6.1)

In virta del teorema di Fubini, I'integrale a secondo membro &

1 /? 1 /9 .
5/0 ©n() (1) dt:(;/O dt/e dF, ) (z)
R

§ itx 0T
e et —1
- / dF,)(2) | = dt = / e dFy ().

0 10T
R R
Per il Teorema (5.4.13), &
ei5z -1 ei§z -1
li —— dF; = F
j—y-{loo idx dF() (@) / i0x dF(z),
R R

sicché la (3.6.1) si scrive

1 4 6i5x71
5/0 o) dt:/ —= dF(2).

R
Ora la continuita di ¢ in £t =0 da
1 §
lim /0 p(t) dt = p(0) = lm_a(0) = 1. (3.6.2)
D’altra parte, poiché
ei&r -1
im — =1,
=0 idx

prendendo una successione infinitesima (d,), il teorema di convergenza dominata
da, con ovvio significato dei simboli,

6i5ncc o

im Z(Snxl dF(z) = / dF(z) = F(+00) — F(—o0);
R R

quest’ultima differenza e, per la (3.6.2), eguale a 1. Percio F' & una fr. e la
successione (Fn(]-)) jen converge completamente a F'. Dunque ¢ ¢ la f.c. di F.

Rimane da far vedere che tutta la successione (F},) converge completamente a F'.
Se cosi non fosse, vi sarebbe € > 0 tale che, per ogni r € N, esista F),,) con n(r) >r,
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con dr,(Fyy, ') > €. Per il teorema di Helly, la sottosuccessione (F,))ren € (Fy)
ne contiene un’altra, che si puo supporre essere la stessa (Fn(,,))reN, che converge
debolmente a una funzione G crescente e continua a destra che, come sopra, si
dimostra essere una f.r.. Ora F' # G, ma (¢y,()) converge a ¢ sicché I e G sarebbero
due f.r. differenti aventi la medesima f.c. cio che ¢ impossibile. O

In virtd dei risultati del Capitolo 2 e di questo, & ovvio il seguente

Teorema 3.6.3. La successione di v.a. (X,,) converge in legge alla v.a. X se, e solo
se, si verifica una delle sequenti condizioni equivalenti (F,, e F sono le f.r. di X, e
X, rispettivamente):

(a) dp(Fp, F) —0;
(b) limy, 400 Fr(x) = F(x) per ogni x € C(F);
(c) esiste un sottoinsieme denso di R, D C R, D =R, tale che

Vr e D lim F,(z) = F(z);

n—-+00
(d) limy 400 E(f 0 Xy,) = E(f 0 X) per ogni f € Cy(R);

(€) limy, 400 Pn(t) = @(t) per ogni t € R, ove ¢y, € la fc. di X, e p éla fc. di
X.

Definizione 3.6.1. Una famiglia {f, : ¢« € I} di funzioni f, : R - C (v € I) si
dice equicontinua se per ogni € > 0, esiste 6 = §(g) > 0 tale che |h| < § implichi
|f.(t +h) — f.(t)] < e perogniteReperognicel. <&

In particolare ogni funzione f, (v € I) di una famiglia equicontinua ¢ uniforme-
mente continua.

Teorema 3.6.4. Una successione (@) di f.c. che converga ad una f.c. ¢ & equicon-
tinua.

Dimostrazione. Sia F,, la f.r. corrispodente a ¢, e F' la f.r. corrispondente a ¢. Per
il Teorema 3.6.3, si ha F, % F. Fissato € > 0, esiste a > 0 tale che risulti
n—-+0oo

F,(—a) < e e Fy(a) > 1 — ¢ per ogni n € N. Infatti esiste un punto b > 0 di
continuita per F tale che F(—b) < € e F(b) > 1 —¢. Esiste pertanto ng € N tale che
per ogni n > ng sia F,(—b) < e e F,(b) > 1 —e¢. Inoltre per ogni j =1,2,...,m9—1
esiste a; > 0 tale che Fj(—a;) < € e Fj(aj) > 1 — ¢. Basta, allora scegliere a :=
max{ai,as,...,an,—1,b} per avere F,(—a) < € e Fy(a) > 1 — e per ogni n € N.
Inoltre esiste § > 0 tale che |¢?% — 1| < . Allora, per |h| < § e per ogni n € N,
risulta

(Pult+ 1) — ()] < /

R
_ / . /
{|2]<a} {|2]>a}
< / lethe _ 1| dF,(x) + 2 / dF,(z) <5e¢,

{lz|<a} {lz|=a}

ethe 1‘ dF,(x)

ethe — 1‘ dF,(z)
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che dimostra l’equicontinuita di (py,). O

Teorema 3.6.5. Nei Teoremi 3.6.1 e 3.6.2 la convergenza delle f.c. & uniforme in
ogni intervallo chiuso e limitato [a,b].

Dimostrazione. Sia dato € > 0; segue dall’equicontinuita di (p,) e dall’uniforme
continuita di ¢ che esiste § = d(¢) > 0 tale che [p,(t + h) — pn(t)] < € e |o(t +
h) —¢(t)] < e se |h| < 6, per ogni n € N e per ogni t € R. Siano ora t; (j =
0,1,...,741) punti tali che a =ty < t; < --- <t,y1 =beche max{tj; —t;:j=
0,1,...,7} < 4. Esiste allora N € N tale che |¢,(t;) — ¢(t;)| < € per ogni j e per
ogni n > N. Se t € [tj_1,t;], risulta, per n > N,

ln(t) — )] < lon(t) — onti)] + len(ts) — ot + |o(ts) — e(t)] < 3¢,
che conclude la dimostrazione. O

Non e possibile eliminare, nell’enunciato del Teorema 3.6.2, la richiesta che la
funzione limite ¢ sia continua in t = 0. Si considerino, infatti, i seguenti esempi.

Esempio 3.6.1. La f.c. della legge uniforme su (—n,n) &

(t) _ sinnt
Pnlt) = nt
Ora
. 0, t#0,
Jm pn(t) = ¢(t) = {1’ f= 0,
che non ¢ una f.c.. [ ]

Esempio 3.6.2. Sia F), la f.r. della legge esponenziale di parametro 1/n

0, x <0,
F,(x) =
(@) {l—e_x/", x2>0.

Allora lim,, 1 o F,(z) = 0 per ogni x di R. Ora ¢, (t) = (1 —int)~! e dunque

=00 1, t=0,

lim a(t) = p(t) = {0’ 70

che non ¢ una f.c.. [ ]

3.7 Individuazione delle f.c.

Si pone la questione di riconoscere se un’assegnata funzione ¢ : R — C sia la f.c. di
una v.a., o di una legge di probabilita.

Definizione 3.7.1. Una funzione f : R — C si dice semidefinita positiva, se si ha
n n
ZZf(tj —t)zjZk > 0,
j=1k=1

per ogni scelta di n in N, di n numeri reali ¢1,%9,...,t,, e di n» numeri complessi
21522y .y Zn- &
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Teorema 3.7.1. (Teorema di Bochner). Per una funzione ¢ : R — C continua
nell’origine e tale che ¢(0) = 1 sono equivalenti le condizioni:

(a) ¢ & una fc;

(b) ¢ & semidefinita positiva.

Dimostrazione. (a) = (b) Comunque si scelgano un numero naturale n, e, fissato

n, n numeri reali t1,to,...,t, € n numeri complessi 21, 22, ..., 2, €

Z Z (p(tj — tk)ZjEk = Z Z /exp (i(t]‘ — tk)) ZjZk dF(Z’)
j=1 k=1 J=lk=1p

n n

= /ZZ{Z] exp(itjz)} {m} dF(z)

r J=lk=1

2
n

= / sz exp(itjx) | dF(x) >0.

R |J=1
(b) = (a) Se f : R — C ¢ continua, allora, per ogni 7" > 0, si ha
T T
/ / o(u—v)f(u)f(v) du dv > 0; (3.7.1)
o Jo

infatti, 'integrale esiste sull’insieme compatto [0, 7] x [0, 7] ed & il limite delle somme
di Riemann
DO oty — tr) f(t5) f (t) Dt Dty
ik

ciascuna delle quali e positiva, perché ¢ & semidefinita positiva. Scegliendo ora
f(z) := exp(—iuz) nella (3.7.1), si ottiene

T T
pr(x) : ! /0 /0 o(u —v)exp{—i(u —v)x} dudv>0.

= ol

Si cambiino le variabili s = u — v, t = v. Si ottiene cosi

1 0 18T T 1 T 18T T=s
= —— T d dt + — T d dt
pr(@) =g [ wls)e ™ ds / oy ), Plele T ds /0
- ' ©(s) e ™% ds /T dt + 1 Tgo(s) e ds /T dt
27I—T T —s 2’/TT 0 s
1 r 18T r 1 r 3 |8|
= —ise gg [ dt = — —ise (1 _ 181 d
Tl A /|S| o /_T6 7 ) #ls)ds
1 —1i8T
- d
o0 . @T(S) S,

ove si e posto
\ﬂ)]
1—| = || e(t), se |[t| < T,
sty [ 1 (7)o (37.2)

Dimostreremo di seguito che:
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(a) pr € una densita di probabilita su (R, B);
(b) ¢r &, per ogni T' > 0, una f.c..

Questi due punti bastano per concludere la dimostrazione del teorema; infatti scende
dalla (3.7.2) che, per ogni t € R,

TLITOO or(t) = p(t);

per ipotesi, ¢ e continua nell’origine, sicché, per il Teorema 3.6.2, anche ¢ € una
f.c..

(a) Poiché gia si sa che pp ¢ positiva e che & continua, e, quindi, misurabile,
basta mostrare che e eguale a 1 il suo integrale su R. Si consideri la successione
crescente (¢,) di funzioni ¢, : R — R (n € N), definite da

=l
() == 1 n’

0, se |z| > n.

se |z| <,

Allora, v, 1 1 al tendere di n a +0o e la funzione ¥, - pr : R — R & continua. Dal
teorema di Beppo Levi scende, ricorrendo anche al teorema di Fubini,

/pT( ) dx —ngrfoo/wn x)pr(x
R
= 1 n(2) d e " pp(t) dt

= lim [ pp(t) dti /n 1-— Jzl e M dy
n—r+o0 2 J_ n
R

n

1 [sin(tn/2)]?

= 1 t) — —————>— dt
nﬁlinoo (PT( ) 2 t2n/4
R
. 1 25\ sin? s 1 sin? s
:nETmﬂ/¢T<n> 52 dS:ﬂ/(pT(O) s2 ds=1.
R R

Abbiamo usato il fatto che ¢7(0) = 1 e il teorema di convergenza dominata, perché
la funzione

e integrabile con l'integrale dato da

per il quale si vedano gli esercizi.



3.7. INDIVIDUAZIONE DELLE F.C. 139

(b) Per stabilire che ¢p ¢ la f.c. di pp, si usa l'integrabilita appena stabilita di
pr e il teorema di convergenza dominata

/ ¢ pp(z) dz = Tim [ e (2)pr(x) do

n—-+4oo
R R
1
— T - —(u—t)x
nll}r_{loo 5 /wn@) dz /e or(u) du
R R
1 2sin[(t — u)n/2] 2
= 1 — d
n-rtoo 2 /QOT(U){ (t—u)n e
1 2 ins)?
~ lim - /cpT (t—5> (Sln‘S) ds = or(t),
n—+oo T n s
R
che conlude la dimostrazione. O

E conseguenza immediata del teorema di Bochner che se ¢ € una f.c., sono f.c.
anche 3, |¢|?, Rp. Sempre per il teorema di Bochner, il prodotto di un numero
finito di f.c. & ancora una f.c..

Una seconda caratterizzazione delle f.c. &€ data dal seguente teorema di Cramér,
la dimostrazione del quale e, di fatto contenuta nel teorema precedente.

Teorema 3.7.2. Per una funzione ¢ : R — C continua, limitata e tale che ¢(0) =1
sono equivalenti le sequenti proprieta:

(a) ¢ éuna fc;

(b) per ogni T > 0 e per ogni x € R, vale

T T .
/ ds / (s —1) el 4t > 0.
0 0

E talvolta utile il seguente criterio dovuto a Pélya (che non dimostreremo)

Teorema 3.7.3. Se la funzione limitata  : R — R soddisfa alle sequenti condizioni:
(a) ©(0) =1;
(b) p(—t) = @(t) per ogni t € R;
(¢) ¢ € convessa in |0, 400] ;
(d) limy—qo0 @(t) =0,

allora @ é la f.c. di una f.r. assolutamente continua.
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3.8 Funzione caratteristica di un vettore aleatorio

Anche per i vettori aleatorl & possibile definire la funzione caratteristica.

Definizione 3.8.1. Dato un vettore aleatorio X : 2 — R"™ si dice funzione carat-
teristica di X la funzione px : R™ — C definita, per t € R", da

px(t) = E [exp (ift, X)), (3.8.1)
dove (a, b) denota il prodotto interno dei vettori a,b € R™. &

Usando il teorema del cambio di variabili, si vede anche in questo caso, che la
f.c. di un vettore aleatorio ¢, in effetti la f.c. della sua legge (multidimensionale).
Infatti

ox(t) = /exp (i(t,x)) dup(z) (t € R"),
R’FL
dove F' e la f.r. del vettore X. Pertanto, si parlera indifferentemente di f.c. di un
vettore aleatorio o di una una legge di probabilita multidimensionale.

Si supponga che sia dato un v.a. X = (X1, Xo,..., X,); sia m il vettore delle
speranze, cioe m = (E(X;),E(X2),...,E(X,)), e sia I' la matrice di varianza—
covarianza di X: v;; = V(X;) e vi; = Cov(X;, X;) se i # j. Allora, per ogni t € R",
la speranza della v.a. (t, X) ¢

E(<th>) = th E(XJ) = <tam>7
=1

mentre la sua varianza e

V((t, X)) =E({t,X)*) — E? ((t, X)) =E ((t, X)?) — (t,m)?

= > 4t E(X;X) — tity E(X;) E(Xp)
G k=1 g k=1

= Zt? % (X]) — th tr COV(X]', X)) = <Ft, t> .
j=1 J#k

Vale per le f.c. di vettori aleatori lo stesso risultato che per le f.c. di una v.a.:
una f.c. individua in modo univoco una legge di probabilita multidimensionale. Del
seguente teorema non daremo la dimostrazione.

Teorema 3.8.1. Le f.c. di due vettori aleatori sono equali se, e solo se, i due vettori
hanno la stessa legge.

N

E spesso utile il seguente criterio di indipendenza.

Teorema 3.8.2. Sia X = (X4,...,X,) un vettore aleatorio n—dimensionale. Sono
allora equivalenti le affermazioni:

(a) le componenti X1,..., X, di X sono indipendenti;
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(b) le fc. p di X € ¢1,...,0n di X1,...,X,, rispettivamente, sono legate dalla
relazione

Vi=(tr,....ta) ER"  o(t) =[] ei(t)).
j=1

Dimostrazione. (a) = (b) &

n

o(t) == Elexp(i(t,X))] =E |exp | i th X;
j=1

n n
=K Heitjxj :H(pj(tj).
7j=1 7j=1

(b) = (a) Sia Y = (Y1,Y>,...,Y,) un vettore aleatorio n—dimensionale con com-
ponenti indipendenti e tale che, per ogni j = 1,2,...,n, Y, abbia la stessa legge,
e quindi la stessa f.c., di X;. Allora i vettori X e Y hanno, per la prima parte di
questa dimostrazione, la stessa legge n—dimensionale; dunque le v.a. X1, Xo,..., X,
sono indipendenti. ]

Definizione 3.8.2. Si dice che un vettore X = (X, Xo,...,X,,) & gaussiano o
normale se & gaussiana, per ogni t € R", la v.a. (¢, X). &

Teorema 3.8.3. (a) La legge di un vettore gaussiano X é determinata dal vettore
delle speranze m e dalla matrice di covarianza I'; si scrivera

X ~ N,(m,T).

(b) Se X ha legge N,(m,T'), se A & una matrice k x n e se a ¢ in R¥, allora il
vettore aleatorio Y := AX + a ha legge Ny(Am + a, AT A?).

Dimostrazione. (a) La f.c. del vettore X ¢ data da

. . 1
x(t) = Blexp(itt, X))] = exp (it m) — § (r1.1)).
(b) Per quanto visto in (a) si ha, per t € R¥,

oy (t) = Efexp (i(t,Y))]
E [exp (i{t, AX) +i(t,a))] = eilta) | <ei(t,AX)>

oilta) | (oHATEX) )
. 1
— ¢ita) exp <i<ATt7 m) — 5 <FATt, ATt>>
1
= exp (i(t,Am +a) — B (AFATt,t>> ;

che ¢ la f.c. di un vettore con legge N (Am + a, AFAt). O
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3.9 Note al Capitolo 3

Sezione 3.1 Le funzioni caratteristiche furono apparentemente usate per la prima
volta da Lyapunov (1901) nella dimostrazione di un caso del Teorema del limite
centrale (si veda il successivo Capitolo 4). Esse furono usate sistematicamente
da Lévy in primo luogo per dare una dimostrazione pid semplice di quella
originale del teorema di Lindeberg (di nuovo, si veda il successivo Capitolo 4);
a tal proposito, si consultino (Lévy, 1922.a e 1922.b). Il riferimento d’obbligo
per le f.c. & (Lukacs, 1970). Per le f.c. nell’ambito piu vasto delle trasformate
di Fourier si veda, ad esempio, (Stromberg, 1994).

Sezione 3.2 La corrispondenza biunivoca tra funzioni caratteristiche e funzioni di
ripartizione fu stabilita da Lévy (1922.c).

Sezione 3.6 Il teorema di continuita fu pubblicato da Lévy (1922.c); a questo teo-
rema € associato anche il nome di Cramér perché la formulazione definitiva
del teorema fu data in (Cramér, 1937). Per un’esposizione moderna si veda
(Edwards, 1990).

Sezione 3.7 Il teorema di caratterizzazione delle f.c. ¢ dovuto a Bochner (1952).

3.10 Esercizi sul Capitolo 3

3.1. Si ritrovino la media e la varianza delle seguenti leggi ricorrendo alle f.c.:
(a) binomiale Bi(n,p);
(b) di Poisson;
(c) geometrica;
(d) N(m,o2);
(e) gamma I'(r, \);
(f) binomiale negativa;

3.2. Si calcoli la f.c. della legge uniforme sull’intervallo (0, 1) e si controlli che essa
si annulla per t = 27k con k € Z.

3.3. Si calcoli la f.c. della legge triangolare che € individuata dalla densita

fla) =+ ( _ ’””‘) Low(@)  (a>0).

(87 (&%

3.4. Si calcoli la f.c. della legge di Laplace di densita

f(x) = %a exp(—a |x|) (a >0,z € R);

si mostri come si sarebbe potuto usare questo risultato per calcolare la f.c. della
legge di Cauchy.
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3.5. Si mostri che per ogni f.c. ¢ e per ogni t € R vale

AR{1 — ()} = R{1 — p(20)}.

Pertanto, se la successione (p,) di f.c. converge a 1 in un intervallo [T, 7] essa
converge a 1 su tutto R.

3.6. Ricorrendo alle f.c. si dimostri il seguente teoremas:

Teorema 3.10.1. Nello spazio di probabilita (2, F,P) siano X1 e Xa v.a. indipen-
denti. Allora

(a) se X; ~ N(m;,02) (i=1,2), allora X1 + Xa ~ N(my + ma,0} + 03);

(b) se X; ha legge binomiale di parametrin; e p (i = 1,2), allora X1 + X3 ha
legge binomiale di parametri ny + ng e p; cioé X; ~ Bi(n;,p) (i = 1,2)
implica X1 + Xo ~ Bi(ni + na2,p);

(c) se X; ha legge di Poisson di parametro \; (i =1,2), cioe X; ~ P(\1), allora
X1+ Xy ha legge di Poisson di parametro A1 + Ao, X1 + Xo ~ P\ + N\2);

(d) se X; ~T'(aj,0) (i =1,2), allora X1 + X2 ha legge T'(a1 + a0, 0).

3.7. Se ¢1, p2 e p sono rispettivamente le f.c. delle v.a. X, Y e X + Y, si mostri,
mediante un esempio, che pud accadere che sia ¢(t) = ¢1(t) p2(t) per ogni t € R
senza che X e Y siano indipendenti (sicché la condizione (3.5.6) ¢ una condizione
necessaria, ma non sufficiente per I'indipendenza).

(Suggerimento: la legge di Cauchy.)

3.8. La f.c. p di F e reale se, e solo se, F' & simmetrica.

3.9. Facendo riferimento alla funzione 1 definita dalla (3.2.1), si mostri che non
esiste nel senso di Lebesgue 'integrale

sin x
dx .
T

Ry

3.10. Si calcoli fOT e " sinx dx e si usi il teorema di Fubini per calcolare

T .
ST
dx
0 X

ed ottenere cosi un’altra dimostrazione della (3.2.2).

3.11. Per il calcolo della f.c. della legge normale N(0, 1) si puo procedere, oltre che
come nel testo, in altri modi che evitano il ricorso all’analisi complessa. Di seguito

ne sono indicati due.
—+o00
/ 2 costr dx;

si ricava mediante derivazione (ed un’integrazione per parti) un’equazione dif-
ferenziale per ¢; quest’ultima si puo risolvere tenendo presente che si conosce
la condizione ¢(0) = 1;

(a) Si osserva che
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(b) si ricorre allo sviluppo in serie di e?* e si integra a termine a termine la serie
che si ottiene.

3.12. Se (zy) ¢ una successione di numeri complessi che converge a z € C, si calcoli

. Zn\"™
lim (1 + —) .
n—-+oo n

Questo risultato torna utile in molti casi in cui si vogliano dimostrare teoremi limite
ricorrendo alla convergenza di f.c.. Lo si utilizzi per dimostrare direttamente il TLC
(si veda il successivo Capitolo 4 per la terminologia) nel caso di una successione (Xy,)
di v.a. di L? indipendenti e isonome, risultato che stabiliremo come conseguenza del
Teorema di Lindeberg nel Corollario 4.1.2.

3.13. L’insieme AY munito della convoluzione * come operazione ¢ un semigruppo
commutativo con identita.

3.14. £ := {¢, : a € R} & un sottosemigruppo commutativo di (A°, %), detto
semigruppo di traslazione.

3.15. Si individuino altri sottosemigruppi di (A ) tenendo conto dell’Esercizio
3.6.

3.16. Se la v.a. X & assolutamente continua, allora la sua f.c. ¢ soddisfa alla

proprieta
lim ¢(t) =0
[t| =400
(teorema di Riemann-Lebesgue).
3.17. Le seguenti funzioni sono f.c.:
1
a
T 1+ \t\ (2)
1—|t| o<l <1,
(b)
t] > 1;
1—|75| 0<[t[<1/2,
It > 1/2; (c)
(a€]0,1]). (d)

1+ \t\a

3.18. Esistono due f.c. ¢ e 2 con la proprieta che ¢1(t) = ¢a(t) per ognit € [—a,al,
ove a > 0 senza che le corrispondenti f.r. F e Fy siano eguali (o, cio che & lo stesso,
senza che sia @1 (t) = ¢2(t) per ogni t € R).

3.19. La funzione t — eI con o €10,1] & una f.c..

3.20. (a) Siano (F,) e (Gp) due successioni di f.r. che CONVergono completemente

alle f.r. F' e G rispettivamente. Si mostri allora che F,, x G, .—+—» Fx@G.
n—-+0oo

(b) Siano (Xy,) e (Y,) due successioni indipendenti di v.a. strettamente positive
definite sullo spazio di probabilita (2, F,P). Se entrambe le successioni convergono

in legge a v.a. strettamente positive X e Y, X, £ X, Y, LN Y, si mostri
n——+oo n—-+0o0o

che X, Y, — £ yXYeche Xn/Yn _£ X/Y.
n—+00 n—+00
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3.21. Siano ¢ e ¥ le f.c. corrispondenti alle f.r. F' e G rispettivamente. Allora:

(a)

A(F,G) = sup W

¢ una metrica su AY;
(b) la topologia di tale metrica ¢ la stessa di quella di Lévy.

3.22. (a) Si mostri, partendo da una delle identita trigonometriche elementari che

o0

sint t
T = H COS 27 .
n=1
(b) Siano (X)) v.a. indipendenti tali che P(X,, = —a) = P(X,, = a) = 1/2. Si

mostri che .
X;
Vo= oF
j=1

converge in legge ad una v.a. distribuita uniformente in (—a, ).

3.23. Sia b un numero naturale con b > 2 e sia (X,) una successione di v.a.
indipendenti ed isonome che assumono valori nell’insieme

{0,1,...,b—1}

e tali che per ogni n € N sia P(X,, = j) =1/b (5 =0,1,...,b—1). Allora lo
sviluppo in base b del numero di [0, 1]

Xn
Xe=> 3
neN
¢ uniformente distribuito in [0, 1].

3.24. Sia E un boreliano di R e sia (z,\) — F(z,)) una funzione boreliana in R?,
tale che, per ogni A € E, x — F)\(x) := F(x,\) sia una f.r.. Sia G una f.r. tale che

pa(E) = 1.
(a) z+— H(z) := [ Fa(z) dG()) & una f.r., detta (G—)mistura della famiglia {F) :
E
A € E}. (La convoluzione ¢ un caso particolare: n =1 e Fy(z) = F(x — \)).

(b) Siano pg e py le misure di Borel-Stieltjes generate da H e da F) rispettiva-
mente. Se ¢ € L' (uup), si mostri che

En(p) = / Ea(g) dG(N).
E

(c) Se py elaf.c. di F)\, allora per la f.c. o di H vale

on(t) = / (1) AG(N).

E
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(d) In particolare se (¢,) ¢ una successione di f.c. e se ) ¢, =1, con ¢, > 0,

allora
> cnn
neN

¢ una f.c..

3.25. Si calcoli la f.c. della v.a. Ty, tempo del k—esimo successo in un processo di
Bernoulli (X,,) sullo spazio di probabilita (2, F,P) e la usi per calcolare la varianza
di Ty,.

3.26. (a) La relazione F' x F} = F % Fy non implica F; = Fb;
(b) se, pero, F' e la f.r. della legge N(0,1), allora da F' x F} = F % Fy scende
Fy = Fs.

3.27. Se £ C R & un semigruppo abeliano rispetto all’addizione, la famiglia
{F\: A€ FE}
si dice stabile per addizione se, per ogni A1, A2 € E, si ha
Fy, * Fx, = F) 42, -

(a) Sia, peri=1,2,
Hi(z) := /F)\(m) dG;i(N)
E
la Gi—mistura della famiglia {F) : A € E} stabile per addizione. Allora la
convoluzione Hy x Hs ¢ la (G * G2)—mistura di {F) : A € E'}.

(b) Se E =7 e la famiglia {F,, : n € Z;} & stabile per addizione, esiste una f.c.
p tale che ¢, = " per ogni n € Z,.

3.28. (a) Siano f, : R —- C (n € N) e f : R — C funzioni equicontinue e si supponga
che f, — f uniformemente. Se z, ——+——> x, allora
n——+0oo

lim f,(z,) = f(z).

n—-+o0o

(b) Si supponga che X;,, — X in legge. Se (a,) e (b,) sono successioni reali tali che
an — a e b, — b, allora

an Xy 4+ by —=—s aX +b.

n—-+o00

3.29. Siano X; (j = 1,2,...,n) v.a. indipendenti e tutte uniformemente distri-
buite nell'intervallo (—1,1). Si calcoli la densita della somma S, =377, Xj.

3.30. Si dimostri che se a > 0, la funzione h : R — R definita da

h(x) :: l 1 —cosazx

s ax?

¢ una densita di probabilita e se ne calcoli la f.c..
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3.31. Sia X una v.a. nello spazio di probabilita (€2, F,P). Si mostri che, per ogni
x € R, vale
ot
P(X =2)= lim — e "op(t) dt.
( )= im 57 / Leel
3.32. Siano X e Y due v.a. indipendenti ed isonome con f.c. comune ¢. Siano
x1,x2, -+ € Ripunti di probabilita strettamente positiva

Px({a;}) = B(X = 2;) > 0.

Allora si ha

T
POC-Y =0) = lim o [ el s (a)
(X — Y =0) = 3 (Px({z;))? (b)
JEN
sicché

T
i o [ e dt = 3 (Px({a))*s

T—4o00 2T _T —
J

(c) se la f.c. ¢ & in L?(R), allora Px attribuisce probabilitd nulla ad ogni punto di
R (VzeR Px({z})=0).

3.33. Si determini la f.r. la cui f.c. & data da

>, cos jt
oty =C 5>

Pl

e si usi questa f.c. per mostrare che non ¢ vero il reciproco del Teorema 3.4.2.
(Occorre, naturalmente, specificare il valore della costante C').

3.34. Si mostri che per ogni ¢ reale e per ogni n € Z, vale

it (it)’ L 2]
— < A .
=2 TN RS S TR

Jj=0

Se ¢ e la f.c. di una v.a. X, allora

"L (it)T B(XY tX|mtt 2 x|
o) -3¢ )j!( ) SIE<‘(n+‘1)!A ‘n!| )

j=0

3.35. Le condizioni che seguono sono equivalenti per la successione (p,,) dei momenti
di una legge

(a) esiste t > 0 tale che
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(b) esiste t > 0 tale che

. N?ntzn
lim

n—r+00 (271)!

:()7

1
(¢) imsup, ;o0 5 far = A < 400.

3.36. Se la successione dei momenti (pn)nez, , con po = 1, soddisfa a una delle con-
dizioni equivalenti dell’esercizio precedente, essa individua una sola legge di proba-
bilita. E noto che, se per [t| < ty esiste la funzione generatrice dei momenti della
v.a. X,

P(t):=E (etX) ,

allora esistono finiti i momenti di ogni ordine p,, := E(X"™). Si dimostri che valgono
le relazioni:

Ux(t) =3 oy (I < to) (3101)
n=0 )
gy [ex ()
=0 = [0 (3102)

Inoltre la funzione generatrice dei momenti individua la legge di X, nel senso che,
se X e Y sono due v.a. per le quali esiste ¢y > 0 tale che 9 x (t) = 1y (¢) per |t| < to,
allora X e Y hannno la stessa legge.

3.37. Se per calcolare la f.c. della legge gamma si vuole evitare I'integrazione nel
campo complesso, si sviluppi in serie la funzione = — e®.

3.38. Sia X, una v.a. con legge geometrica di paramento p. Per A > 0 si consideri la
successione Yy, 1= % X\/n- Simostri che Y, converge in legge a una v.a. esponenziale
di parametro A. Si studii anche la convergenza in legge delle v.a. definite, per ogni

n € N, da

1 1
VvV, =—-—X d Z, =—X
n n P € da n o P

dando, per quest’ultima successione, una condizione sufficiente sulla successione (p;,)
affinché Z,, converga in legge ad una v.a. non costante.

3.39. Siano (X,) e (Y,) due successioni di v.a. che convergono in legge a X e YV
rispettivamente e tali che, per ogni n € N, X, & indipendente da Y}; inoltre X &
indipendente da Y. Si mostri che X,, + Y, tende in legge a X + Y. (& istruttivo
paragonare questo risultato a quanto visto nell’esercizio 2.27).

3.40. Sia G una f.r. Sono equivalenti le affermazioni:
(a) G =eo;
(b) F x G =F per ogni fr. F.

3.41. Siano X e Y due v.a., definite sul medesimo spazio di probabilita (2, F,P),
indipendenti, isonome con f.r. comune F e in L2. Per ogni coppia (a, 3) di numeri
reali tali che a? + 32 = 1, anche la v.a. X + BY ha fr. F.
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(a) Siano Xj, Xo,..., X, v.a. indipendenti tutte con f.r. F. Si trovi una costante

«y, tale che la v.a.
n
(7% Z Xj
j=1

abbia fir. F.
(b) Si determini F'.

3.42. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti e isonome, con legge individuata
dalla f.c. di Linnik

palt) = — (a €0,1)).

T e

(a) Si studii la convergenza in legge delle v.a.
1 n
j=1

(b) Sia N una v.a. di legge geometrica di parametro p, indipendente da quelle
della successione (X,,). La v.a.

N
ZN = pl/a ZX]'
j=1

ha legge di Linnik.

3.43. Sia (X)) una successione di v.a. indipendenti tali che per ogni j € N sia X; ~
I'(1,¢%); in altre parole per ogni indice j la v.a. X sia esponenziale di parametro .
Si consideri la v.a.

Yo =XiAXo A AN X,

Allora
(a) si determini la legge di Yy,;
(b) si studi la convergenza di (Y,,).

3.44. Siano X e Y due v.a. indipendenti ed isonome centrate, entrambe con varian-
za eguale a 1, E(X) = E(Y) = 0, E(X?) = E(Y?) =1. Seleva. U:=X+Y e
V := X — Y sono indipendenti, allora X, e quindi Y, ha legge N(0,1).

3.45. In uno spazio di probabilita (2, F, P) sia (X,,) una successione di v.a. indipen-
denti e isonome con legge esponenziale I'(1, \) e sia, al solito,

n
Sn = ZXj’ So =0.
j=1
per n € Zy e per t > 0 si ponga

n
Ny = Z 1is;<ty
j=1
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(a) Si determini la legge di Ny;
(b) Se
ﬂ = (t/ B t) 1Un€Z+ {Sn<t<Sn41=t'} s

la v.a. T} ha la stessa legge di X;.

3.46. Siano X e Y due v.a. indipendenti con f.r. F} e F5 rispettivamente. Si trovi
la f.c. del prodotto XY. Si usi quindi tale risultato per provare che se (Y,) &
una successione di v.a. indipendenti da X che converge in legge a Y, allora (XY;,)
converge in legge a XY

3.47. In uno spazio di probabilita (2, F,P) sia data una v.a. X e si consideri il
sottoinsieme J di R definito da

J = teR:/ethIP’<+oo
Q

J € non vuoto perché, per ogni v.a. X, 0 € J. Se J contiene un intorno dell’origine,
allora si definisce la funzione generatrice dei momenti della v.a. X, ¥ : J — Ry

mediante / /
P(t) :=E () = [ X dP = [ " dF (),
R

ove F' ¢ lafir. di X. L’insieme J si dice dominio proprio della funzione generatrice
dei momenti.

(a) Si mostri che se appartengono a J i punti tg > 0 e —tp, allora J contiene
I'intervallo [—to, tol;

(b) J & convesso;
(c) La funzione g : J — R definita da g(¢) := In(¢) ¢ convessa,
(d) la funzione generatrice dei momenti v € analitica in .J, vale a dire che per ogni

t € J vale i
Y(t) = Z On 15

neEZy

inoltre g =1 e, per n € N
oy = ™ (0) = /X” P,

sicché X ha momenti di tutti gli ordini;
(e) si dia I’esempio di una v.a. per la quale J = {0};

(f) la condizione che J contenga un intervallo ¢ essenziale; si trovi, ad esempio,
I'insieme J per la v.a. X che ha densita data da

1
F(@) = = 1140 (@)
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(g) sono isonome due v.a. X e Y che hanno la stessa funzione generatrice dei
momenti, ¥x = Yy.

3.48. Sia X una v.a. di L' con speranza eguale a m, sia 9 la sua funzione generatrice
dei momenti e J il suo dominio proprio. Supposto che sia J # {0}, se a > m, vale
la diseguaglianza dovuta a Cramér

P(X > a) < exp (—inf{at —Iny(t) : t > 0,t € J°}) .
3.49. Si controlli che, per t # 0 non & integrabile la funzione

sintx

2, +o0[ 22— )
zlnx

sin? s
5 ds=m.
R S

3.51. Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,) una successione di v.a. in-
dipendenti, tutte di legge N(0,02). Se # & un numero reale, si definisca una nuova
successione (Y;,) mediante

3.50. Si calcoli I'integrale

Y1 = Xy, Y, =0Y,_ 1+ X, sen>2.
(a) Si calcoli E(Y,) (n € N);
(b) si calcoli Cov(Yy, Ynt1) (n € N);
(c) si determini la legge di Y, (n € N);
(d) si studii la convergenza in legge della successione (Y;,).

3.52. Dalla f.c. del vettore aleatorio X = (X1, Xo,..., X)) si derivino le f.c. mar-
ginali delle componenti. In particolare si mostri che le componenti di un vettore
aleatorio normale gaussiano sono ancora gaussiane.

3.53. Le v.a. X, (n € N) e X abbiano f.c. ¢, e ¢ integrabili. Allora, tanto le v.a.
X, quanto X sono assolutamente continue; siano f, e f le loro densita. Se ¢

[lent) = (o) &t ——0.
R
allora

folz) —— f(x) per ogni x € R.

n—-+400o

e (X,,) converge in legge a X.
3.54. Nello spazio di probabilita (€2, F,P) per la successione

(Xn’f)neN;kzl,Q,...,n

sono equivalenti le affermazioni:

> —_—
max P (| Xu] > ¢) —— 0. (3)
Xk qp = ”F (z) —— 0 (b)

Q R
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Capitolo 4

Teoremi Limite

Una parte importante del Calcolo delle Probabilita & costituita da teoremi che stu-
diano il limite di successioni di v.a.. Un gran numero di questi teoremi si puo
classificare in due grandi famiglie: Teoremi del Limite Centrale (TLC) e Leggi dei
Grandi Numeri (LGN). Accanto a questi vi € poi lo studio della velocita di con-
vergenza e delle oscillazioni. In queste lezioni ci limiteremo a dare alcuni esempi
importanti di TLC e di LGN.

4.1 TLC: condizioni sufficienti

Il TLC studia la convergenza in legge di una successione di v.a. ad una v.a. (che
puo essere fittizia) che abbia legge N(0,1). Il TLC non ¢ affatto un teorema, bensi
piuttosto una classe di teoremi. Un esempio di TLC si e gia incontrato nel corso
introduttivo a proposito del teorema di de Moivre-Laplace. Si considerera qui il solo
caso di una successione di v.a. indipendenti. Per una trattazione completa di questo
problema nelle condizioni nelle quali ci siamo posti, si veda il libro di Loeve citato
in Bibliografia. Sia (X, ),en una successione di v.a. indipendenti e appartenenti a
L?. Si ponga, per comodita di notazione,

mi=E(X;), oF=V(X;) (j<n), Sp=d X
j=1

onde

E(S,) = ij e :=V(Sy) = ZO‘?.
j=1

Si consideri ora la v.a. g E(S
T, = M (n € N),

Cn

che ha speranza e varianza rispettivamente eguali a 0 e a 1.

Definizione 4.1.1. Se X* & una v.a. con legge N(0, 1), si dice che la successione
(Xy) obbedisce al TLC se la successione (1},) converge a X™* in legge. &

N

Il ruolo della v.a. X* e del tutto marginale, tanto che spesso si scrive

T, —£— N(0,1).

n—-4o00

153
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Si cercheranno dapprima condizioni che assicurino la convergenza. Il risultato che
segue ¢ fondamentale.

Teorema 4.1.1. (Lindeberg). Sia (X, )nen una successione di v.a. indipendenti di
L?. Se, con le notazioni appena introdotte, é verificata la condizione di Lindeberg

2 _
Jim 2 Z / (X; —my)?dP =0, (4.1.1)
I=L X —mj|>een}

allora la successione (T),) converge in legge alla distribuzione N(0,1), vale a dire
che la successione (X,,) obbedisce al TLC.

Si osservi che la condizione di Lindeberg (4.1.1) si puo scrivere nella forma equi-
valente
lim — (x —my)? dFj(z) = 0.
T {lz—mj|>ecn}

Prima di dare la dimostrazione di questo teorema, conviene metterne in luce
alcune conseguenze particolarmente importanti nelle applicazioni; cio sara fatto in
una serie di corollari.

Corollario 4.1.1. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti uniformemente
limitate, cioé per ognin € N si ha | X,| < H, e sia lim,_, 1 c2 = +oo. Allora (X,,)
obbedisce al TLC.

Dimostrazione. Per ogni j < n si ha, usando la diseguaglianza di Cebygev,

9 9 4H20]2-
n
11X —mj[>ecn}
onde . ) 2
1 4H%0;  4H*
S;Z / (X5 = my)? dP<07Z 5262 T 22
T2HIX5—mj zen)
sicché la condizione di Lindeberg (4.1.1) ¢ verificata. O

Corollario 4.1.2. Sia (X,) una successione di v.a. di L* indipendenti ed isonome.
Allora (X,,) obbedisce al TLC.

Dimostrazione. Poiché E(X;) = m e V(X;) = 02 per ogni j € N, si ha, indicando
con X una qualsiasi v.a. della successione e con F' la f.r. comune,

N
=lx; m]|>5cn}
_ 02 Z / (x — m)? dF(z)
N
L / (x—m)? dF(z).

0-2
{le—m|>eav/m}
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Posto Ay, := {|X — m| > eo/n}, la successione (4,,) & decrescente e ha come limite
Iintersezione Ny, cnAn; ora

P(ﬂ An) =P{weQ:|X(w)|=+x})=0,

neN

ma allora, ricordando che (X —m)? - P & una misura finita, perché X appartiene a
L? (e, dunque, anche a L!), &

lim [ (X —-m)>dP=0,
n——+0o00
An

che conclude la dimostrazione. O

Il Corollario che abbiamo appena dimostrato riguarda il caso che in lettera-
tura e solitamente indicato come il caso i.i.d., vale a dire di v.a. ¢ndipendenti ed
identicamente distribuite.

Si osservi che il Corollario 4.1.2, ma anche 4.1.1, si applica, in particolare, al
caso delle prove bernoulliane. Sia, infatti, 5,, il numero di successi in n prove
indipendenti. Posto o2 := V(X;) = pq, si ha E(S,) = np, ¢2 = npq, onde

_ Sn, —np '
v npq

si ritrova cosf il teorema integrale di de Moivre—Laplace.

T

Corollario 4.1.3. (Teorema di Lyapunov). Se > 0, sia (X,,) una successione di
v.a. indipendenti di L*>T°. Se ¢ verificata la condizione di Lyapunov

. 1 O 246
lim Q%MZIEOX]- —my| 2t ) —0, (4.1.2)
]:

n—-4o00

allora (X,,) obbedisce al TLC.

Dimostrazione. Si ha

E <\Xj - mj!2+5> = / X —my| T dP

> / X —my|#*0 dP > ¢, / (X; —my)* dP,
{I1X;—m;[>ecn} {IX;j—m;[>ecn}
sicché
1 O 2 1 S 245
=3 (X5 —my) dpﬁszoXJ’—mﬂ )
2« ecn™

L’asserto segue ora dalla (4.1.1) e dalla (4.1.2). O
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Dimostrazione del Teorema 4.1.1. Senza perdita di generalita, si puo supporre che
sia m; = 0 per ogni j € N. Infatti, se il teorema ¢ dimostrato con questultima
restrizione, si ponga Yj := X; —mj onde E(Y;) =0 (j€N), S, :=3"7,Y; (n€
N); ma allora si ha T, = T,,. Poiché

/ (Xj —m;)*dP = / Y} dP,

{|Xj—mj|=ecn} {IYjl=ecn}

la condizione di Lindeberg vale per le successioni (Y;,) e (X,,), onde sia T} sia T,
convergono in legge a N (0, 1).

Sara opportuno usare le seguenti relazioni, che sono facili conseguenze degli
sviluppi in serie, nel campo complesso, delle funzioni in questione (si vedano gli
esercizi)

) 2
eV =1+iy+6(y)% (yeR 6| <), (4.1.3)
; P lyl?
6y=1+1y—§+91(y)? (yeR,|6:1(y)] <1), (4.1.4)
Log (14 2) = z + 02(2)|22 (2 € C,|2| < 1/2,|62(2)| < 1), (4.1.5)

ove, mediante Log, si ¢ indicato il ramo principale del logaritmo. E noto, infatti, che,
poiché la funzione z — €'* & periodica di periodo 7, un numero complesso z = pe'?
ha come logaritmo, nel campo complesso, Inz = In p+i(0 +nw), ove n € Z, sicché il
logaritmo non e una funzione nel campo complesso. Per far si che si possa definire
il logaritmo di un numero complesso come funzione si considera ramo principale del
logaritmo che corrisponde alla scelta del valore n = 0 nell’ultima formula; in questo
modo, Log1 = 0. Nello studio delle funzioni caratteristiche si sa che ogni funzione
caratteristica ¢ e tale che p(0) = 1; si impone, quindi, che il suo logaritmo si annulli
nell’origine, In ¢(0) = 0; cio equivale a scegliere il ramo principale del logaritmo.
Se pj elafc. di Xj, lafcdiT, e

o1, (t) = E (exp(itTy,)) = E (exp(itSy)/cn)
t - t
=¢sn |\ | = H L
Cn " Cn
J=1
Ora, per la (4.1.3) e per la (4.1.4), risulta, essendo F} la fr. di X},

©i(t) = /exp(itm) dFj(x)

R

- / 1+z‘tx+9t2;2> dF;(z)
{lal>een}

n / 1+ ita — t2§2 + 0, |t|3éx|3> dFy(z).
{lal <een)

Si noti che, benché nell’'ultimo integrale compaia la potenza |z|?, e benché non si
sia supposto che Y; appartenga a L3, lintegrale esiste finito perché esso ¢ esteso
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all'insieme {|z| < ecp}, nel quale l'integrando ¢ limitato. Poiché

/itl‘ dFJ(:E) == Zt]E(X]) == 0,

R
si ha
t t2 9
©;j <Cn> =1+ (20,%) / Oz dF;(x)
2 elzeen) o] (4.1.6)
— <20%> / z? dFj(z) + <60731> / 01|z|® dF; ().
{lzl<een} {lzl<een}
Ora
1 2 1 2
3 0z dFj(x) | < B z* dFj(x)
{lz|>ecn} {lz|>ecn}
e percid esiste 05 € C tale che | 03] < 1 e che
% / 622 dF;(x) = b5 / 22 dF)(z). (4.1.7)
{lz|>ecn} {lz[>ecn}
Analogamente,
1 3 1 3
i [ eePam@|<p [ P
{lz|<ecn} {lz|<ecn}
<% [ P ape);
{|z|<ecn}
esiste perciod una costante 64 € C tale che |84 < 1/6 e che
é / 01]z|* dF;(x) = bse ¢y / z? dFj(z). (4.1.8)
{lz|<ecn} {lz|<ecn}
Pertanto, posto per n € N e per j < n,
1 2
Qpj = z / xz* dFj(x), (4.1.9)
{lz|>ecn}
Bj = 61% / 2% dF;(x), (4.1.10)
{lz|<ecn}

I'equazione (4.1.6) diviene ¢;(t/cn,) = 1 + vpj, ove, in virtd delle (4.1.7), (4.1.8),
(4.1.9) e (4.1.10),

1
Ynj = 93t2anj — itQ/an + |t|3504ﬁn]’ . (4111)
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Alla luce della (4.1.9), la condizione di Lindeberg (4.1.1) si legge

n

lim Z ani = 0.
n—4o0o K
Jj=1

Inoltre &
n

Z(O‘nj + /871]) =1,

Jj=1

sicché l'ipotesi (4.1.1) da

n

i D g = 1.

J=1

Poiché B,j < €2, segue dalla (4.1.11) che, per ¢ < /6, e per n abbastanza grande,
diciamo per n > ng,

antQ

max{|yn;| : j < n} = max 93t2anj — + ]t!3594ﬁnj
j<n 2
t2 . t2 . t 3.3
< max gy s + 1% <% felt)?
Ji<n 2 2 6

imﬂsg(

t2an; 2B " |tPeBny 12 3
2 ng PEEPng 2 4 o3,
2 5t +§; : < 5 et

Scende ora dalla (4.1.5) che

t2+L t t2+§5L t
B) gYs, o D) Pt g ©; n

2 2
s =1

e dalla (4.1.11) che

n

1

li F=—— 1%

W;QEOEE;W%J 5t
j:

e, poiché
n n
> st < (maxoogl) 3 bl
j=1 = J=1

segue che, scelto d > 0 arbitrariamente, si puo determinare, subordinatamente a ¢
e a t, € sufficientemente piccolo perché risulti, per n > ny,

2
2+2L0g(1—|—’ynj) <9.
]:
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Siccome la funzione esponenziale & continua, ’espressione

(o ()

J=1

n

+ Z Log (1 + ;)
=1

t2
= exXp 5

tende a 1 al tendere di n a 400, cioe

2
lim o7, (t) =exp <—> ,

n—-+o0o

che ¢ la f.c. di una v.a. con legge N(0, 1). O

11 Corollario 4.1.2 & cosi importante per le applicazioni, in particolare alla Stati-
stica, che vale la pena darne una dimostrazione diretta. Si supponga, senza perdita
di generalita, che le v.a della successione (X,,) siano centrate, E(X,,) = 0 per ogni

n € N. Allora
Sn

g\/1Nn

o1, (t) = ¢s, <a\t/ﬁ> = li[lcp <a\t/ﬁ> =" (Utn>,

ove @ & la f.c. comune delle v.a. della successione data. Pertanto,

T, =

g\/n

S EERE

Poiché X ¢ in L? e quindi ammette momento di ordine 2 finito, la f.c. ¢ & derivabile
due volte in un intorno dell’origine, sicché

Log ¢, (t) = nLog ¢ < : ) (4.1.12)

plt) = 0(0) +16/(0) + 5 £ 6"(0) + O (%) .

Ma le v.a. della successione sono centrate sicché ¢'(0) = 0; inoltre, ¢”(0) = —o?2,

sicché

< ! ) Lt "(o>+o< 1)

P\ —F— ) = ¥ )

o\/n 202n n3/2
2 ) (4.1.13)
:1‘zn+0<ns/z>

Sostituendo la (4.1.13) nella (4.1.12) si ottiene

t2 1
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e di qui, sviluppando in serie il logaritmo,

12 1 n( t 1 2
o en) = {540 (m) b5 {5+ (33
1
+n0O <n3/2>
9 \/ﬁ n—+00 2’

Il TLC si puo estendere a “schemi triangolari”.

cioe 'asserto.

Teorema 4.1.2. Nello spazio L?, per ogni n € N, siano Xpjnwva (j=1,2,...,n)
indipendenti e centrate, E(X,;) =0 (mneN; j=1,2,...,n). Si supponga che sia

Zn:IE(X ZV —m >0; (4.1.14)

se, per ogni € > 0, si ha
n

lim X2 dP=0, (4.1.15)

n—-+00 4 1
I=0 {1 Xnj12e}

allora la successione (Sy) con Sy 1= Y70_; Xy; converge in legge a N (0, o?).

Dimostrazione. Siano ¢,; e o,; rispettivamente la f.c. e la varianza di X,;. ¢ noto
(si vedano gli esercizi del Capitolo 6) che, per ogni ¢ > 0,

1 H2 X3 20t|2 [ X2
|onj(t) — (1_2 ?UtQ)’gE(H [Xns|® 21t Wy>

4! 2!
_
- 6

| X |% AP + 2 /ngcup.
{IXnjl<e} {1Xnj|>e}

Sommando su j e facendo tendere n a +oo si ottiene, ricorrendo alla (4.1.14) e alla

(4.1.15),
1 et]3 o?
1 1—-co2 %) < —/——
ot = (1 3742) | < 5
che, per l'arbitrarieta di e, da
1
Sonj( ) <1 - 5 Jnj t2)

Si sa dagli esercizi che, se z1,29,...,2, € 21,25,..., 2], sono numeri complessi con
2] <lelf] <1(j=1,2,...,n), allora

n n n
/
1511 < Xl -4
=1

=1 j=1

n

D

Jj=1

—— 0.

n—-+o0o
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Quest’ultima diseguaglianza da

n n
[ eni® H (1 — 5% t2> ——0. (4.1.16)
j=1 j=1

Si sa ancora (di nuovo, si vedano gli esercizi) che, se ap; (n € N; j =1,2...,n)

sono numeri complessi tali che

n
12
Zan] n——+o0o € 'Zl‘an]‘ m 07 (4117)
]:
allora .
— . —Q
-H1 (1= anj) ———e™". (4.1.18)
]:

Si prenda ora a,; = t*o?2 nj/ 2, sicché la (4.1.14) da la prima delle (4.1.17) con
a =to?/2. Siosservi che

o2 = / N / Xfljdp

nj

{IXnsl<e} {IXnsl>e}

<e+ / X7, dP.
{1Xn; 1>}

Percio la prima delle (4.1.15) implica, per 'arbitrarieta di e,

supa L — 0 e g o
j<n n—-+0o

Pertanto
£ 2 t? 2 - 2
4210an4 Supanj z;o-nj n—H—oo}O’
j:

cio che assicura che sia verificata anche la seconda delle (4.1.17). La (4.1.18) da

dunque
- Lo o L 5.9
H(“f w) mexp(—f t) ?
7j=1
I'asserto segue ora dalla (4.1.16). O

4.2 TLC: condizioni necessarie

Prima di mostrare, con un esempio, che la condizione di Lindeberg (4.1.1) non &
necessaria per la convergenza in legge a N (0, 1), occorre provare il seguente

Lemma 4.2.1. Sia (X,),en una successione di v.a. indipendenti di L? che soddis-
faccia alla condizione di Lindeberg (4.1.1). Risulta allora, per ognie > 0,

n—+oo j<n

X. _ .
lim max P (’Jmﬂ > g> =0. (4.2.1)
Cn
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Dimostrazione. Poiché una somma di termini positivi € maggiore di ciascuno dei
suoi addendi e, dunque, in particolare del maggiore di essi, si ha

1 n
= > / (X; —m;)* dP

I=H|X —mj|>e en}

n
> ¢? ZIP’(\X]- —mj| > ec,) > e® maxP (| X; —my| > ecp)
= j<n

che conclude la dimostrazione. O

Si puo ora costruire una successione di v.a. indipendenti tale che la (4.2.1) sia
violata mentre la successione (7,) converge in legge a N(0,1); alla luce del lem-
ma appena dimostrato, si ha allora la convergenza di (7,) a N(0,1) senza che sia
soddisfatta la condizione di Lindeberg.

Esempio 4.2.1. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti, ognuna delle quali
abbia legge normale di speranza nulla e varianza V(X,,) = 02 = 2" 2 se n > 2,
mentre V(X;) = 1. Ora, per n > 2, si ha

n n ' n—2 ' 1_2n—1
02220?21—1—22]72:1+22]:1+7172 =on

dunque, X, /c, € una v.a. con legge normale di speranza nulla e varianza data da

v <Xn) _V(Xn) 27?1

Cn 2 on-l 97

Pertanto

2 fooo
IJI.lSa;L(PﬂXﬂchn)zp(|Xn|250n):ﬁ/e e’ dz >0,

che ¢ una costante indipendente tanto da j quanto da n. Poiché la (4.2.1) non &
verificata, non puo esserlo neanche la (4.1.1). D’altra parte, pero, se T,, = Sy, /cp, si
ha

n

on,(0) = s, (=) =vs, (12°7) =L (12°7")

j=1

2\ = 2J=2¢2 12
oo (-£) o (252) -0 ()
j=2

percio T), ha legge N(0,1) per ogni n € N, di modo che (7,,) converge in legge a
N(0,1). [ |

Se, di pid, si impone che sia verificata la (4.2.1), la condizione di Lindeberg &
necessaria oltreché sufficiente per la convergenza della successione (T,) alla legge
N(0,1).
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Teorema 4.2.1. Per una successione di v.a. indipendenti di L? sono equivalenti le
affermazioni:

(a) wale la condizione di Lindeberg (4.1.1);

(b) la successione (T),) converge in legge a N(0,1) e, inoltre, é verificata la (4.2.1).

L’implicazione (a) = (b) ¢ conseguenza del teorema 4.1.1 e del Lemma 4.2.1.
La dimostrazione dell’implicazione inversa & dovuta a Feller. Occorrera premetterle
alcuni lemmi.

Lemma 4.2.2. (Diseguaglianza di troncamento). Siano F' una f.r. e ¢ la sua f.c..
Set >0, esiste k € ]0,400[ tale che sia

t
AP (z) < % / (1— Rp(s)) ds. (4.2.2)
0
{lz|=1/t}

Dimostrazione.

1t I

= / (1 —Rp(s)) ds = — / ds /(1 — cos sz) dF(x)

t Jo t Jo

R

t1— 1 i o=t
_ /dF(:):) / 7(205 T ds = /t [3— Smsx] dF(z)
0 ® T s=0

R

:R/<1_ Si?f) dF(z) > (lilr;fl{l—stlt}> / dF ().

{lz[=1/t}

Si controlla immediatamente che

int 1
inf {1 - Sm} —1—sinl~0.158529 > =,
t]>1 t 7

di modo che la (4.2.2) ¢ valida con k = 7. O

La proprieta espressa dal prossimo lemma € conosciuta come trascurabilita asin-
totica uniforme.

Lemma 4.2.3. Siano (Xy;)nen,j<n una successione di v.a. € (¢n;) la corrispondente
successione di f.c.. Sono allora equivalenti le condizioni:

(a) per ogni e > 0, la successione (X,) soddisfa alla relazione

. oo,
Bl 9oy I Xnl 2 ) = 0;

(b) limy, 400 maxj<p |@nj(t) — 1| = 0 uniformemente in ogni intervallo limitato.
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Dimostrazione. (a) = (b)
it
max | on;(£) — 1| < max / € = 1| dFy ()
R

< max / " — 1| dFp;(z) + max / " — 1| dFp;(z).

j<n j<n

{lz|<e} {lz|>€}

Ora, poiché |e®® — 1| < |z, si ha

max |n;(t) — 1| < max / [tx| dFy;(z) + 2 max / dFy;(z)
Jj<n Jj<n

1<n

{lzl<e} {lz|>e}
<|tle + 2 maxP(| Xp;| > ¢).
Jjs<n

(b) = (a) In virtu della (4.2.2), risulta

maxP(X,| > 2) —max [ dFy()

{lz[=¢}
1/e 1/e
< max 76/ (1 =Ry (t)) ds < Te max |¢n;(t) — 1| ds,
j<n 0 0 j<n
poiché |1 —Rz| = |R(1—2)| < |1 —z|. Grazie all'ipotesi ed al teorema di convergenza
dominata, vale la condizione (a). O

Il seguente lemma serve a richiamare un risultato dell’analisi elementare.
Lemma 4.2.4. Siano (ay) e (b,) due successioni di numeri reali tali che

lim (a,+b,) =0;

n—-+0o

allora si ha

limsup | a,| = limsup | b, | .
n—400 n—-400

Dimostrazione. In virti dellipotesi, si ha, definitivamente, |a,, + b,| < €, per ogni
e > 0; equivalentemente, —¢ < a, + b, < €, relazione dalla quale scendono le due
diseguaglianze, entrambe valide definitivamente,

—ap <bp+e<|bpl+e e ap<-—b,+e<|by|+e

onde |a,| < |b,| + €. La diseguaglianza inversa si ottiene scambiando i ruoli delle
due successioni. O

Fine della dimostrazione del Teorema 4.2.1. Rimane da dimostrare 1'implicazione
(b) = (a). Si mostrera dapprima che

, T~ t
Jdim | o Z; (goj <Cn) - 1) =0. (4.2.3)



4.2. TLC: CONDIZIONI NECESSARIE 165

Poiché (7)) converge in legge a N(0,1), si ha

0=l () B o () ) o ().

. " t 12
S () ) -
]:

e, per la (4.1.5), con un opportuno v; tale che |v;| <1,

Percio

n

, 2 < t
Jim 2+Z;<90j (Cn> —1> +Z;Vj ©j
J= J=

onde, in virtu del Lemma 4.2.4,

2 t
limsup |— + < '<>—1>
n—)—‘rof 2 z:: i Cn
2
= limsu v 4.2.4
imsup Z| e () - (1.2.0
, t - t
< limsup (max ©j <> — ID ©j () — 1' .
n—s+00 Jj<n Cn = Cn
Ora, per l'ipotesi e per il Lemma 4.2.3,
li * 1| =
oo jon |77\ cn 0
e inoltre, tenendo conto della (4.1.3), si ha
n n .
t itr
2ler(22) = | [ Lo (5) ] 450
7=1 7=1 R
n 2.2 2 n 2
t2a? ¢ ,
7j=1 j=1
La (4.2.3) & dunque conseguenza della (4.2.4).
Si dimostrera quindi che, per ogni € > 0, si ha
limsup | 1 — Z / 2% dF;(z) | < i (4.2.5)
n—-+o0o — e2t?
=!{jz|<een}

Per la (4.2.3), ¢

, 2 t
A 2‘2%[1‘901(%)} =0
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0, equivalentemente,

n

R o A o (N (R PR

1= je|<een} I=Yjw|>ecn}

di modo che, applicando il Lemma 4.2.4, si ottiene

I t2 i / ) tm) AF ()
imsup | — — —cos — i(x
n—)—i—oop 2 1 Cn J
I= {Jel<een}
. = tr
= limsup Z 1 —cos— | dFj(z)|. (4.2.6)
, c

n—-+00 j=1 (el Seen) n

Ma

Zn: / (“COSZ) dFj(rc)gzn: / t;f;d@(x)

= ':1
J 1{|x\<£cn} J {|z|<ecn}

cio che mostra come nella (4.2.6) si possano eliminare i valori assoluti. Dalla stessa
(4.2.6) scende ora che

1
lim sup — - 2% dF;(x)
n——+o0 Cn

I=1 el <een)
2 & ¢
<limsup | — — Z 1 — cos m) dFj(z)

n—-+00 2 —1 Cn
= {lz|<een}

tx
=1i 1-— — ) dFj(x).
im sup E / < cos Cn) i(x)
D’altro canto, la diseguaglianza di Cebysev da

n

> / (1—cosm>dF <Z / (z)

=1 1
I= {lzl2een} i= {\x|>56n}

ZQZIPOXJ‘! > ecp) < 8262 Z

Jj=1

sicché la (4.2.5) & dimostrata. Per dimostrare che vale la condizione di Lindeberg
(4.1.1) basta ora far tendere ¢t a +o0o nella (4.2.5). O
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4.3 LGN: leggi deboli

In questa sezione e nella seguente supporremo, senza che cio sia richiamato esplici-
tamente nel seguito, che sia assegnato uno spazio di probabilita (€2, F,P) e che tutte
le v.a. che saranno considerate siano definite in tale spazio.

Definizione 4.3.1. Sia (X,,),en una successione di v.a. di L!: si dice che la succes-
sione (X,,) obbedisce alla Legge dei Grandi Numeri (LGN) se, posto Sy, := > "1 X,
la v.a.

_ S~ E(Sy)

n

AN

converge a zero. Si parlera di LGN debole se la convergenza avviene in probabilita,
di LGN forte se quasi certamente. &

Teorema 4.3.1. (Markov). Sia (X,) una successione di v.a. indipendenti di L?
con V(X,) = o2 per ogni n € N. Se vale la condizione di Markov

n—-+oo n2 -

1 n
lim — Y 07 =0, (4.3.1)
7j=1

(X)) obbedisce alla legge debole dei grandi numersi.

Dimostrazione. Al solito non ¢ restritivo supporre che le v.a. della successione (X,,)
siano tutte centrate, E(X,) =0 (n € N). Se Z,, := S,,/n, si ha, per ogni € > 0,

V(Zn) _ V(Sn) 1«
P(|Zy] > €) < 22 = 222 :€2n2 ;Uj’

che da ’asserto in virtu della (4.3.1). O

L’ipotesi d’indipendenza ¢, in effetti, ridondante, perché basta supporre che le
v.a. della successione (X,,) siano a due a due incorrelate. La condizione (4.3.1) e,
in particolare, soddisfatta se le varianze sono uniformemente limitate: o2 < A per
ogni n € N. In quest’ultima ipotesi vale, pero, la legge forte (si veda il successivo
Teorema 4.4.1).

Teorema 4.3.2. Se la successione (X,,) di v.a. di L' obbedisce alla LGN forte,

allora la successione
X, —E(X,)
n

converge a 0 g.c..
Dimostrazione. Non & restrittivo supporre che le v.a. siano tutte centrate (vale a

dire E(X,,) = 0 per ogni n € N). Posto, al solito, S, := 2?21 X, l'ipotesi & che si
abbia

— —0 g.c..
Ora

)

& S, n-—15,1
n n n n-—1

onde ’asserto. O
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Mostriamo con un esempio che una succesione (X,) di v.a. pud obbedire alla
LGN debole senza obbedire alla LGN forte.

Esempio 4.3.1. Sia (X,,)p>2 una successione di v.a. indipendemti tale che

1 1
P(X,=-n)=P(X,,=n) = P(X,=0)=1- .
(X n) (X =n) 2nlnn’ (X =0) nlnn
Per ogni n > 2, X,, ¢ in L!; infatti
1
E(|Xn|) = 1 < 400
Inoltre n
E(Xn) = € V(X5) = | Xall3 = nn
La funzione x — ¢(z) := x/Inx & crescente per x > e. Percio, se n > 3,
1< 1 2
w2V =g nzzv

=2 =

12 e
“n?2ln2 n? Ilnn  notoo
La successione (X,,) soddisfa, dunque, alla condizione di Markov (4.3.1) e verifica,
quindi, la LGN debole. Essa non obbedisce, pero, alla legge forte. Infatti, se cosi
fosse, si avrebbe, come si e visto sopra, X,,/n — 0 q.c..
Sia ora, per € > 0, A, (¢) := {|Xy| > ne}. Gli eventi A, () sono indipendenti.
E facile verificare che Xn/n m 0 g.c. equivale a

Pl 4:0) <1

Infatti, quest’ultima condizione equivale a dire che si ha definitivamente e q.c.
X X
| < g, cioe =" — 0 q.c.. Daltro canto, per ogni ¢ € ]0, 1[ risulta
n n

P (An(e)) = P (| Xn| = ne) =

nlnn’

onde

S P =Y = oo,

n>2 n>2
sicché il secondo lemma di Borel-Cantelli da
P (lim sup An(e)) =1,
n—-+oo

ossia

0.

P (1minf 45(0))

n—-+4o0o
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Teorema 4.3.3. (Khinchin). Se le v.a. della successione (X,) sono in L', indipen-
denti e isonome, la successione obbedisce alla LGN debole.

Dimostrazione. Si puo supporre, senza perdita di generalita, che le v.a. della succes-
sione siano centrate, cio¢ E(X,) = 0 per ogni n € N. In virtd del teorema (5.3.12),
basta mostrare che Z,, = %Z?Zl X, tende a zero in legge; ma cio equivale, per il
teorema (6.6.5), a mostrare che lim,, 1 ¢z, (t) = 1 per ogni ¢t € R, oppure, equi-
valentemente, che lim, . Logez (t) = 0 per ogni t € R. Sia ¢ la f.c. comune
delle v.a. X,,. L’ipotesi d’indipendenza da allora

ez = o ()]

t
Logpz,(t) = n Logy < ) :

onde
n

Dallo sviluppo (4.1.3) e da E(X,,) = 0 segue ¢(t) = 1 + o(t), onde

Log oy () = n Log [1%(2)] :no<;;> .

Percio limy,—, 4o Log pz, (t) = 0. O

Si vedra oltre che nelle stesse ipotesi dell’ultimo teorema vale la legge forte
(Teorema 4.4.3).

Teorema 4.3.4. Per una successione (X,) di v.a. isonome e indipendenti di L'
sono equivalenti le condizioni:

(a) esiste una successione (ay,) di numeri reali tale che

S P
=ty ——— 0
n n—-+o0o

(b) limy, 400 nP(|X1| > n) =0.
Se vale una di queste condizioni si puo prendere o, = E (X1 1{|X1‘§n}).

Dimostrazione. Dimostreremo la sola implicazione (b) = (a). Si considerino le v.a.
troncate Xpy := X 1qx,|<n} € si ponga Sy =>p 1 Xppeay, =E (X1 1{‘X1‘§n}).
Allora oy, = E(S],/n). Poiché

&—a >ep C S—;L—a > U{S # S}

n n = n n n nto
si ha

Sp S /

Si osservi ora che

{Sn # Sn} = (J{Xk # Xoi}
k=1



170 CAPITOLO 4. TEOREMI LIMITE

sicché

n

k=1

=3 P(X;] > n) = nPB(X1| > n) —— 0.

n—-+o0o
k=1

Quanto all’altro termine al secondo membro della (4.3.2), si ha, dalla diseguaglianza
di Cebysev,

S, v(s,) VX, E(X,
P(”—an >5> < (2’;): ( gl) < H gl). (4.3.3)
n nce ne ne

D’altro canto,
—+00 n
E(X;fl)_/ 2tp<xgl>t)dt_/ 2P(Xy| > 1) dt.
0 0

L’ipotesi fatta implica che sia

E X/2 1 n
lm Bl / 2tP(|X1] > t) dt
n——+o00 n n—+oo N 0
= lim 2nP(]X;|>n)=0,
n—-+o0o

e, quindi, I'asserto, in virtu della (4.3.3).
La dimostrazione dell’implicazione inversa si puo trovare in (Feller, 1971) Teo-
rema V.7.1.. O

4.4 LGN: leggi forti

Diamo ora un primo esempio di LGN forte.

Teorema 4.4.1. (Rajchman, 1932). Se le v.a. della successione (X;,) sono a due a
due incorrelate e hanno varianze uniformemente limitate in L? (cio¢ V(X,) < H?
per ogni n € N), allora la successione (X,,) obbedisce alla LGN forte.

Dimostrazione. Sipuo supporre, senza perdita di generalita, che la v.a. della succes-
sione data siano centrate, E(X,,) = 0 per ogni n € N. Allora, I'ipotesi di limitatezza
uniforme in L? da o2 < H? per ogni n € N; cosi,

n 2
v(Sn):WSn):l 2 <

Dalla diseguaglianza di Cebysev si ottiene

2
]P)( >€>S2,
ne

S

n
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sicché, sommando su n, la serie a secondo membro diverge; limitandosi, pero, alla
sottosuccessione (S,,2), si ha

>r(

neN

S,z
TL2

>H2 1
>ec| <

= 2 2 )
e n
neN

che & convergente; adesso, il primo lemma di Borel-Cantelli assicura che sia

S
P ( lim sup 2rrls e =0.
n—+o00 n?
Percio e
Sp2
= <e
n

definitivamente fuorché in un insieme B., dipendente da e, di probabilita nulla,
P(B.) = 0. Pertanto
S,2

n2 n—-+o00

0 q.c..

Se il numero naturale k non € un quadrato perfetto, esiste un altro numero naturale
n tale che sia n? < k < (n + 1)2. Posto

Dy, := max {| Sy, — S| n? <k<(n+1)?},

si ha, per n? < k < (n+1)2,

|Sk‘ |Sk_5n2 —I—Sn2| |Sn2|—|—Dn |Sn2‘+Dn
= < < ;
k k - k - n2

bastera allora, per concludere la dimostrazione, far vedere che

Dy,
ﬁ n——+4o0o 0 a.c
Ora
(n+1)2-1
D721 < Z (Xn2+1 + Xn2+2 + -+ Xk)z s
k=n2+1

onde, poiché le v.a. della successione sono centrate e a due a due incorrelate,

(n+1)2—1
E(D;) < Y {B(X7ay) +E(X2y )+ + E(XD)}
k=n2+1
(n+1)2-1
<2n Z H? =4n® H?.
k=n2+1
Percio ( 2) )
D, E(D 4H
P<n2 >8) = n4<€g = nZe?’

mediante quest’ultima diseguaglianza, ricorrendo nuovamente al primo lemma di
Borel-Cantelli, si conclude che D,,/n? — 0 q.c.. ]
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Si osservi che il teorema di Rajchman si applica, in particolare, ad una succes-
sione di v.a. indipendenti ed isonome; vale, quindi il seguente

Corollario 4.4.1. Una successione (X,) C L? di v.a. indipendenti, isonome e con
varianze uniformemente limitate obbedisce alla LGN.

Applicato ad una successione di v.a. Bernoulliane indipendenti (X,,) nella quale
sia p la probabilita di successo ad ogni prova, P(X,, = 1) = p, questo corollario
assicura che, nelle stesse ipotesi del Teorema (1.9.8) valga la LGN forte e non solo
quella debole.

Osservazione 4.4.1. Si noti che nelle ipotesi del Teorema 4.4.1 si ha anche la
convergenza in L?. Infatti, poiché le v.a. sono incorrelate, si ha

Sn—E(Sn)|| _ g | (S0 —E(Sa)*| _ V(Sh)
n 9 - n? on?2
2
n2 Z:V < n n—+oo 0
che da D’asserto. [ |

Il risultato che segue rafforza la diseguaglianza di Cebysev nel caso della somma
di v.a. indipendenti.

Teorema 4.4.2. (Diseguaglianza di Kolmogorov).

Dimostrazione. Si ponga

Ay = {[S1] = €},

Aj =181 =3 ()| ISkl <€}

k<j

Gli insiemi A; cosi definiti sono misurabili e disgiunti. Inoltre
n
U Aj = {maX|Sj| Z 5} .
) Jj<n
7=1
Si ha ora, procedendo come nella dimostrazione della diseguaglianza di Cebysev,

E(S?) >Z/52dIP> Z/{5+ —8;)}? dpP

JlA J1A

_Z/ (% +28; (S, — Sj) + (Su — S;)?] dP

JlA

>Z/ (52428, (S, — $)] dP.

JlA
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Poiché A; e S; sono funzioni delle v.a. Xy, X, ..., X, mentre la differenza S,, — S;
¢ funzione delle v.a. X411, Xjy9, ..., X, che sono indipendenti dalle prime, le v.a.
Sj1a; e S, — Sj, sono pure indipendenti; percio

/sj (Su—5;) AP=E[(S;14,) (Su - 5;)]
Aj

=E[(S;14,)] E[(Sn — 5] =0.
Quindi
E(S7) > Z/Sf dP > 282 P(A;) = &*P (rjngzdsﬂ > 8) :
J:1Aj j=1
onde ’asserto. O

Dalla diseguaglianza di Kolmogorov scende 'omonima LGN forte.

Teorema 4.4.3. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti e centrate di L?; se
e convergente la serie

V(Xn)
> <+, (4.4.1)
neN

allora la successione (X,,) obbedisce alla LGN forte.

Dimostrazione. Si ponga, per € > 0,

B.o= |J {ISi]I>je}.

2n§j<2n+1

Se convergesse la serie ) P(By), il primo lemma di Borel-Cantelli darebbe
P <lim sup Bn) =0,
n—-+0oo
e cioe 'asserto. Basta percio stabilire la convergenza di tale serie. Per un punto

w € B, esiste almeno un indice j con 2" < j < 2" tale che |S;j(w)|/j > €, sicché

P(Bn)§P< max |S?'>s)§[P’< max |Sj|>2”5>,

2n§j<2n+1 7 2n§j<2n+l

e percio la diseguaglianza di Kolmogorov da

T V()
il .
P(Bn) < Z 922n 22 7
j=2n
di qui, poiché
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per j < 2"*! scende

> P(B,

neN neN

IN
w‘ =
N
3
IN
LS

‘ Q

che da lasserto. O

Se le altre condizioni dell’ultimo teorema sono verificate, la successione (X,,) puo
non obbedire alla LGN forte, se diverge la serie ), o2 /n?.

Esempio 4.4.1. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti tali che

1
P(X,=n)=PX, =—-n)= 3
Allora, per ogni n € N, si ha E(X,,) =0 e 02 = n? sicché

Ziz:—i-oo.
neN

Se la successione obbedisse alla LGN forte, si avrebbe X,,/n — 0 q.c., per il Teorema
4.3.2, onde P(limsup,,_, ;o {|Xn| > en}) = 0 per ogni € > 0. Il secondo lemma di
Borel-Cantelli darebbe dunque

> P(IXn| > en) < +o0,
neN

mentre, per ogni € € |0, 1[, si ha, in realta, P(|X,,| > en) = 1 e, dunque

ZIP(]X,Z\ >en) =400
neN
|

Si osservi che, se le v.a. della successione (X,,) sono indipendenti, il Teorema di
Rajchman 4.4.1 & una conseguenza immediata della LGN forte di Kolmogorov 4.4.3.

La versione della LGN forte piu utile per le applicazioni, in ispecie per quelle
alla statistica matematica, ¢ data nel seguente teorema.

Teorema 4.4.4. (Khinchin-Kolmogorov) Una successione (X,) di v.a. di L' in-
dipendenti e isonome obbedisce alla LGN forte.

Dimostrazione. Al solito, non e restrittivo supporre che le variabili della successione
siano centrate, E(X,,) = 0 per ogni n € N. Poiché le v.a. della successione hanno
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tutte la stessa legge, si ha

STP(Xal 2 0) =Y P(X1| > n) =D D P < X < j+1)

neN neN neN j>n
=3 N PG <X <j+1)
JENn<;
=D PGS IX<j+1) =) / j dP
jeN IENGi< X1 |<j+1)
<> |X1] dP < E(|X1]) < +o0.
jeN

{5<IX1]<j+1}

Il primo lemma di Borel-Cantelli assicura che sia

P <limsup{|Xn] > n}) =
n—+oo

Percio, se si definiscono le v.a. “troncate” Y, := X;, 1{|x,|<n}, si ha definitivamente
Y,, = X, tranne che in un insieme di probabilita nulla.

Poiché le v.a. Y;, sono limitate, esse appartengono a L?. Si pud quindi applicare
il precedente Teorema 4.4.3 alla successione (Y,, — E(Y},)); per dimostrare che questa
obbedisce alla LGN forte, basta verificare la convergenza della serie

Z V(Yn)
nz

neN

Ora si ha

neN neN
= Z n2 ZE Xl 1{] 1<|X1|<J})
neN
<1
= ZE (X12 1{j—1§|X1|<j}) Z n2’
jeEN n=j

Dalla maggiorazione elementare

—+oc0o
11 1
D= Et X
n=k n>k+1
1 node 1 T de 2
< = <z — =z 4.4.2
_k2+z/n_1x2_k+/k 2k (44.2)

segue che

A n2 ) <oy E (X7 1y- 1<\X1\<J})

neN jEN

<2 E(Xi 1{j—1swxl|<j}) =2E(|X1]) < +o0.
jeN
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D’altro canto, si ha
E(Yn) = E(Xn L{jx,j<n}) = E(X1 1{x11<ny) 72 B(X1) =0,

e quindi, dato che la convergenza di una successione implica la sua convergenza allo
stesso limite nel senso di CESARO,

i ZE

Si ha percio che
75[ ZY n—+o00
Ora, fissato arbitrariamente € > 0, si ha per n € N,
{ISnl <ne} D {|S,| <ne}n{|Sn =S|},
e dunque
lim inf {|S,| < ne} S liminf ({|S}] < ne}) (lminf ({S, = 5,}) -

Si & appena visto che S/, /n — 0 q.c., sicché

. . ! _ .
P (EEE;E“SM < ns}) =1;
per la prima parte della dimostrazione, poiché Y,, = X,, q.c. e definitivamente, si ha

P (hmlnf (S, =5 })

n—-+o0o

Percio
P <liminf{|5n| < ns}) =
n—-+o0o

vale a dire,

Sh

— —0 q.c.,

n n—+oco
onde 1’asserto. O

Lo stesso risultato vale se, anziché supporre che le variabili della successione
(X, )siano indipendenti, esse sono a due a due indipendenti.

Teorema 4.4.5. (Etemadi) Sia (X,,) una successione di v.a. di L', isonome e a
due a due indipendenti. Allora (X,,) obbedisce alla LGN forte

Sn qe
N

n n—+oo

E(X;).
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Dimostrazione. Posto, al solito, S, := Z?Zl X}, si tratta di dimostrare che

S,
Zr S E(X)) g
n n—+oco

Poiché anche (X;7) e (X, ) soddisfanno alle stesse ipotesi di (X},), e, per ogni n € N,
X, = X,F — X, si pud supporre che sia X,, >0 (n € N). Si ha

D PXnzn)=) P(X1=n)=> Y PH<X;<j+1)

neN neN neNj>n

=> Y PGH<Xi<j+1)

jENn<j

“Ygrisxi<ian=Y [ jar
Jen TN j<xi<j+1)

<> / X, dP < E(X;) < +00.

TENG <Xy <j+1}

Il primo lemma di Borel-Cantelli assicura che sia

P <lim sup {X, > n}> =0.

n——+oo

Percio, se si definiscono le v.a. “troncate” Y, := X, 1{|x,|<n}, si ha definitivamente
n|=

Y,, = X,, tranne che su un insieme di probabilita nulla. Basta cosi far vedere che,
se Sy, =", Yj, siha

— ——— E(Xy) q.c..

Scelti arbitrariamente € > 0 e a > 1, si ponga k(n) := [@"] ([z] & la parte intera
di z). La diseguaglianza di CebySev e 'essere le v.a. a due a due indipendenti, e
quindi, a fortiori, a due a due incorrelate, da

1 V(Sz/g(n))
> (|8 B (i) | > k00) < 5 X 505"
neN neN
1 1 1 1
62 kQ(n) ZV( ]) 62 ZV( j) ' kQ(n) ’
neN j=1 Jj=1 n:k(n)>j

ove, nell’'ultimo passaggio, & stato usato il teorema di Fubini. Ovviamente, si ha
[@™] > a™/2, per ogni n € N. Percid

1 1 1
Z k2(n): Z [04”]2§4 Z azn

n:k(n)>j n:k(n)>j

4 1 1 1
Sﬁzﬁ:jﬁoﬁ—l'
keN
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Dalla maggiorazione (4.4.2) segue, applicando il teorema di Fubini, che

V(Y, 1 1O
> 22 ) <> —E (X7 Lxpeny) = D - D E(XT 1o1<x,<5y)

neN neN neN j=1
E(X{1 1<x,<5})
S DL D SRR gk ST
JEN n=j jEN
<2 ) E(X11j1cx<j) = 2E(X1) < +o0.
JEN
Percio

>

neN

E (S,’c(n))‘ > €k(n)) < = ((;21_ D % V;?)
2E(X1)

- <
S22 1) 400

Il primo lemma di Borel-Cantelli assicura ora che sia

St —E (Stiw)
k(n) n—-+o0o

q.C..

Il Teorema 4.4.3 assicura che sia E(Y},) —+> E(X1), e, quindi, dato che la con-
n—-+00

vergenza di una successione implica la sua convergenza allo stesso limite nel senso
di Cesaro,

. 1
Jim =) E(¥)) =0
7=1
Pertanto
E<Sl,€(n)> T
k(n) Ry 2B o B,
7j=1
sicché

m E(X1) q.c..

Se il numero naturale k € tale che k(n) < k < k(n + 1), si ha, visto che le v.a. X,
e quindi le Y,,, sono positive,

Sy < Sk < Sknray s

di qui
/ /
k(n) Skm) _ S _ Oknry) k(n+1)
kK k)~ k kn+l)
Dalla definizione di k(n) si ottiene

(4.4.3)

k(n)Sa”<k(n)+1§k<k(n+1)Sa"“,

onde

k(n+1) _antt qntl kn) a"—1 _ a"—1
< > .
k -k amn k k antl
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Passando al limite per n — +o0o nella (4.4.3), si ottiene

1 VY- Sy,
—E(X;) <liminf = < hmsup? <aE(Xy),

« n—+00 n—+00

che da D’asserto in virtu dell’arbitrarietd di o« > 1. O

Il Teorema 4.4.4 ¢ ora un corollario banale del Teorema 4.4.5.

A completamento della diseguaglianza di Kolmogorov diamo la seguente dise-
guaglianza dovuta a Paul Lévy.

Lemma 4.4.1. (Diseguaglianza di Lévy). Se per ogni k € {1,...,n} si ha
- € €
P X;|> < :IP’( — S >7)< , 4.4.4
2 %23 [Sn = S| 2 5) <0 (4.4.4)
]_

allora

0
Plsupl|S;|>e] < ——.
Dimostrazione. Si definiscano gli insiemi A; come nella dimostrazione del Teorema
4.4.2. Se il punto w appartiene a A; N {|S,| < e/2} si ha

€
D) < Sp(w) = Sn(w) — Sj(w) + 5j(w) < Sp(w) — Sj(w) —€;
e, poiché si ha contemporaneamente S, < /2 e S; > ¢, anche

3

5 > Sp(w) — Sj(w) +¢,

sicché

(s Jniss<s)-Ertantcd
< ip (450 {18, - 551> 5})
_ Zn:p(Aj) P (IS0 -5l 2 %)

<46 ZP(Aj) =0P |sup|Sj|>¢] .
j=1 Jj<n

D’altro canto, &

P ({?35'5” > 5} N {|Sn| > ;}) <P (\Sn| > g) <5,

Sommando le due ultime diseguaglianze, si ottiene

P (sup|5j| > 8) <Oo+0P (sup|Sj| > e) ,
Jjsn i<n

onde ’asserto. O
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Teorema 4.4.6. Sia data una successione (X,,) di v.a. indipendenti definite nello
spazio di probabilita (2, F,P). Posto S, = Z;‘:l X; (n € N), sono equivalenti le
sequenti affermazioni:

(a) (Sn) converge in legge;
(b) (Syn) converge in probabilita;
(¢) (Sn) converge g.c..

Dimostrazione. Basta, naturalmente, stabilire le implicazioni (a) = (b) = (c).
(a) = (b) Sia ¢, la f.c. di X,,. Allora

‘P(t) = H Son(t)

neN

¢ un prodotto infinito convergente, vale a dire ¢ € una f.c.. Siccome ¢ € continua
nell’origine, ove € ¢(0) = 1, essa ¢ diversa da zero in un intervallo [-T,T]. Percio,
per ogni t € [-T,T], si ha

n

Jim 1 »t=1. (4.4.5)
m——+oo j=m+1

Infatti Z,(t) := Y_7_, Log @;(t) & una serie convergente, sicché soddisfa alla con-

dizione di Cauchy; pertanto

n

Log p(t) = lim 3 Log p;(t)=0.
m——+oo j=m+1

Dall’esercizio 3.5 segue che la relazione (4.4.5) vale per ogni t € R; cio implica che

la successione
(Sn - Sm)m,nEN,m<n
converge in legge alla v.a. 0. Pertanto vi converge anche in probabilita, sicché
lim P(|S, —Sn| >0)=0,

n—-+40o
m——+00

cio che assicura che (S),) sia una successione di Cauchy in probabilita e che, dunque,

converga in probabilita.
(b) = (c¢) & una conseguenza immediata della diseguaglianza di Lévy. O

4.5 Un’applicazione della LGN

Diamo qui un’applicazione della LGN che riveste grande importanza per la Teoria
dell’Informazione (in forme meno semplici di quella qui presentata).

Nello spazio di probabilita (€2, F,P) si consideri una successione X, di v.a.
indipendenti e isonome, ognuna delle quali assume valori nell’insieme finito S =
{s1,82,...,5-}. Siponga p; := P(X,, = s;); poiché le v.a. hanno tutte la stessa
legge, p; non dipende da n. Si ponga inoltre

Q,=S"=8x%x.---x8
~—_——

n volte
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e sulla famiglia delle parti di €2,, si consideri la probabilita definita sui punti
wp = (sW,...,sM)eq,,

ove s¥) € S, mediante

r

Bo({un)) = [[B69) = [,
j=1

j=1

ove N J(n) ¢ la v.a. che conta quante volte nelle prime n prove le v.a. della successione

X, abbiano assunto il valore s;,

- Z Lix=s;} -
k=1

Naturalmente, si puo definire un’unica probabilita @ sul prodotto numerabile

Qoo = 5 = HS

in modo che P, sia la restrizione di @ a P(€),) (si ricordi il Teorema 1.15.5).
Si chiama entropia della successione (X,), o, pii comunemente, entropia di
Shannon della legge di probabilita (p1,p2,...,pr) la quantita

Hy(p1,...,pr) == ij Inp;. (4.5.1)

In effetti, nella (4.5.1), si e soliti prendere i logaritmi in base 2 anziché in base e; la
differenza e, rispetto alla (4.5.1), data da una costante moltiplicativa.

Si osservi che 'entropia H, dipende dalle probabilita pi, ..., p, ma non dai
valori assunti dalle v.a. della successione (X,).

Non & difficile provare, e per questo si vedano gli esercizi, che il massimo di H
al variare di (p1,...,p,) tra le leggi di probabilita sull’insieme finito S, vale a dire
quando p; > O perogni j=1,...,re Z;Zl p; = 1, e dato da Inr e che il massimo
e raggiunto dalla distribuzione uniforme su S,

1 1
H’/‘(p17--~7p7‘) < Hr <,---,> =Inr.
r r
Con queste posizioni vale il seguente

Teorema 4.5.1. (MacMillan) Per ogni o > 0 e per ogni 3 > 0, esiste un naturale
no := no(a, B) tale che, per ogni n > ng, si possa trovare un sottoinsieme C,, di £y,
con le sequenti proprieta:

(a) Q(Cn) Z 1- %
(b) per ogniw € C,, ¢

D) < Q({w)) = Ba(fwa}) < U0
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(c) e"Hr=B) < card(C,) < e Hrth)
ove Hy := H,(p1,...,pr).

Dimostrazione. (a) Si scelga 6 = §(8) > 0 in modo che sia

T B
DIEL E

e si ponga

-

< 5} |
j=1

Segue dalla LGN debole (Teorema 4.3.3) che Q(Ch,) — 1, cioe Q(Cp) > 1 -«

per n maggiore o eguale a un opportuno n; = nj(« B).
(b) Sia w, = (s, s?, ..., () un punto di C,, Allora

r

QUwn} x S x 8 x...) =P,({wp}) = H N )

r (n)
N
= exp (ZN (wn) lnpj> exp{n (Z;;z hlpj)}
J:
=exp{ —"n ij Inp; — Z (npj> Inp;
7j=1
r (n)
N:
= —n H, L —p; | Inp; } .
exp{ n +n]§1< " pj> npj}

Poiché w appartiene a C), segue che

T N(n)
Z . bj lnpj
n

j=1

l\D\Q

<94 Z IInp;| <

7j=1

sicché
e Hr6) < oxp {—n (Hr + g)} <QUw}x S xS x...)
=Pp({wn}) < exp {n (H - g) } < e~n(Hr—B)

(c) Scende da (b) che

exp{—n<Hr+§>}card( W) SQCh) = QUwxSx8x...)

welhy

S { (1.2} et
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e poiché

1-a<Q(Ch) =Y Q{w}xSxSx...)<1,

UJEC’n

si ha, per n abbastanza grande, diciamo per n > ng = na(a, ),

e(Hr=B) < (1—a) M Hr—=5/2) < Q(Cy) o Hr—B/2)
< card(Cy) < Q(Cy,) M HrH8/2) < en(Hrt8)

onde l’asserto ponendo ng := ny V na. O

4.6 Note al Capitolo 4

Sezione 4.1 Il nome “Teorema del limite centrale” fu introdotto da Pélya nel 1920.
Come gia detto, il primo caso di tale teorema fu dimostrato per ’approssi-
mazione della legge binomiale per p = 1/2 da de Moivre nel 1733. La prima
dimostrazione completa in un caso generale fu data da Lyapunov (1901). 11
teorema che diamo nelle lezioni ¢ dovuto al finlandese Lindeberg (1922). 1l
libro di Adams (2009) da la storia dello sviluppo del TLC. Molto interessante
anche l'articolo (Le Cam, 1986). Infine una notazione di linguaggio; in italia-
no, e in tutte le lingue neolatine, si oscilla tra le dizioni “Teorema del limite
centrale” (qui adottata) e “Teorema centrale del limite”. Nella prima dizione si
pone 'accento sul fatto che si considerano v.a. centrate, mentre nella seconda
si sottolinea I'importanza del teorema in Probabilita.

Per il TLC il riferimento classico ¢ (Gnedenko & Kolmogorov, 1954). Per una
trattazione pid recente con un ampliamento dedicato alle v.a. con valori in uno
spazio di Banach, si veda (Araujo & Giné, 1980).

Buona parte dei libri dedicati alla probabilita sorvola senza la dovuta at-
tenzione sulla definizione del ramo principale del logaritmo. La questione &
trattata in maniera rigorosa da Chung; si veda il Teorema 7.6.1 in (Chung,
1974), qui riprodotto.

Teorema 4.6.1. Sia data la funzione f : C — R e si supponga che sia f(0) =
1, che esista T > 0 tale che f sia continua nell’intervallo [=T,T] e che f non
si annulli in tale intervallo. Esiste allora un’unica funzione Log : [-T,T] — C
tale che

(a) Log(0) = 0;
(b) per ognit € [=T,T) risulti f(t) = exp (Log(t)).

Il risultato continua a valere se [=T,T] ¢é sostituito da R.

Sezione 4.2 Le condizioni necessarie perché valga il TLC comparvero in due articoli
di Feller (1935, 1937) scritti nel periodo che egli trascorse a Stoccolma dopo che
fu obbligato a lasciare il suo posto all’'Universita di Kiel in seguito all’avvento
del Nazismo e prima di stabilirsi definitivamente negli Stati Uniti.
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Sezione 4.4 Sulle leggi dei grandi numeri si possono leggere il recente articolo di
Seneta (2013) e i due articoli di Regazzini (2005, 2006), utilissimi per la storia
dei teoremi che sono noti sotto questo nome e per il legame con la nozione
stessa di probabilita.

Rajchman ¢ uno dei matematici polacchi vittime del nazismo nella Polonia
occupata durante la Seconda Guerra Mondiale. Si veda il primo numero del-
la rivista Fundamenta Mathematicae pubblicato dopo la sospensione causata
dalla guerra, Fund. Math. 33 (1945).

La diseguaglianza (??) fu introdotta da Kolmogorov (1928); essa ¢ utilissima in
tutte le questioni riguardanti somme di v.a. indipendenti. Nello stesso articolo
Kolmogorov da nel Teorema 11 una condizione necessaria e sufficiente perché
valga la LGN debole; la dimostrazione dipende pero dalla diseguaglianza di
Kolmogorov. La condizione necessaria e sufficiente e costituita dai tre limiti

n

Jim SR> ) =0
J:

1
J:

B R 2

Jim = > B (Xj 1{|Xj|Sn}) =0.
j=1

Si osservi che le Osservazioni all’articolo contengono la correzione di un errore.

Anche i sommi talvolta sbagliano!

Per il Teorema 4.4.5 si veda (Etemadi, 1981). II Teorema 4.4.4 ¢ di solito
dimostrato direttamente e non come corollario del Teorema 4.4.5 di Etema-
di. Per la dimostrazione usuale si veda, per esempio, (Rao, 1984); una di-
mostrazione ancora differente si trova in (Grimmett & Stirzaker, 2001).

Sezione 4.5 Questa sezione ¢ ricalcata sulla trattazione di Sinai (1992). Per un’in-
troduzione alla Teoria dell’Informazione si possono consultare (Ash, 1965),
(Kullback, 1968), (Csiszér & Korner, 1986).

4.7 Esercizi sul Capitolo 4

4.1. Se f: R — C & derivabile n volte e le sue derivate sono continue nell’intervallo
I = [—a,a], allora si ha

() ()4 1(1_ g)n—1
f(t)zzf;!oﬂ“n/o (1(71_)1)!f(“)(5t) ds.

Se | £ ()| < k per ogni t € I, allora

n—1 1 ; n
iy = 3 IO OO o gy < 1.

n!
Jj=0
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4.2. Si mostri la validita delle (4.1.3) e delle (4.1.4).
4.3. Si mostri la validita della (4.1.5).

4.4. Si studii la convergenza della successione di v.a.
VnXo
n 5’
\/ > i=1%;

ove le v.a. della successione (X, ),ez, sono indipendenti e tutte di legge N(0,1). Si
tenga presente l'esercizio (4.78) e si paragonino i risultati con quelli dell’esercizio
(5.35).

Dy =
4.5. (Un inverso della LGN di Khinchin) Sia (X,,) una successione di v.a indipen-
denti ed isonome. Se
n
>
j=1

converge q.c. ad un limite finito, allora X & in L! (e, quindi, lo sono tutte le v.a
della successione) ed il limite ¢ eguale a E(X7).

S

4.6. Sia (X,,) una successione di v.a. incorrelate e centrate di L? con V(X,) = 1
per ogni n € N. Allora, se a > 1, riesce

S.
Zh 40 qe..
n® n—+4oo

4.7. Sia (X,,) una successione di v.a. incorrelate e centrate di L? con le varianze
uniformemente limitate, tali cioe che

sup V(X,,) < +o0.
neN

Se a > 1/2, allora

S
—~ — 0 in probabilita.

n® n—+oo
4.8. Se la successione di v.a. (X,) di L? obbedisce al TLC e se & verificata la

condizione

o2

lim max -2 =0, (a)
n—+oo j<n Cp
allora la condizione di Lindeberg & verificata.
La condizione (a) equivale alle altre due, considerate congiuntamente,

lim 2% =0 e Zai:—koo. (b)

n——+oo 2
n neN

4.9. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti, tutte di legge esponenziale di
parametro 1, X,, ~ I'(1,1) per ogni n € N.

(a) Siintroducano le v.a. Sy, := 2?21 X e se ne scriva la legge;
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(b) dopo aver scritto la f.c. della v.a. ridotta

Z, — Sn —E(Sy) 7
o(Sn)

si mostri direttamente che (X,,) obbedisce al TLC;

(c) sfruttando (b) e il teorema d’inversione per le f.c. integrabili si ottenga la
formula di Stirling nella versione

1
. n""2e "\27
lim —————— =

1.
n—-+oo '(n)

4.10. Sia (X,,) una successione di v.a. di L? che soddisfa alla condizione di Linde-
berg. Si mostri che

lim su ViXa) _
ntoo pen V(S,)

ove, al solito, S, := Z?Zl X;.

4.11. Sia (X,) un processo di Bernoulli con

Posto, al solito, S, = Z?Zl X, la LGN di Bernoulli assicura che, per ogni ¢ > 0,

valga
lim IP’<S7L—126):0.
n—+o00 n 2

Mostriamo che la convergenza a zero avviene esponenzialmente. Si definiscano due
funzioni ¢ : [0,1] = R e Z3 : R — R mediante

p(z) := {0’ v=0

z Inzx, x €1]0,1],

+00, x ¢ 10,1]
Allora, se A := {:c eR: ’x — %‘ > 5}, si ha

1
lim — lnP(

To(z) = {‘P(x) + (1l —2)+1n2, ze[0,1],

n—+oo n n z€A

Sn—;‘ ZE) = —min Zy(z).

Per questo risultato, che ¢ il primo teorema sulle grandi deviazioni, si veda (Cramér,
1938). Per un’introduzione all’argomento delle grandi deviazioni si pud consultare
(Dembo & Zeituni, 1998).

4.12. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti, tutte di legge N (0, 1) e tutte
definite sullo stesso spazio di probabilita (2, F,P), e si consideri la successione (S,,)
con S, = Z?Zl Xj?. Si studii la convergenza in legge della successione

()
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4.13. Sia (X;,) una successione di v.a. indipendenti e centrate, tutte definite sullo
stesso spazio di probabilita (2, F,P); se (X,,) obbedisce alla LGN forte, allora, per
ogni € > 0,

> P(IXn| > ne) < +oo.

neN

4.14. Sia data una successione (X,) di v.a. indipendenti ed isonome sullo stesso
spazio di probabilita (2, F,P). Si consideri, per ogni n € N, la funzione F,, :
R x  — [0, 1] definita da

_ 1 <&
Fo(z,w) = n Z l{ngx}(w) :

=1
(a) Per ogni n € N e per ogni r € R, w + F,(7,w) ¢ una v.a.;

(b) Per ogni n € N, esiste un insieme N,, € F con P(N,,) = 0, tale che, per ogni
w € NE, la funzione x — F,(z,w) sia una f.r.; di pid, tranne che per i punti
di un insieme di probabilita nulla, {Fn(, w):n€ N} & una successione di f.r.;

(c) Fp(z,w) P F(z) q.c., ove F ¢ la f.r. comune delle v.a. X,;

(d) vn {Fp(z,w) — F(z)} —— N (0,F(z) {1 — F(z)}) in legge.
n—-+o0o
La funzione F,, ¢ detta, nella Statistica Matematica, funzione di ripartizione em-
pirica.

4.15. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti e centrate di L? che soddisfa
alla condizione di Lindeberg (4.1.1). Se V(X,,) = 02 per ognin € Ne se Y & una
v.a. di L2 con E(Y) = 0 e V(Y) = 1, la successione (Y},) ove Y, := 0, Y soddisfa
alla condizione di Lindeberg.

4.16. Come preliminare alla dimostrazione di Trotter del TLC, dimostrazione che
non fa ricorso alle f.r., si consideri la seguente situazione.

Sia X una v.a. sullo spazio di probabilita (2, F,PP) e sia U, = Uy(R) lo spazio
delle funzioni f : R — R limitate e uniformemente continue, munito della norma
|| | := sup,er | f(x)]. Si definisca in U, 'operatore lineare Tx mediante

(Tx f) () ZZE[fO(XH)}:/f(ﬂBH) dFx(z)  (teR).
R

Si mostri che
(a) Per ognit € R, ||(Tx f) (t)|| < ||f]|, sicché Tx & una contrazione;

(b) per ogni coppia t1, to di numeri reali, &

[(Tx f) (t1) = (Tx f) (t2)] < sup |fly+t) = fly+ta)]
yE

sicché Tx feUpeTx : U —b— Up;

(c) se X7 e Xy sono indipendenti, T'x,+x, = Tx, Tx, = Tx, Tx;;
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(d) se U ¢ il sottoinsieme di U, formato dalle funzioni che sono derivabili due
volte e tali che entrambe le derivate appartengano ancora a Uy, la condizione

VfeU? ngrfmllTxnf—TXf||:0

assicura che (X,,) converga in legge a X;
(e) se X e Y sono indipendenti, allora
Viel, [Tk f-T¢fll<nlTx f=Ty fll;
(f) se X1, Xo,..., Xy, Y1,Ys,...,Y, sono indipendenti, allora, per ogni f € Uy, si
ha

n
1T, Ty - T, f =TTy - T, fIl < Y 1T, f = Ty, £l
j=1

Si veda (Trotter, 1959).

4.17. Ricorrendo ai risultati dell’esercizio precedente si dimostri il teorema di Lin-
deberg, prima nel caso di v.a. isonome e poi nel caso generale.

4.18. Sia U una v.a. con legge uniforme su (0,27) e si definisca X,, := sinnU
(n € N). Allora la successione (X,,) tende a zero q.c. nel senso di Cesaro.

4.19. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti ed isonome di L2. Si mostri per
{X,} la LGN debole ¢ conseguenza del TLC.

4.20. Nello spazio di probabilita (2, F,P), si consideri il quadro

Xi1, Xz, oo, Xig
Xo1, Xag, ..., Xok
anu Xn27 ey Xnkn
formato da v.a. ({Xp;} conn € N, j =1,2,...,k,, ove lim,,_, o k, = +00. Per

€ > 0 si considerino le condizioni

Vi Jm P(Xy] >e) =0; (a)
pim o max P Xn| > €) = 0; (b)
lim P( max | Xp;| > 6) =0; (c)
n—+00 7=12,....kn
kn
Jm 3 E(Xs] > ) 0. @
‘7:

Si mostri che
— (d) = (¢) = (b) = (a);

—seleva. {X,; : j =1,2,...,k,} di ogni riga sono indipendenti, allora le
condizioni (c) e (d) si equivalgono;
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— le implicazioni (d) = (¢) = (b) sono strette.

4.21. Nello spazio di probabilita (€2, F,P), per ogni n € N, la v.a. X,, abbia legge
uniforme su (—n,n). Si mostri che la successione (X,,) verifica la condizione di
Lindeberg.

4.22. Nello spazio di probabilita (Q, F,P), si considerino le v.a. a due a due
incorrelate, definite, per n € N e per a > 1, da

T gn2la1)’
- 3p2(a-1)

Si mostri che la successione (X,,) verifica la condizione di Lindeberg se, e solo se,
a<3/2.

4.23. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia data la successione di v.a. (X,,); per
ogni j > 2, la v.a. X; dipende solo dalle v.a. X;_1 e Xj;1, mentre ¢ indipendente
dalle rimanenti. Se le varianze sono uniformemente limitate,

Vn e N V(X,) <H,
allora vale la LGN debole.

4.24. Nello spazio di probabilita (£2, F,P) sia data la successione di v.a. (X5) tali
che, per ogni n € N, sia

V(Xn)SH e COV(Xj,Xk)<0 (j,kzl,Q,...,n;j;ék).
Allora (X ) obbedisce alla LGN debole.

4.25. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia data la successione di v.a. (X,,). Se le
varianze delle v.a. della successione sono uniformemente limitate, V(X,,) < H per
ogni n € N, e se

lim  Cov(X;, X;) =0,

|j—k|——+o0

allora (X,,) obbedisce alla LGN debole .

4.26. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia (X,,) una successione di v.a. incorre-
late, isonome e centrate di L2. Si adatti la dimostrazione del Teorema di Rajchman
e si mostri dapprima che

3 S
se a> -, allora —Z —— 0 q.c. (a)

e, quindi, adattando ancora quest’ultima dimostrazione, si mostri che

Sn—>()c er ogni >1
e — g.c. per ogni « 5"
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4.27. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia (X,,) una successione di v.a. indipen-
denti, isonome e centrate di L. Si dimostri che la successione (Z,), ove

2

n

(S0)? 1 [¢
Ly = = — X,

converge in legge e se ne trovi il limite.

4.28. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia (X,;,) una successione di v.a. indipen-
denti ed isonome a valori in [1, +o00].

(a) A quali condizioni deve soddisfare il parametro reale A affinché, per t > 1 e
per ogni n € N, sia possibile ’eguaglianza

P(X,>t)=t77?

(b) Si calcolino la media e la varianza di X,, per quei valori di A per i quali queste
esistono.

(c) Si mostri che converge q.c. la successione
1/n

Xj :neN
1

n

J

e se ne determini il limite.

4.29. Nello spazio di probabilita (€2, F,P) sia (X,,) una successione di vettori aleatori
a valori in R indipendenti ed isonomi con vettore delle medie eguale a m e matrice
di varianza—covarianza I'. Vale, allora, la seguente versione vettoriale del TLC:

1< c
‘]:

ove 0 ¢ il vettore nullo in R,

4.30. Nello spazio di probabilita (2, F,P) la successione (X,,) di v.a. indipendenti
e tale che

Allora (X;,) obbedisce al TLC.

4.31. Si mostri come far discendere il TLC nel caso di una successione (X,) di v.a.
indipendenti ed isonome, vale a dire il Corollario 4.1.2, dal Teorema 4.1.2.

4.32. Siano z1,22,...,2n € 24,25, ..., 2, numeri complessi tali che, per ogni j =
1,2,...,n, risulti [2;] <1 e [zj| <1; allora,



4.7. ESERCIZI SUL CAPITOLO 4 191

4.33. (Convergenza alla legge di Poisson) Per ogni n € N, siano X1, Xp2,..., Xpn
v.a. bernoulliane indipendenti su (2, F,P) con

P(Xn] = 1) = Pnj P(Xn] = 0) = Q4nj
e si supponga che sia
n

anj m A>0 e I;glga;cpnj — 0.

- n—-+0o0
J=1

Allora, posto Sy, := > 7| Xyj, la successione (Sy,) converge in legge alla distribu-

zione di Poisson di parametro A, P(\).

4.34. Nello spazio di probabilita (Q2, F,P) sia (X,,) una successione di v.a. tali che
1

Obbedisce al TLC questa successione?

4.35. Sia (X,,) una successione di v.a. definite sullo spazio di probabilita (€2, F,P).
Se, al solito, S, := 2?21 X, la successione (X,,) obbedisce alla LGN debole, se, e
solo se, vale la condizione

S?
. " _
nEIEOOE (n2 + 5’%) =0
4.36. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia (X,,) una successione di v.a. indipen-

denti, isonome, tutte di legge di Cauchy di parametri 0 e 1, X, ~ C(0,1) (n € N).
Se Sy, := > "_; Xj, sl mostri che non vale

Sn P
S ST

n n—+oo
pertanto, la successione (X,) non obbedisce alla LGN debole.
4.37. Nello spazio di probabilita (2, F,P) siano (X )nen € (Y )men due successioni

indipendenti, ciascuna formata da v.a. indipendenti di leggi X,, ~ P(n) (n € N) e
Y, ~ P(m) (m € N). Si mostri che la v.a.

Xn—n)— (Y, —m)
vVXn+ Y

¢ asintoticamente ben definita e che, per n,m — +oo, tende in legge alla distribu-
zione N (0, 1).

Zn,m = (

4.38. Certi eventi accadono ai tempi 11,715, ..., ove, per ogni n € N,

n
T, = ZX]- ;
j=1

Le v.a. X,, sono indipendenti, isonome, positive e in L! (hanno, cio¢, speranza finita
m). Per t > 0, sia N(t) := max{n : T;, < t} il numero di eventi realizzatisi entro il
tempo t. Si mostri che valgono le affermazioni

N(t) m} 0 q.c., (a)

N(t) 1

t to+oo E

q.c.. (b)
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4.39. In uno spazio di probabilita (2, F,P) ogni successione (X,,) di v.a. indipen-
denti, isonome di L? obbedisce alla LGN debole.

4.40. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti di legge

1
]P’(Xn:n)‘) :]P’<Xn:—n)‘> =2,
ove A > 0. Allora (X,) obbedisce al TLC per ogni A > 0, ma non obbedisce alla
LGN debole se A > %

4.41. Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,,) una successione di v.a. limitata
in L?, E(X2) < ¢ < 400 per ogni n € N, e tale che E(X; X}) = 0 se j # k. Se, al
solito, Sy, =37, Xj, allora

S,

S in L? e in probabilita.

n mn—+oo
4.42. Nello spazio di probabilita (Q, F,P), sia (X,) una successione di v.a. in-
dipendenti ed isonome di L'. Posto, per ogni n € N, Y;, := eX", si mostri che la

successione
1/n

n
[1v
j=1

converge q.c. ad una costante.

4.43. Nello spazio di probabilita (2, F,P), siano (X,,) e (Y,,) due successioni, ciascu-
na delle quali ¢ formata da v.a. indipendenti ed isonome di L'; si supponga, inoltre,
che sia, per ogni n € N, E(X,,) = a e E(Y,) = . Si mostri che

Z?:l Xj a
Z?Zle n—-+oo ﬁ

4.44. Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,,) una successione di v.a. indipen-
denti ed isonome di LP; allora

g-c..

1 n
- Y XP— S EXD) qe.
j=1

n—-+o0o

4.45. Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,,) una successione di v.a. indipen-
denti ed isonome, tutte di legge N(1,02); allora

Z?:1 X 1
Z?:l )(]2 n—+oo o2 +1

q.c..

4.46. Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,,) una successione di v.a. indipen-
denti, tutte di legge C(0,1). Si mostri che non esiste alcuna costante o € R tale
che

S, . N
% — s« in probabilitd o q.c.;
n n—+oo
qui, al solito, S,, := Z;‘:l X. Si mostri, invece che S,,/n converge in legge e se ne

trovi il limite.
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4.47. Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,) una successione di v.a. in-
dipendenti ed isonome di L' a valori interi, X : Q — Z, con E(X;) > 0. Posto
S := > 4y Xj, si mostri che
Sp — o0 g-.c..
n——+0oo

4.48. Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,,) di v.a. indipendenti ed isonome
tali che P(X1 = 1) = P(X1 =0) = 1/2. Se S, := > i_, X; si ponga Gy, :=2S, —n
(si tratta della v.a. che da la posizione in una passeggiata aleatoria simmetrica);
allora, per ogni n € N,

lim P <G" < :c) = p(x),

n—-+4oo n

ove p ¢ la f.r. della legge N(0,1).

4.49. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti tutte di legge di Laplace, con

densita
1

flz) = B el

Z?:l X
v (2?:1X?>

Si mostri che

converge in legge a N(0,1/2).
4.50. Nello spazio di probabilita ([0, 1], B([0, 1]), A), A & la (restrizione della) misura
di Lebesgue, si consideri la successione (X,,), ove, per ogni n € N,

Xni=nLo1/n) + Li/n s

e sia Y una v.a. di legge N(0,1). Per n € N si ponga Z,, := X,, Y. Si mostri, senza
ricorrere al teorema di Lindeberg, che

(a) E(X2) >n (n €N);

(b) E(Zn) =0 (n € N);

)
(C) hmn%Jroo V(Zn) = +00;
(d) Zn —— N(0,1).

n—-+o0o

4.51. Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,) una successione di v.a. in-
dipendenti ed isonome di L? con E(X;) = 1 e V(X1) = o2 Si mostri che, se
Sp = Z?Zl X, allora

<\/> f) — N(0,1) in legge.

4.52. Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,,) una successione di v.a. indipen-
denti ed isonome, tutte di legge uniforme in (—1,1), X,, ~ U(—1,1). Introdotte,

per ogni n € N, la v.a.
n
Zj:l X

2 X+ 25 X

si mostri che la successione (y/nY,,) converge in legge.

Y, =
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4.53. (a) Nello spazio di probabilita (2, F,P), sia (X,) una successione di v.a.
indipendenti e centrate di LP con p € [1,2]. Se converge la serie

3 E (| Xn[")
np
neN

allora converge q.c. la serie aleatoria

PP
—-

neN

(b) Viceversa, se & divergente la serie

7(lp)
PR pe(l,2]
neN

allora si possono trovare uno spazio di probabilita e, su questo, una successione (X, )
di v.a. indipendenti e centrate di L', tali che, per ogni n € N, si abbia

E (| Xal") = 8%,

e che la serie
Z -
n
neN

non converga q.c..
(Si veda (Marcinkiewicz & Zygmund, 1937)).



Capitolo 5

Le Speranze Condizionate

5.1 La definizione

La definizione di Speranza Condizionata (=SC) si da usando il teorema di Radon—
Nikodym. Ricordo ancora che dati uno spazio di probabilita (€2, F,P) e una sot-
totribi G di F si indica con Pg la restrizione di P a G, vale a dire la misura di
probabilita definita, per ogni insieme B di G, da Pg(B) = P(B).

Teorema 5.1.1. Sia G una tribu contenuta in F e sia X una v.a. di Ll(]-"). FEsiste
allora una v.a. Y € LY(G), unica a meno di equivalenze, tale che per ogni B € G

risulti
/ XdP = / Y dPg.
B B

Dimostrazione. Siscriva la v.a. X come differenza delle sue parti positiva e negativa
X = X — X~ Le applicazioni

B—E1pX't) and B—E(1pX")

definiscono su G due misure reali assolutamente continue rispetto a Pg. Esistono
allora due funzioni ¢t e ¢, uniche a meno di equivalenze, tali che sia, per ogni
insieme B di G

E(1p X*) = /cpi dPg .
B

Basta ora prendere Y := o1 — ¢~ per avere l'asserto. O

Definizione 5.1.1. Si dice Speranza Condizionata (=SC) della v.a. X € LY(F)
data la tribi G C F l'unica v.a. di L'(G), che sara denotata da E(X | G) o da
Eg(X) tale che, per ogni insieme B di G,

/XdIP: /Eg(X) dPg . (5.1.1)
B B

L’unicita si intende nello spazio quoziente L'(G) e non in £1(G), in altre parole, a
meno di equivalenze. Se G ¢ la tribd generata da una v.a. Y su (Q, F,P), G = F(Y),
si scrive E(X | Y) in luogo di Exxyy(X). <&

195
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In genere vi saranno molte v.a. G—misurabili che soddisfanno alla (5.1.1); ognuna
di esse si dice wversione della SC. Due qualsiasi versioni della SC sono eguali q.c.
(rispetto a PP).

Usualmente, e quando cio non generi confusione, si confonderanno la misura di
probabilita P e la sua restrizione Pg alla tribi G e si scrivera

VBeG /XdIPz/]Eg(X)d]P’.
B B

In qualche caso & possibile estendere la definizione di SC a v.a. che non sono in
L'(F) e che, quindi, non ammettono speranza finita. Per esempio, se X & una v.a.
positiva, ma non di L', vale a dire che si ha X >0 e E(X) = +o0, non si ha alcuna
difficolta a definire la SC di X.

Il risultato che segue consente di definire le probabilita condizionate data una
tribu G C F e di stabilire il legame con le SC.

Teorema 5.1.2. Esiste un’unica funzione P(- | G) € L'(G) detta probabilita con-
dizionata data la tribu G, tale che per ogni B € G e per ogni A € F wvalga

]P’(AﬂB) - /IP’(A 1G) dPg ; (5.1.2)
B

vale inoltre

P(A|G) =E(14 | G). (5.1.3)

Dimostrazione. Ponendo, per A € F fissato, A\(B) := P(AN B) si definisce su G una
misura assolutamente continua rispetto a Pg. Il teorema di Radon—Nikodym assicura
'esistenza e 'unicita, a meno di equivalenze, di P(- | G). Ponendo X = 14 nella
(5.1.1) si ottiene la (5.1.3) in virtd dell’'unicita q.c. sia di E(- | G) siadi P(- | G). O

Anche in questo caso si scrivera, in luogo della (5.1.2),

P(AﬂB)):/IP’(A|g) ap.

B

5.2 Leggi condizionate

Siamo in grado ora di costruire un modello per la situazione che segue. In uno
spazio di probabilita (€2, F,P), sia X una v.a. e sia Y una seconda v.a. la cui legge
dipende dal valore z assunto dalla v.a. X. Per esempio, se = € [0, 1], si pud pensare
che la v.a. Y rappresenti il numero di teste in n prove bernoulliane indipendenti
con probabilita z di successo. Percio, vorremmo calcolare cio che intuitivamente
potremmo denotare mediante

P(z,B)=P(Y € B| X =x);

si noti che la definizione di probabilita condizionata data nei corsi introduttivi di
probabilita puo non aver senso se ’evento { X = x} ha probabilita nulla; nell’esempio
appena fatto cid accade addirittura per ogni x € [0, 1].
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Teorema 5.2.1. Siano (2, F) e (¥, F') due spazi misurabili, P una probabilita su
(Q,F) e X : Q— Q una funzione misurabile (rispetto alle tribi F e F'). Dato un
insieme B € F esiste allora una funzione misurabile pp : Q' — R, tale che per ogni
AeF sia

A

ove Px =P o X! ¢ la legge immagine di P mediante X. Se 1) & un’altra funzione
che soddisfa alla (5.2.1) allora ¢ = ¢p q.c. rispetto a Px. Si pone P(B | X = x) :=
pp(z).

Dimostrazione. Ponendo upg(A) := P({X € A} N B) per ogni A € F/, si definisce
una misura finita su F’ che & assolutamente continua rispetto a Py. Basta ora
applicare il teorema di Radon—Nikodym. O

Si noti che, scritta nella forma,
P{X € A}NB) = /IP’(B | X =2) dPx(x),
A
ove A€ F' e B e F,la(5.2.1) ¢ una generalizzazione del teorema delle probabilita
totali. In particolare, se ' =R e se A =R, si ha {X € R} = Q e, dunque,
P(B) /IP’(B | X = o) dPx(z) = /]P’(B | X = 2) dF(z),
R R

ove F ¢ la fr. della v.a. X.

Esempio 5.2.1. Sia X una v.a. discreta e siano 1, xs,...,Tn,... i valori che essa
assume, con probabilita date da p; = P(X = ;) >0 (j € N). Mostriamo che

P(BN{X = z,})
]P)(X = .CC]‘)

en(a;) =P(B| X =) = GeN. (522

Poiché Px € concentrata sui singoletti {x;} non occorre specificare pp per x # x;.
Si ponga Q' = {x1,29,...,2pn,...}, F' = P(Q). Se A appartiene a F’ e se pp &
definita dalla (5.2.2), si ha

[en e = [ontadbx =3 palo) Latwn) Bx (o))

A neN

o
= Z o(xn) P(X =x,) = Z P(BN{X = x,})

Tn€A Tn€A
—P(BN{X € A}).

Nel caso discreto la definizione del teorema 5.2.1 coincide dunque con quella ele-
mentare. ]
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Esempio 5.2.2. Siano X e Y due v.a. con legge congiunta assolutamente continua
di densita f. In questo caso, per ogni x € R, I'evento {X = x} & trascurabile, sicché
non si puo definire direttamente la probabilita condizionata

PYeD|X=x).
Tuttavia, si noti che

PYeDzx—h<X<xz+h)

PYeD|o-—h<X<z+h)= Plx —h< X <ax+h)

a+h Ly agn
_ x/h Ful(s) ds x/h dsD/f(s,t) dt |

dove con

fi(s) == /f(s,t) dt
R

si € indicata la densita marginale di X.
Ragionando intuitivamente, si ha che, se f € continua, I'ultima espressione scritta
€ approssimativamente eguale a

2h B f(x,t)
S fr (@) f(z,t) dt = 7 0) dt.
D D
Cio porta a definire come ©.0)
f(z,y
h(y | =) @)

la densita condizionata di Y dato {X = x}, o, in breve la densita di Y data X. A
rigore h(y | ) ¢ definita solo se fi(x) # 0; tuttavia, posto

S = {(z,y) €R?*: fi(z) = 0},
si ha che P[(X,Y) € S] = 0. Infatti,

PIxY)es)= [femddy= [ do [fa)ay
S {=:f1(z)=0} R
= / fi(x) dz =0.
{=:f1(z)=0}

Si osservi che, se B € F e se X =z, allora (z,y) € B se, e solo se, Y € B,. Questo
porta a pensare che sia

p(a) = [ hy| =) dy.
By

Poiché si puo scrivere

o5(z) = / Wy | 2) 1p(z,y) dy,
R
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si ha intanto che @p cosi definita & misurabile. Inoltre, se A € B,

P{X eA}nB)= / fx,y) da dy

{(z,y)eB,x€ A}

14(x d:n/lB h(y|z)d
R

—

fi(z) dz /h(y | z) dy

e :>L A

e5(w) /<PB ) dPx ().
A

Percio pp(x) =P(B | X = x).

L’espressione f(z,y) = fi(z)h(y | ) si puo leggere nei due versi: da un lato,
come si e visto, essa serve a definire la densita condizionata di Y data X, se e nota la
densita congiunta f del vettore aleatorio (X,Y), e quindi anche la densita marginale
f1 di X. D’altro canto, se € noto che la v.a. X ha legge di densita fi, e se si sa
che, subordinatamente all’evento {X = x}, Y ha densita A(- | x), allora il vettore
aleatorio (X,Y’) ha densita (x,y) — f(z,y) = fi(z)h(y | ). Infatti, ponendo, per
B € B,

P(z, B) := [ h(y | z) dy,
/

si vede che esiste un'unica misura di probabilitd su B(R?) che soddisfaccia, per
A, BeB, a

IP’(XEA,YGB):/P(m,B)fl(x) dx:/fl(x) dx/h(y|x) d

A A B
|

Passando alla considerazione delle speranze, si pone il problema di dare una
ragionevole definizione della speranza della v.a. Y sapendo che la v.a. X ha preso il
valore x; in simboli, si pud dare un significato a E(Y | X = x).

Teorema 5.2.2. Siano (Q,F) e (¥, F') due spazi misurabili, P una probabilita su
(,F), X :Q — Q una v.a. avaloriin Q eY : Q — R una v.a. di L}(F). Esiste
allora una funzione misurabile p : Q' — R tale che, per ogni A € F,

/ Y dP = / o(z) dPx (). (5.2.3)
A

ove Px =Po X! ¢ lalegge X. Sep ¢ un’altra funzione che soddisfa alla (5.2.3)
allora v = ¢ q.c. rispetto a Px. Si pone E(Y | X = x) := p(z).

Dimostrazione. Se Y & positiva, si definisce una misura u su F’, ponendo, per ogni
) 9 )

AecF,
/ Y dP.
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L’asserto segue applicando il teorema di Radon—Nikodym alla parte positiva e alla
parte negativa di Y. ]

La funzione E(Y | X = z) appena introdotta si chiama speranza di Y con-
dizionata dall’evento {X = x} oppure, pit comunemente, in ispecie nella Statistica
Matematica, funzione di regressione di Y su X.

Le speranze condizionate includono le probabilita condizionate come caso parti-
colare.

Corollario 5.2.1. Sia X una v.a. su (2, F,P) e sia B € F. Allora vale q.c. rispetto
a ]PX =Po X,
E(lp | X =2)=P(B| X ==x).

Dimostrazione. Basta porre Y = 1p nella (5.2.3). O O
Esempio 5.2.3. Come nell’esempio 5.2.1, siano X una v.a. discreta, {z,, : n € N}

i valori che questaassume, P(X = xz,) > 0 le probabilita con le quali li assume. Si
puo supporre che Q' = {x1,29,...,2y,...} ¢ F' = P(Q). Si ponga ora

1
{X=zn}

Allora, per ogni A € F, si ha

1

X-1(A4) Zn€A {X=zn}
= 3 B = wn)elan) = [ olo) dPx(o),
Z‘nEA A
onde, per ogni n € N,
1
{X=z,}

Esempio 5.2.4. Siano X e Y due v.a. con legge congiunta assolutamente continua
di densita f e sia h = h(y|z) la densita condizionata di Y data X. Per ogni A € B,
si ha

/ Y dP = / y f(z,y) dz dy

X_l(A) {(li,y)LUEA}
=/f1(fc) dx/yh(ym) dyz/dpx(:@/yh(y!:c) dy.
A R A R

Percio

E<Y|X=m>=/yh<y|x> dy.
R
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E spesso utile la seguente osservazione.

Se ¢ noto che la speranza condizionata ¢ p(z) :=E(Y | X =z) esep :=po X
allora E(Y | X) = ¢; infatti dalla definizione di SC, dalla (5.2.3) e dal teorema del
cambio di variabile (3.8.2) scende, per ogni B = X 1(A) € F(X), con A € B,

/ E(Y | X) dIP:B/YdIP’:/]E(Y|X:x) dPx (z)

X-1(A) A

= / poX dP.

X~1(4)

5.3 Proprieta delle speranze condizionate

In questa sezione X denotera sempre una v.a. di L!(F) e G una tribti contenuta in
F. Daremo solo le proprieta delle SC data una triba G, perché le proprieta della
speranza della v.a. Y data un’altra v.a. X, E(Y | X = x), o quelle della probabilita
condizionata P(B | X = x) sono del tutto analoghe.

Non e inutile ribadire che tutte le relazioni che saranno date per le SC valgono
quasi certamente rispetto alla misura di probabilita P.

Teorema 5.3.1. Valgono le sequenti proprieta:
se X ¢ G-misurabile (X € LY(G)), allora E(X | G) = X;

)
)
c) se X =a q.c., allora E(X | G) = a (in particolare E(1 | G) = 1);
) se X >0, allora E(X | G) > 0;

)

seci,co €R e X1, Xy € LY(F), allora
Eg(c1 X1 + c2X2) = a1Eg(X1) + 2Eg(X2),
vale a dire che Eg ¢ un operatore lineare su L'(F);
(f) se X1 > Xa, allora Eg(X1) > Eg(X2);
(8) [Eg(X)| < Eg(]X]);
(h) se N ¢ la tribi banale, N := {Q,0}, allora Exr(X) = E(X).

Dimostrazione. (a) Basta prendere B =  nella (5.1.1). La (b) scende dall’unicita
q.c. delle derivate di Radon—Nikodym.
(c) Poiché ogni v.a. che sia q.c. costante & misurabile rispetto alla tribi N, che
¢ inclusa in ogni tribu di sottoinsiemi di €2, e quindi anche in G, la v.a. X = a q.c.
¢ misurabile rispetto a G; il risultato & dunque contenuto in (a).
(d) Per ogni B € G, si ha [ X dP > 0.
B
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(e) Per ogni B € G, si ha

/Eg(chl + CQXQ) dP = /(01X1 + CQXQ) dP
B B

:Cl/Eg(Xl) dP-i—Cz/Eg(Xg) dP
B B

_ / {1 Eg(X1) + csFg(Xo)} dP.
B

(f) Basta applicare la (d) alla v.a. X — X5 e tenere conto della linearita appena
dimostrata.
( ) Basta applicare la (f) e la (e) alla diseguaglianza —| X | < X < |X].
fX dP = fE ) dP se B = () oppure se B = ; l'asserto segue ora

dall’ unlclta q.c. di Eg( ). O

Osservazione 5.3.1. Le proprieta (g) e (a) dell’ultimo teorema mostrano che ’o-
peratore X + Eg(X) & a valori in LY(G), cioe Eg : L'(F) — L'(G). Di pid, esso
e lineare, per la proprieta (e), suriettivo, per la proprieta (b) ed € una contrazione,
come si vede integrando la (g) ed usando la (a):

IEg (X)lzrgy < 1Xlzrr)

Cid rende interessante e naturale lo studio di Eg come operatore su L!(F). Tale
studio sara intrapreso pia avanti.

Val la pena di scrivere I'ultima diseguaglianza in una notazione meno precisa,
ma, certo, meno pesante,

g (X) [ < [[X]1-

Valgono per le SC gli analoghi dei teoremi di Beppo Levi e di convergenza
dominata.

Teorema 5.3.2. Valgono le sequenti affermazioni:

(a) Sia (X,) una successione crescente di v.a. di L'(F), positive che converge alla
v.a. X € LYF), (se, per ognin € N, X,, > 0, Xp1 > X, Xy —— X);

n—-4o0o
allora

Jm Eg(Xn) = Eg(X);
(b) se per ogni n € N, X,, >0, allora

Eg (Z Xn> =Y Eg(X

neN neN

(c) se (Byp) € una successione di insiemi misurabili e disgiunti (per ogni n € N,
B, € F,BjNBr =0, j#k), allora

P (U B, | g) =Y P(B.|G). (5.3.1)

neN neN
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Dimostrazione. (a) Per ogni B € G e per ogni n € N, ¢

/Xn dP = /Eg(Xn) dp.
B B

Grazie al Teorema 5.3.1(f), la successione (Eg(X,,)) & crescente; essa tende percio
ad una funzione ¢ necessariamente G—misurabile. Per il teorema di Beppo Levi si

ha, percio, per ogni B € G,
/ X dP = / o dP,
B B
onde ¢ = Eg(X).
Le dimostrazioni dei punti (b) e (c) sono semplici applicazioni di (a). O

Osservazione 5.3.2. Si osservi che l'eq. (5.3.1) non asserisce che P(- | G) sia una
probabilita (si veda la successiva Sezione 5.4). |

Teorema 5.3.3. Se (X,,) ¢ una successione di v.a. di L*(F) che converge q.c. alla
v.a. X e se esiste una v.a. Y € L'(F) tale che, per ognin € N, sia | X,| <Y, allora

lim Eg(X,)=Eg(X).

n—-+o0o

Dimostrazione. Posto Y, := sup{|X; — X| : j > n}, la successione {Y;,} & decrescen-
te e converge a 0. Si osservi che, per ogni n € N, Eg(X,,) e Eg(X) sono in L(G).
Inoltre

[Eg(Xn) — Eg(X)| < Eg(|Xn — X[) <Eg(Ya),

sicché basta mostrare che Eg(Y;,) — 0. Da quanto precede segue che esiste una
funzione ¢, positiva e G—misurabile, tale che Eg(Y,,) ——+——> . Poiché 0 <Y, <2Y,
n—-+oo

il teorema di convergenza dominata da

Og/g;dPS/Eg(Yn)dIP’:/Ynd]P’—>0,

n—-+00
onde ¢ =0 g.c.. O
Valgono per le SC anche gli analoghi dei lemmi di Fatou.

Teorema 5.3.4. Sia (X,,) una successione di v.a. di L'(F), tale che, per ogni
neN, sia X, >Y con E(Y) > —oo;

(a) se (X,) é crescente e tende q.c. alla v.a. X, allora

Eg(Xy) —— Eg(X);

n——+o0o

(b) liminf, 4 Eg(X,) > Eg(liminf, 4 X5).

Se, invece, (X,) & una successione di v.a. di L'(F), tale che per ogni n € N, sia
Xn <Y con E(Y) < +o0; allora
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(c) se (Xy,) é decrescente e tende q.c. alla v.a. X,

Eg(Xy) —— Eg(X);

n——+o00

(d) limsup,, . Eg(Xy) < Eg (limsup,,_,, o Xn).

Dimostrazione. Basta dimostrare (a) e (b), perché (c) e (d) scendono da quelle
cambiando il segno a tutte le v.a. che intervengono.

(a) Posto Z, := X,, — X1, la successione (Z,) & in L}(F), & positiva e crescente,
e ammette come limite la v.a. X — X;. Il teorema di Beppo Levi e la linearita delle

SC danno
Eg(Xn) = Eg(Zn) +Eg(X1) ——— Eg(X) — Eg(X1) + Eg(X1) = Eg(X).

(b) Se, per ogni n € N, si pone V,, := inf{Xj : j > n}, la successione (V;,) tende
crescendo a V' := liminf,, 1~ X,, onde,
Eg(V) = Eg(liminf X,,) = lim Eg(Vy)

= W2 Pe(Ve) < I Il B Xe),
onde 1’asserto. O

Le proprieta delle SC che seguono si riferiscono tutte a condizioni di regolariz-
zazione. Ad esse occorre premettere il seguente lemma di carattere tecnico. Ricor-
diamo che si dice atomo di uno spazio di probabilita (2,G, P) un insieme B € G
tale che P(B) > 0 echese A€ Ge AC B allora P(A) = 0 oppure P(B\ A) = 0.

Lemma 5.3.1. Sia B un atomo di (Q,G,P) e sia X una v.a. a valori reali su tale
spazio. Allora X é costante q.c. in B.

Dimostrazione. Sia B un atomo; Si osservi, innanzi tutto, che si puo supporre, che
esistano numeri reali « per i quali P(BN{X < z}) = 0. Infatti, se cosi non fosse,
si avrebbe, poiché B ¢ un atomo, P(B N {X < z}) = P(B) per ogni = € R; in altre
parole, sarebbe X = —oo q.c. in B. Sia, percio, z € R tale che P(BN{X < z}) = 0;
di conseguenza risulta P(B N {X < y}) = 0 per ogni y < z. Posto,

k:=sup{r e R:P(BN{X <z})=0},

si ha

PBN{X <k =P|JBn{X<q})|=0.

q€Q
r<k

Se x > k, risulta P(BN{X < z}) = P(B), onde P(BN{X > z}) = 0, poiché B &
un atomo. Percio,

PBN{X>kH=P||J)Bn{X=q)|=0.

q€Q
q>k

Pertanto, X = k q.c. su B, cioe P(BN{X = k}) = P(B). O
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Siamo ora in grado distabilire I’espressione della SC rispetto ad una triba G che
sia generata da una partizione misurabile e al pit numerabile di atomi.

Teorema 5.3.5. Sia B un atomo di G e sia X una v.a. di L'(F). Allora

1
B

Dimostrazione. Per il Lemma 5.3.1, Eg(X) ¢ costante q.c. in B. Percio, la (5.1.1)
da

Eg(X)P(B) = | X dP,
/

cioe 'asserto. O

Corollario 5.3.1. Se m = {B,} ¢ una partizione, finita o misurabile, di € in
insiemi F—-misurabili con P(By) > 0, per ogni indice, e se G ¢ la tribi generata da

7, G = F(r), allora

E(X|G):=) Ptg;) /X dP. (5.3.2)
n B,

Teorema 5.3.6. Siano X e Y due v.a. su (Q,F,P) tali che siano integrabili tanto
X quanto il prodotto XY, X € LY(F), XY € L'(F); inoltre, Y sia G-misurabile.
Allora

Eg(XY) = Y Eg(X). (5.3.3)

Dimostrazione. Si supponga dapprima che Y sia una funzione indicatrice, ¥ = 1p
con B € G; in tal caso, per ogni A € G si ha

/Eg(XY) dIP’:A/XYd}P’: /XdIP: /EQ(X) dP

A ANB ANB

:/1BEQ(X) dIP’:/YIEg(X) dP,
A A

sicché la (5.3.3) vale per le funzioni indicatrici di insiemi di G e, quindi, per linearita,
per le funzioni G-semplici. Ricorrendo al Teorema 5.3.4(a), si dimostra la (5.3.3) per
le funzioni G-misurabili positive e, infine, mediante la decomposizione Y =Y+t —-Y ~,
per tutte le funzioni G—misurabili. O

In particolare se appartengono a L!(F) tanto X7 e Xo quanto il loro prodotto
X1 XQ, vale
Eg (X1 Eg(X2)) = Eg(X1) Eg(X2).

Se g1 e G sono due sottotribu distinte di F, in generale gli operatori Eg, e Eg, non
commutano come mostra il seguente
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Esempio 5.3.1. Sia {Bj, B2, B3} una partizione misurabile di € e si considerino le
triba
G1 = F({B1U By, B3}), Go = F({B1, B2 U Bs})

elava. X = 1p,. Allora Eg,Eg, X = Eg, X che non ¢ G;—misurabile e non puo,
percio, coincidere con Eg, Eg, X. [ |

Il teorema che segue da ’esempio di una situazione importante nella quale Eg,
e Eg, commutano.

Teorema 5.3.7. Siano G1 e Ga due sottotribi di F con G1 C Gy e sia X € LY(F).
Allora gli operatori Eg, e Eg, commutano e vale

Eg,Eg, X = Eg,Eg, X = Eg, X . (5.3.4)

Dimostrazione. Poiché Eg, X e misurabile rispetto a G; e quindi rispetto a Ga, si ha,
per la 5.3.1(b)
Eg,Eg, X =Eg, X .

Inoltre, per ogni A in Gy, e dunque anche in Gs, si ha

/Eng dP = /X dP = /EQQX dP = /EglE%X dP,
A A A A

onde ’asserto. O

Si osservi che se G = N e Gy = G, la (5.3.3) da, poiché Exr = E, (Teorema
5.3.1(h)), la 5.3.1(a).

Se G1 = Go = G, la (5.3.4) da B = Eg Eg = Eg, sicché Eg & una proiezione da
LY(F) su LY(G).

Definizione 5.3.1. Una tribi G C F ed una v.a. X su (2, F,P) si dicono indipen-
denti rispetto alla misura di probabilita P se sono indipendenti (rispetto a P) G e la

tribtt F(X) := {X~Y(B) : B € B} generata da X. <&

Teorema 5.3.8. Se la v.a. X di L'(F) ¢ indipendente dalla tribi G, si ha

Dimostrazione. In virtu dell’indipendenza di X e di G, si ha, quale che sia B € G,

/EQ(X) dP = E(X 15) = E(X)E(15) = E(X)P(B) = /IE(X) dP,
B B

onde ’asserto. O
L’ultimo risultato si usa spesso nella seguente forma

Corollario 5.3.2. Siano X e Y due v.a. indipendenti di (2, F,P); allora

E(X|Y)=E(X).
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Dimostrazione. Infatti, ¢, per definizione, E(X |Y) :=E (X | F(Y)) e, inoltre, dire
che X e Y sono indipendenti equivale ad affermare che X e la tribia F(Y) sono
indipendenti. O

Il seguente teorema, dovuto a Doob, ¢ spesso utile.

Teorema 5.3.9. Siano (Q,F) e (¥, F') due spazi misurabili e sia’ Y : Q — ' una
v.a.. Per una funzione ¢ :  — R sono equivalenti le proprieta:

(a) ¢ & misurabile rispetto a F(Y) e a B;
(b) esiste una funzione misurabile f : Q' — R tale che p = foY.

Dimostrazione. Basta dimostrare l'implicazione (a) = (b). Sia dapprima ¢ una
funzione indicatrice, ¢ = 1 con B € F(Y); allora B = Y ~1(A) con A € F/, sicché,
se fi=14,siha foY =1y-14) =15 = ¢. L’asserto ¢ dunque vero se ¢ ¢ una
funzione indicatrice. Se poi ¢ & una funzione semplice ¢ = 2?21 Ajlp; con \j € R
e Bj€ F(Y) (j = 1,2,...,n), allora 1, = fj oY come sopra, con f; := 14, se
Bj = Yﬁl(Aj) e Aj S JT"/; quindi, f = Z?:l )‘jfj-

Sia ora ¢ una funzione positiva misurabile rispetto a F(Y) e a BB e sia (s;) una
successione crescente di funzioni semplici che tende a ¢. Per quanto si & appena
visto, per ogni n € N esiste f,, : ' — R misurabile tale che s, = f, oY Si definisca
f:=limsup, ., fn. Percio

= lim s, =limsups, =limsup f,oY = foY.
n—+00 n—-o0 n—-+o0

Il caso generale segue ponendo ¢ = p+ — @~ O
Teorema 5.3.10. Sia Y una v.a. su (2, F,P); e se G = F(Y), esiste una funzione
boreliana fx : R — R, che dipende da X, tale che sia
E(X|Y)=Ery)(X) = fxoY.
Dimostrazione. E conseguenza immediata del Teorema 5.3.9. O
Vale anche per le SC la diseguaglianza di Jensen.

Teorema 5.3.11. Sia ¢ : I — R, con I intervallo (limitato o no, aperto o no) di
R, convessa e sia X una v.a. di L*(F) a valoriin I. Se G ¢ una tribi contenuta in
F, vale la disequaglianza di Jensen

Eg(po X) > poEg(X). (5.3.5)

Dimostrazione. Sia I = (a,b) con —oo < a < b < 4o0. In primo luogo risulta
Eg(X) € I q.c.. Infatti se, per esempio, ¢ X > a q.c., si ha

0> / (Eg(X) — a) dP = /(X—a)dIP’ZO,

{Eg<a} {Eg<a}
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sicché P (Eg(X) <a) = 0, cioe Eg(X) > a q.c.. Com’¢ noto, il teorema della linea
di supporto, Teorema 1.17.1, asserisce che esistono due successioni di numeri reali
(an) e (by) tali che, per ogni x € I, si abbia

o(x) = sup{apx + by, : n € N}. (5.3.6)
Scende dalla (5.3.6) che, per ognin € N, fo X > a,X + b, onde
Eg(po X) > apEg(X) + by, .
Di qui, prendendo I’estremo superiore, si ottiene 1’asserto. ]

Corollario 5.3.3. Se X éin LP(F) (conp > 1) e se G é una tribi contenuta in F,
allora Bg(X) ¢éin LP(G) e vale la disequaglianza

Eg (X)), < 11Xl (5.3.7)

sicché la restrizione di Eg a LP(F) é una proiezione e una contrazione su LP(G).

Dimostrazione. Basta applicare la (5.3.5) alla funzione convessa ¢ : R — R definita
da ¢(z) := |z|P con p > 1. |Eg(X)|P < Eg(]X|P). Integrando, e ricordando la
5.3.1(a), si ottiene la (5.3.7). O

5.4 Distribuzioni condizionate regolari

Si € visto che che se (B;) € una successione di insiemi disgiunti di F e se G € una
sottotriba di F, allora vale

]P’(U Bn|g> =Y P(B.]1G) aqc

neN neN

Cio non implica che possiamo scegliere P(- | G) in modo che sia una una probabilita
per ogni (o quasi ogni) w € Q. Si supponga, infatti che (B,,) sia una successione di
insiemi disgiunti di F; allora

P(U Bn|g> @) =Y P(B.|6) )

neN neN

tranne che per i punti w di un insieme N(Bj, Bo,...) di probabilita nulla. Percio
I'insieme dei punti di €2 nei quali non vale ’additivita numerabile &

M =| J{N(B1,By,...) : By, By, ...insiemi disgiunti di F} .

In genere tale insieme M ¢ un’unione non numerabile di insiemi di probabilita nulla
e non ¢ detto né che appartenga a F, né, se vi appartiene, che abbia probabilita
nulla, sicché P(- | G) potrebbe non essere numerabilmente additiva.

Nel seguito della sezione si daranno condizioni che assicurino 'additivita nume-
rabile.
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Definizione 5.4.1. Siano Y una v.a. su (Q, F,P) e G una sotto—tribi di F. Si dice
che una funzione

F:(Q,R) — [0,1]

e funzione di ripartizione condizionata regolare per Y data G se sono soddisfatte le
due condizioni

(a) F(w,-) € una funzione di ripartizione per ogni w € €;

(b) perognit € R e F(w,t) =P(Y <t|G)(w) per quasi ogni w € €. <&

Teorema 5.4.1. Per ogni v.a. Y su (2, F,P) e per ogni sotto—tribi G di F esiste
una funzione di Tipartizione condizionata regolare per Y data G.

Dimostrazione. Per ogni razionale ¢ € Q si scelga una versione della probabilita
condizionata Fy(w) := P(Y < ¢ | G)(w). Si scriva I'insieme dei numeti razionali
come unione numerabile

Q= U {an}

neN

e si ponga
Ajji={weQ: F(w) < Fy(w)} e A::U{Aij (¢ < g5}

Poiché la condizione ¢; < ¢; implica P(Y < ¢; | G) < P(Y < ¢; | G) q.c., si ha
P(A;;) =0 e, quindi, P(A) = 0.
Si definisca ora

B; = {wGQ: lim Fqi_,_(l/n)(w);éFi(w)} e Bi:UBi-

n—-+0o0o
€N

Ora la successione di v.a.
(Ly<geri/m}) pen
¢ decrescente e ha come limite 11y <1, sicché
Fqﬂr(l/n) —>n—>+oo FQi g.c.

Pertanto P(B;) = 0 per ogni i € N e P(B) = 0.

Inoltre, posto C' = {w € Q : limy 400 Fr(w) # 1}, si ha P(C) = 0 poiché
la successione di insiemi ({Y < n}) tende a €, sicché P(Y < n | G) — 1 q.c.
)

Similmente, ha probabilita nulla I'insieme D := {w € Q : lim,,, ~ F(w) # 0}.
Si definisca E:= AUBUCUD e

F(w,t) = limg gt Fy(w), sewd¢ E,
T G(t) per una qualsiasi fr. G, sew € E.

Si noti che w non & in A, allora ¢ — Fy(w) € crescente sicché esiste il limite
limg ¢ g>t Fy(w). Per w ¢ AUB e per t € Q, si ha limg ;g5 Fy(w) = Fi(w).
Analogamente, per w ¢ AUC U D si ha limy_, o Fy(w) =1 e lim;_,_ Fi(w) = 0.
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F ¢ una fr. condizionata regolare per Y data G. Si prenda w ¢ F; allora
t — F(w,t) & crescente. Se t < t' < ¢ si ha F(w,t) < F(w,t') < F(w,q) = Fy(w);
ora Fy(w) tende a F'(w,t) al tendere di ¢ a ¢, sicché F'(w, -) € continua a destra.
Se g <t siha
> =
F(w,t) > F(w,q) = Fy(w) m 1
sicché F(w,t) —— 1. In maniera analoga si mostra che F(w,t) —— 0.
t—+o00 t——o0

Pertanto F(w,-) € una f.r. e la condizione (a) della Definizione 5.4.1 ¢ soddisfatta.

Per definizione di F si ha, per ¢ € Q, P(Y < ¢ | §)(w) = F(w,q) = Fy(w). Al
tendere di ¢ a t decrescendo si ha F(w,t) — F(w,t) per ogni w € (2, a causa della
continuita a destra; e, per la convergenza dominata delle SC si ha

< < .C.
P(Y_q|g)mP(Y_t|g) q.c

Percio, fissatot e Re P(Y <t|G) = F(w,t) per quasi ogni w € {2, cido che prova la
condizione (b) della Definizione 5.4.1 e conclude la dimostrazione. O

Definizione 5.4.2. Siano Y una v.a. sullo spazio di probabilita (£, F,P) e G una
sotto—tribi di F. La funzione @ : Q x B — [0, 1] si dice essere una probabilita
condizionata regolare per' Y data G se sono verificate le seguenti condizioni:

(a) Q(w,-) & una misura di probabilita per ogni fissato w € €;

(b) Q(w,B) =P(Y € B|G)(w) q.c. per ogni fissato B € B. <&

Teorema 5.4.2. Per ogni v.a. Y su (2, F,P) e per ogni sotto—tribi G di F esiste
una probabilita condizionata regolare per Y data G.

Dimostrazione. 1l Teorema 5.4.1 assicura che esista una f.r. condizionata regolare F'
per Y data G. Si ponga, per B € F,

Qlw, B) = /{ oy A0,

Cosi, per ogni w € €, Q(w,-) ¢ la misura di Stieltjes generata da F(w,-), e, come
tale, @Q(w, ) & una misura di probabilita.

Si ponga ora C :={B € B: Q(w,B) =P(Y € B | G)(w) q.c.}. Poiché F(w,t) =
P(Y <t | G)(w), l'insieme C contiene tutte le semirette |—oo,t] con t € R. Si
vede subito che, se a < b, allora anche 'intervallo ]a,b] appartiene a C; allora vi
appartengono anche tutte le unioni finite disgiuinte di intervalli aperti a sinistra e
chiusi a destra. Per il teorema della classe monotona si ha C = B. Dunque, @) ¢ una
probabilita condizionata regolare per Y data G. O

5.5 Note al Capitolo 5

Anche le SC furono introdotte da Kolmogorov nella sua monografia del 1933 gia piu
volte citata. Un approccio differente & presentato da Brown (1976). Lo studio delle
SC e stato esteso a ambiti pitd generali di quello nel quale si pongono queste lezioni:
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o in ispazl mensurali generali, o per v.a. che assumono valori in uno spazio di Banach
(Diestel & Uhl, 1977)). Molto studiato e stato il problema della caratterizzazione
delle SC; il lavoro pioneristico, in questo campo, ¢ dovuto a Moy (1954). Tra le
altre caratterizzazioni (Bahadur, 1955), (Siddk, 1957), (Rota, 1960), (Rao, 1965),
(Douglas, 1965), (Olson, 1965), (Ando, 1966), (Pfanzagl, 1967). Nel mio quaderno
(Sempi, 1986) ho dato una presentazione unificata, almeno dal punto di vista della
notazione, di tali caratterizzazioni.

Si vedano (Pintacuda, 1989) e (Letta & Pratelli, 1997) per ampiamenti sull’im-
portante Teorema 5.3.9.

5.6 Esercizi sul Capitolo 5

5.1. Sullo spazio di probabilita (2, F,P), ove Q =0, 1[, F ¢ la tribii di Borel e P &
la misura di Lebesgue, si consideri la partizione

ol Bal B3 Bl

Si calcoli la SC rispetto alla tribi generata da tale partizione della v.a. X(t) :=
sin 27 ¢.

5.2. (Generalizzazione del Teorema di Bayes) Sia G una tribui contenuta in F; se G
¢inGe A ¢in F, allora

[P(A|G) dP

G

PG 1A = SpaTgr
Q

Se la tribu G & generata da una partizione, finita o numerabile, di € in insiemi
misurabili,

{B1,Bs,...,Bn,...},

allora si riottiene la formulazione classica del Teorema di Bayes,

P(A | B;) P(B;)
P(B; | A) = J 1
! >n P(A| Bn)P(Bn)
5.3. Nello spazio di probabilita (2, F,P) siano X; e Xy due v.a. indipendenti,

entrambe di legge di Poisson di parametro A\ > 0, X; ~ P(\) (j = 1,2). Se
Y = X1 + Xy, sicalcoli P(X; =k | Y).

5.4. Nello spazio di probabilita (2, F,P) siano X; e X3 due v.a. indipendenti, en-
trambe di legge esponenziale di parametro A\ > 0, X; ~ I'(1,\) (j = 1,2). Se
Y = X1 + Xo, si calcoli E(X; | Y).

5.5. Nello spazio di probabilita (2, F,P) siano X; e X3 due v.a. indipendenti
entrambe di legge di Bernoulli di parametro p. Posto Y := X; + Xo e G := F(Y),

(a) sitrovino Eg(X1) e Eg(X2);

(b) sono indipendenti Eg(X;) e Eg(X2)?
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5.6. Si dimostrino le diseguaglianze di Markov e di Cebysev per le SC; se a > 0 e
se G & una tribu contenuta in F, allora

1
P(X| 2 a|9) < ~Eg(1X]), se X € L'

—_

P(X|>a|G) < —Eg(X?), seX c L

a?
5.7. Per le SC condizionate vale la diseguaglianza di Schwarz; se G € una tribu
contenuta in F, e se le v.a. X e Y appartengono a L?, allora

Eg(XY) <EY (X EZ*(V?).

5.8. Nello spazio di probabilita (€2, F,P) siano X una v.a. di L? e G una tribi
contenuta in F. Posto

Vo(X) = Eg (X —Eg(X))] |
si ha
V(X) = E[V(X)] +V (Eg(X)) .

5.9. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia G una tribi contenuta in F. Se A ¢ un
insieme di F, si definisca un insieme di G mediante B := {Eg (14) = 0} e si mostri
che, a meno di insiemi trascurabili si ha B C A€, vale a dire P(AN B) = 0.

5.10. Sia X una v.a. con legge I'(p, A) (A > 0) e S, una v.a. con legge di Poisson
di parametro z, ove x ¢ il valore assunto da X. Si calcoli P(S = n); & questa una
legge nota?

5.11. Sia (X,Y) un vettore aleatorio con legge normale, la cui densita e data da

1 1 2 2pxy y2>}
x,y) = expl ————— | —5 — +%5 ).
g y) 2moy094/1— p? { 2<1_Pg) <U% 0102 U%

Si calcolino la densita h(y | ) di Y condizionata da X =z e E(Y | X = x).

5.12. Nello spazio di probabilita (€2, F,P) sia X una v.a. di L2 Se G & una tribt
contenuta in F, si mostri che

(a) V(Eg(X)) < V(X);

(b) se Y := X A a, allora
Eg [{X - Eg(X)}*| > Eg [{Y - Eg(V)}?

5.13. Si calcolino esplicitamente le SC dell’esempio 5.3.1.

5.14. Nello spazio di probabilita (2, F,P) siano X1, X»,..., X, v.a. indipendenti
ed isonome di L'. Posto, al solito, S, := Z}l:l X, sia G, la tribu generata da S,.
Si calcoli la SC Eg, (X;) (j =1,2,...,n).
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5.15. Sia T il triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (1,1) e sia (X,Y") il vettore aleatorio
avente legge uniforme su 7T'; in altre parole la densita di (X,Y") ¢ data da

flx,y) =2-1p(z,y).
Si calcoli la SC E(Y | X).

5.16. Nello spazio di probabilita (2, F,P) siano X e Y v.a. indipendenti di L'; se

Y e centrata, allora
E(IX]) <E(X +Y]).

5.17. Nello spazio di probabilita (2, F,P) siano X1, X2 e Y v.a. reali tali che i
vettori aleatori (X1,Y) e (X2,Y) abbiano la stessa legge.

(a) Se f:R — R & misurabile e positiva (o limitata) si ha, q.c.,

E(foXi[Y)=E(foXy[Y)

(b) se g : R — R ¢ misurabile e positiva (o limitata), e se
pj (Xj):=E(goY | X;) (j=12),
allora @1 = @9 q.c. rispetto alla legge comune di X; e Xs.

5.18. X; una v.a. con legge uniforme in (0,1). Se X; = x1, la v.a. Xy ha legge
uniforme su (0, x1). In generale, se X1 = 21, Xo = x9,..., X; = x, allora Xj,1 ha
legge uniforme su (0, ). Si trovi E(X,,).

5.19. Nello spazio di probabilita (2, F,P), siano X1, X3 e X3 tre v.a.; sono equi-
valenti le proprieta:

(a) per ognit € R,

]P(Xg <t | Xl,XQ) = P(Xg <t | XQ) P—q.C.;

(b) per ogni coppia s e t di numeri reali, &

P(Xl < S,X3 S t ‘ X2) = ]P’(Xl <s ’ XQ)P(Xg S t ‘ XQ) IP’fq.c..

5.20. Nello spazio di probabilita (2, F,P) siano G una sottotribi di F e X e Y due
v.a. tali che X sia indipendente da G mentre Y e misurabile rispetto a G. Allora si
mostri che

(a) per ogni boreliano A € B% = B(R?) si ha
P(X,)Y)eA|G)=P(X,Y)eA|Y) P—q.c.;
(b) per ogni boreliano D € B? si ha

P(X+Y cA|G)=P(X+Y€eA|Y) Pqec..

5.21. Siano X e Y v.a. di LY. Se E(Y | X) = X e E(X|Y) =Y, allora X =Y.
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5.22. Siano X e Y due v.a. indipendenti entrambe con legge bernoulliana di para-
metro p, X, Y ~ Bi(1,p). Introdotta la v.a. Z definita mediante

Z:=1ix1v=0}
si calcolino le SC E(X | Z) e E(Y | Z). Sono indipendenti?
5.23. Si dimostri che Y € L'(G) ¢ la SC Eg(X) se la relazione

/XdIP’ /YdI[J>

vale per ogni insieme A in un m—sistema di sottoinsiemi C di F che contiene €2 e che
genera la triba G, G = F(C).

5.24. Siano dati uno spazio di probabilita (£21,F1, P1) ed uno spazio misurabile
(Qo, F3). Si dice probabilita di transizione da (21,F1) a (Q2, F2) una funzione N :
Q1 x Fo — Ry tale che

— per ogni B € F; la funzione w; — N(wj, B) sia Fj—misurabile;
— per ogni wy € Q; la funzione B — N(wj, B) ¢ una misura di probabilita.
Un altro nome per N ¢ quello di nucleo stocastico. Alloras:

(a) la funzione wy — [ f(wi,w2) N (w1, dws) & misurabile rispetto alla tribt Fi;
Q2

(b) esiste un’unica misura di probabilita @ su (21 x Qa, F1 ® F2) tale che per ogni
funzione f : 1 x Q9 — R misurabile rispetto alla tribi prodotto F; ® F2 e
limitata, valga

/ fdQ:/dpl(Wl) /f(wlaWZ)N(le dws) ; (*)
o O

Ql X QQ
(c) la (*) vale anche quando la funzione misurabile f sia positiva,;

(d) una funzione f: Oy x Qo — R & integrabile rispetto a @ se, e solo se, &

/d]P’l(wl) /]f(wl,w2)| N(wl, dwg) < 400}
951

se f appartiene a L'(Q) allora vale la (*).

Si noti che da questo esercizio si riottiene il teorema di Fubini quando N non dipende
da wi, vale a dire quando N(w;, B) = Py(B) per ogni w; € ) e per ogni B € Fy,
dove Py ¢ una misura di probabilita su (Qg2, F2).

5.25. Nelle condizioni dell’esercizio precedente si considerino le tribu di sottoinsiemi
di @1 x Q9 definite da

Fi={AxM:AeFR} e Fo={UxB:Bek}.
Si dimostri che per una funzione f : Q1 x 5 — R sono equivalenti le affermazioni
(a) f & misurabile rispetto alla triba F (rispettivamente ./7-:;),

(b) f dipende dalla sola variabile w; (rispettivamente wy) e come tale ¢ misurabile
rispetto alla tribd Fi (rispettivamente Fi).



Capitolo 6

Introduzione alle Martingale

6.1 Definizione ed esempi

Benché queste lezioni trattino in prevalenza le martingale a tempo discreto, le
definizione di firltrazione, di martingala e di sottomartingala, sono date nel caso
generale.

Ricordiamo che si chiama diretto ogni insieme preordinato D nel quale, per ogni
coppia s e t di elementi di D, esista un elemento u € D, che sia maggiore tanto di
s quanto di t; se si indica il preordine con “<”, sara s < u e t < u. Supporremo,
inoltre, che esista in D un unico elemento % tale che, per ognit € D, sia t < tg. Tale
elemento sara indicato con +oo. In un insieme diretto che non sia un sottoinsieme
di R (o di R) lespressione “t tende all’infinito” o, in simboli, “t — +00”, significa
che, per ogni t € D esiste t € D tale che t > t.

Definizione 6.1.1. Dati uno spazio di probabilita (£2, F,P) ed un insieme diretto
D, si dice filtrazione o scala (stocastica) una famiglia crescente {F; : t € D} di tribu
contenute in F: se s e t sono elementi di D con s < t, allora F; C F; C F.

L’indice t si interpreta come “tempo”; gli eventi di F; si dicono anteriori al
tempo t.

Definizione 6.1.2. Una famiglia {X; : ¢t € D} di v.a. definite in (2, F,P) tale che,
per ogni t in D, sia misurabile rispetto a F,

VteD XtG;CO(‘/—"t).
si dice adattata alla filtrazione {F;}. &

Spesso, nelle applicazioni, ¢ D = N oppure D = Z,, o, ancora D = R,. In ter-
mini un poco imprecisi, il concetto di filtrazione riflette il fenomeno dell’accumularsi
delle conoscenze al passare del tempo: F; rappresenta le conoscenze acquisite sino al
tempo t, incluso, sicché considerare una famiglia adattata significa far dipendere la
v.a. X; da cio che & accaduto sino al tempo ¢, ma non da cio che accadra in futuro.

Si osservi che, data una successione (X,,) di v.a. sullo stesso spazio di probabilita
(Q, F,P), esiste sempre una filtrazione rispetto alla quale (X,,) & adattata: si tratta
della filtrazione naturale che € data da

]:1 = .F(Xl), FQ = F(XI,XQ), ,fn = .F(Xl,XQ,...,Xn),

215
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ove F(X1,...,X,) denota la tribu generata dalle prime n v.a. della successione
(Xn).

Definizione 6.1.3. Data una filtrazione {F; : t € D} sullo spazio di probabilita
(Q, F,P), si dice martingala, una famiglia {X; : t € D} di v.a. di £!(F) che sia
adattata alla filtrazione data e tale che per ogni coppia s,t di elementi di D con
s < t, valga

E(X, | F) = X, . (6.1.1)

Si parlera allora della martingala {(X;, F;)}. Se, invece della (6.1.1), vale la dise-
guaglianza

E(Xt | ]'—s) Z XSa (6'1'2)

{(Xt, Fi)} si dira sottomartingala; se vale la diseguaglianza
E(Xt | ]:s) < XSa (6'1'3)
{(Xy, Fr)} si dira supermartingala. <&

Si osservi che ponendo Es(-) := E(- | F), le (6.1.1), (6.1.2) e (6.1.3) si possono
scrivere nelle forme abbreviate, valide se s < t,

Es(Xt) — Xsa Es(Xt) > XSa Es(Xt) < Xs .

Nel seguito adotteremo sistematicamente questa notazione.

Si noti che se {(X¢, F¢)} € una sottomartingala, allora {(—X;, F;)} € una su-
permartingala, e viceversa. Per questa ragione basta studiare le proprieta delle
sottomartingale per ottenere facilmente quelle delle supermartingale.

Vale la pena di notare che, nel caso discreto D = Z, la definizione di martingala
si sarebbe potuta dare in modo leggermente differente, ma equivalente, richiedendo
che per ogni n € N valga

En_1(Xpn) = Xpn_1. (6.1.4)

E, infatti, evidente che la (6.1.1) implica la (6.1.4). Viceversa, si supponga vera
quest’ultima relazione; allora per il Teorema 5.3.8 vale, per k£ < n,

Considerazione analoghe valgono per le definizioni di sotto— e super—martingala.

La definizione di martingala, sotto— e super—martingala puo essere introdotta
in maniera differente, evitando il ricorso alle speranze condizionate. Al costo di
una maggiore pesantezza di notazione, tale approccio ha il vantaggio di evitare il
ricorso al teorema di Radon—Nikodym, implicito nell’uso delle speranze condizio-
nate. Poiché & possibile dimostrare il teorema di Radon-Nikodym ricorrendo alle
martingale non si sara quindi compiuto un percorso circolare.

{(Xt, F¢)} € una martingala, una sotto— o una super-martingala se, e solo se,
per ogni coppia s e t di elementi di D con s <t e per ogni insieme A € F;, si ha
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rispettivamente

/Xt dP = /XS dp, (6.1.5)
A A
/Xt dP > /XS P, (6.1.6)
A A

/Xt dP < /XS dP. (6.1.7)
A A

Si noti che le (6.1.5), (6.1.6), (6.1.7) possono essere scritte nelle forme, a esse
rispettivamente equivalenti,

E((X;— Xs)14) =0, E((X;—X,)14)>0, E((X;—X,)14)<0.

Teorema 6.1.1. La famiglia delle speranze, {E(X};) : t € D}, in particolare la suc-
cessione delle speranze, se D =N oD =7Z,, ¢

(a) costante se {(X¢, Ft)} € una martingala,
(b) crescente se {(X¢, Ft)} € una sottomartingala,
(c) decrescente se {(X¢, Ft)} € una supermartingala.

Dimostrazione. Basta porre A = Q, che appartiene ad ogni tribd, nella (6.1.5),
(6.1.6) e (6.1.7), rispettivamente. O

In particolare, nel caso di una successione, (X, Fpn)nez, , indicati con
D, =X,— X, 4
gli incrementi di una martingala (X, F,), si ha, per ogni n € N,
E.-1(Dy)=0.

Se non ¢ specificata la filtrazione, dicendo che la successione (X;) ¢ una martin-
gala, si intende senz’altro che la filtrazione sia quella naturale. Analoghe considera-
zioni valgono per le sotto— e le super—martingale.

D’ora in poi, senza che cio sia espressamente richiamato, supporremo sempre che
le v.a. considerate siano definite sopra uno spazio di probabilita comune (2, F,P).

Esempio 6.1.1. Una successione costante ¢ di v.a. (cioé X; = ¢ per ogni n € D) &
una martingala. ]

Esempio 6.1.2. Siano (F;) una filtrazione di (Q,F,P) e X una v.a. di L'(F); si
ponga
Xt = Et(X) .

Allora (X, F;) € una martingala; infatti per il Teorema 5.3.7, se s < t,
Es(Xt) = Es Et(X) = ES(X) = XS :

Una tale martingala si dice ereditaria. ]
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Esempio 6.1.3. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti e centrate di L' (F) e
si consideri la filtrazione naturale (7). Posto, come al solito, Sy, := > " _; X, si ha
che (Sy, F,) € una martingala. Per controllarlo si usano l’additivita delle speranze
condizionate e il Teorema 5.3.8:

En (SnJrl) = En (Sn + Xn+1) = En (Sn) + IEn (XnJrl)

Si osservi che poiché X,, = S,,—S,,_1 la filtrazione (F,,) & anche la filtrazione naturale
della successione (Sp,). [

Esempio 6.1.4. Sia (Y;,)nen una successione di v.a. indipendenti di £!(F) con
E(Y,) =a, #0 per ogni n € N.

Si ponga F, = F(Y1,Ys,...,Y,) e

X, Y, X
En (Xn+1) = En ( - "“) = —"E, (Yot1)
Qn+1 Qn+1
X
- - E (YnJrl) - Xn
Ont1
Un martingala siffatta si dice moltiplicativa. |

Teorema 6.1.2. Le martingale rispetto alla stessa filtrazione (Fi) formano uno
spazio vettoriale (complesso) denotato con M(F).

Dimostrazione. Se (X, F;) € una martingala, per ogni o € C, (a Xy, F) &, ovvia-
mente, una martingala. Se (X/) e (X/) sono due martingale rispetto alla stessa
filtrazione (F;), anche (X/+ X/') & una martingala rispetto alla stessa filtrazione:

Es (X; + X/) =E, (X}) + Es (X{) = X, + X!,
one l’'asserto. O

E importante il caso particolare delle martingale quadratiche.

Definizione 6.1.4. Si dice che (X,,F,) ¢ una martingala quadratica se, oltre a
soddisfare alla condizione (6.1.1), X,, appartiene a £2(F,), per ogni n € Z . O

Teorema 6.1.3. Sia (X, F,) una martingala quadratica; allora, per gli incrementi
di martingala D, == X,, — X,—1 valgono le proprieta

(a) per ognin € Z4, ¢ E, (DT2L+].) =E, [(Xn+1 — Xn)Q] = En(XTQLH) - X2;

se j , allora i D) = 0; gli incrementi D; sono dunque ortogonali se
b | # k, allora E(D; D 0; gli ¢ ti D; d t li
considerati come vettori di L?, incorrelati se riguardati come v.a..
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Dimostrazione. (a) Si ha

Ep [(Xn41 — Xn)?] = Ep (X241) + En(X2) — 2B, (Xn Xnt1)
=E, (X21) + X2 - 2X,E, (Xp41)
=En(X7,1) + X2 —2X2 =En (X7 1) — X7

(b) Si supponga che sia j < k; allora

E(D; Dy) = Enr(D; D) = En Ey_1(D; Dy)
=En (D; Eg—1(Dx)) = En (Dj (Xp—1 — Xy-1)) =0,

cioe l'asserto. O
Sia (X,,) una martingala quadratica; essa puo essere espressa nella forma
n n
Xn :X0+Z(Xj —Xj_l) :X[)‘l-ZDja
j=1 J=1

nella quale X, risulta scritta come somma di elementi ortogonali di L?. Ricorrendo
al Teorema 6.1.3 si ha

B (x2) =5 (x3) + 3 B[, - X007

Percio una martingala quadratica (X,,) ¢ limitata in L?, vale a dire che si ha

sup || Xpll2 < +o0,
neN

se, e solo se,
n

Z E |:(X] — Xj_1)2 < +00.
j=1

Teorema 6.1.4. Siano date (X, Fi)nep una sottomartingala e una funzione con-
vessa ¢ : R — R tale che, per ognin € D, sia integrabile la v.a. v o X;. Se vale una
delle sequenti condizioni:

(a) ¢ & crescente,
(b) (Xt, Fi) € una martingala,
allora (¢ o Xy, Fy) € una sottomartingala.

Dimostrazione. In entrambe le ipotesi, la diseguaglianza di Jensen da

Es (¢ o Xt) > ¢ (Es(Xt)) -

Se ¢ € crescente, ¢ (Es(X;)) > po X, dalla definizione di sottomartingala; se, invece,
(X¢, F¢) € una martingala, ¢ (Es(X¢)) = ¢ o X,. O
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In particolare, se (X;, F;) ¢ una sottomartingala, anche (X, ,7;) ¢ tale; se
(X, Fi) € una martingala, (|X;|P, F;) & una sottomartingala per ogni p in [1, +o0].

Nel caso discreto, D = Z, il prossimo risultato consentira di ricondurre lo studio
della convergenza di sotto— e super—-martingale a quello delle martingale.

Teorema 6.1.5. (Decomposizione di Doob). Se (X, Fy)nez, € una sottomartin-
gala, per ogni n € Z, esistono v.a. Y, e A, tali che

a n—Yn+An;

(
(b

(Yo, Fn)nez,. € una martingala;

)
)
(C) AO—O A, <An+1,

)

(d) per ognin € N, A, & misurabile rispetto a Fp,_1, A, € L°(Fp_1).

Le v.a. Y, e A, sono univocamente determinate. Un processo con le proprietd (c)
e (d) si dice crescente.

Analogamente una supermartingala (X, Fy) si puo decomporre nella differenza
X, =Y, — A, ove (Yy, Fn) € una martingala e {A,} é un processo crescente.

Dimostrazione. Si definisca per ricorrenza
Ay =0, An+1 = A, +E, (Xn—H) - X, (n S N) .

Dunque,
n

A= (B (X)) — Xj0)
j=1
che & misurabile rispetto a F,_1 e che ¢ una somma a termini positivi, poiché
{(Xn,Fn)} ¢ una sottomartingala; percio A,4+1 > A,. Si ponga

Y= X — Ap = Xo = ) (B (X)) = X)) -

Con queste definizioni si sono provate (a), (c) e (d).
Per dimostrare (b), si calcoli

n+1
En(Yn—l—l) = En(Xn—l-l) - En Z (Ej—l(Xj) B Xj_l)
j=1

= En(Xn+1) -E, (En(Xn+1) - Xn) - ZEH (Ejfl(Xj) - Xjfl)

—X Z ]1 X_] 1):Y’n7

sicché {(Y,, Fn)} € una martingala.

Resta da dimostrare 'unicita della decomposizione. Siano (Y)) e (A},) due suc-
cessioni di v.a. con le stesse proprieta di (Y;,) e di (A4,,) rispettivamente. Si ha intanto
che Aj) = 0 e Yj =Y. Ragionando per induzione, si supponga di aver dimostrato
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che, per j =1,2,...,n, vale Y] = Y; e A} = A;. Allora, poiché tanto A; ; quanto
Ap+1 sono F,—misurabili, si ha

A;H—l - En(A;H-l) = En(XnH - Yr/b+1) - En<Xn+1> -Y,

n

— En(Xn—i-l) - Yn - En(Xn—l—l - Yn—i—l) — En(An—l-l) - An+1 .

Ne segue che anche Y, | = Y, 41. O

Sia (X,) una martingala quadratica tale che Xy = 0; allora il Teorema 6.1.4
assicura che (X,%) sia una sottomartingala. Se ne consideri la decomposizione di
Doob

X2=VY,+ A, (n eN),

ove (Y,) ¢ una martingala; poiché il processo (A,) ¢ crescente, esiste il suo limite
quasi certo

Ay :=sup A, .
neN

Ora
E (X7) = E(Y,) + E(4,) = E(Y0) + E(An) = E(Xo) + E(4,) = E(4,),

sicché la sotto-martingala (X?2) ¢ limitata in L? se, e solo se, E(Ax) < +00. Si ha,
inoltre, poiché A,, & misurabile rispetto a F,_1,

An - An—l = IEn—l (An - An—l) = En—l (X% - Xr%fl) - En—l(Yn - Yn—l)
=Byt (X2 = X2,) = Bnot (X0 = X01)?]

n—1

ove nell’ultimo passaggio si € usato il Teorema 6.1.3 (a).

6.2 Tempi d’arresto

In questa sezione ci occuperemo solo di filtrazioni numerabili e di successioni di v.a..

Definizione 6.2.1. Data una filtrazione (F;,)nez, in uno spazio di probabilita
(Q, F,P), si dice tempo d’arresto rispetto alla filtrazione (F,,) ogni v.a.

T:Q—7Zy =7y U{+c0}
tale che, per ogni n € Z,, {T < n} appartenga a F,. O

La condizione {T" < n} € F, equivale all’altra {T" = n} € F,, per ogni n € N.
Infatti, {T' < n} = Up<n{T = k} e {T' = k} appartiene a F,, per ogni k < n;
viceversa,

[T=n}={T<n}\{T <n—1},
che appartiene alla tribu F,.

Esempio 6.2.1. Se (X,,) ¢ una successione adattata alla filtrazione {F,} e B ¢ un
boreliano di R, allora il tempo d’ingresso in B,

T :=inf{n e N: X,, € B}
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e un tempo d’arresto. Infatti, per ogni n € N, e

n

{Tp >n} = ({Xi ¢ B} € Fy,
k=0

onde {Ts <n} ={Tp > n}° € F,. ]

D’ora in poi si supporra tacitamente che sia assegnata una filtrazione (F,);
quando si parlera di tempi d’arresto, si intendera che questi siano considerati rispetto
a tale filtrazione.

Un tempo d’arresto 1" si dice (q.c.) finito se P(T' = +o00) = 0.
Dato un tempo d’arresto T si definisca una famiglia di sottoinsiemi di €2 mediante

Fr={AeF:VneN An{T <n}eF,}.
Teorema 6.2.1. Per ogni tempo d’arresto T la famiglia Fr é una tribi.

Dimostrazione. L’appartenenza di ) a Fr scende direttamente dall’aver supposto
che T sia un tempo d’arresto.

Si supponga ora che A sia un insieme di Frp, cioe che sia AN{T < n} € F,
per ogni n € N. Poiché {T' > n} ¢ in F,_; e quindi anche in F,,, appartiene a F,
I'insieme

(Aﬂ{Tgn})U{T>n}: (AU{T>n})ﬂQ:Au{T>n},

e dunque anche il suo complementare A° N {T < n}. Percid anche A¢ appartiene a
Fr.

Sia, infine, (A;);jen una successione di insiemi di Fr; pertanto, per ogni n € N,
si ha

U4 | (T <n}=] A n{T<n}) € F

JEN JEN
Dunque, I'unione numerabile UjenA; appartiene a Fr. ]
Teorema 6.2.2. Siano S e T tempi d’arresto. Allora
(a) T ¢ Fr—misurabile;
(b) SAT e SV T sono tempi d’arresto;
(¢) se S <T allora Fs C Fr.

Dimostrazione. (a) Per ogni ¢ > 0 si ha {T' < ¢} = {T < [c]} ove [c] ¢ la parte
intera di ¢. Ora, per ogni n € N, &

{T<lel}, sele]<n,
{T <n}, se [¢] > n;

{TSMNHT§M={

in entrambi i casi {T" < [c¢]} N {T < n} appartiene a F,, sicché T' & misurabile
rispetto a Fr.
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(b) Sia n € N; allora

{SAT <n}={S<n} | J{T <n}eF,

{SvT <n}={S<n}({T <n}eF.

(c) Sisupponga S <T e A € Fs. Ora, {T < n} ¢ contenuto in {S < n}. Infatti
la condizione S < T implica che, per ogni n € N, valga I'inclusione

{S>n} C{T > n};

pertanto
{T<n}={T>n}*C{S>n}={S <n}.

In definitiva, per ogni n € N, si ha

AT <n}=A{S <n}[ {T <n}

che appartiene a JF,, poiché, per ipotesi, tanto A N {S < n} quanto {T" < n}
appartengono a F,. ]

Data una successione (X,) adattata a (F,) e un tempo d’arresto 7', si denoti
con X7 la funzione X7 : Q — R definita da

XT(w) = XT(w) (w> - Z X'fl(w) 1{T:n} (w) + o0 1{T:+oo} .
neN

Si e cosi definita una v.a.; infatti se B € un boreliano della retta, si ha

X;'(B)={XreB}=|J({T=n}n{X,eB}) e F.
neN

Nelle stesse condizioni si dice processo arrestato al tempo T il processo stocastico!
XT .= (X1pn), cioe XTI := X7, per ogni n € N.
Si noti che, mentre X7 & una v.a., X7 indica un processo stocastico.

Teorema 6.2.3. Se T' ¢ un tempo d’arresto e (Xp)nez, un processo adattato a
(Fn)nez.. , vale la relazione

X=X =(Xn—Xn1)Lirsny  (nEN), (6.2.1)
detta identita d’arresto.

Dimostrazione. Se w appartiene a {T' < n}, & Xrpan(w) = Xpp@m—1)(w); se, invece,
wein {T > n}, allora T(w) An=neT(w)A(n—1)=n—1. O

Sara utile il seguente lemma.

Un processo stocastico in tempo discreto ¢ semplicemente una successione (Xn)nen di variabili
aleatorie definite sullo stesso spazio di probabilita.
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Lemma 6.2.1. (Wald). Siano (Z,)necz, una successione di v.a. tale che Zy sia
integrabile, E(|Zp|) < 400, e tale che, per ognin € N, sia

|Zn_Zn—l’ <a,

ove o > 0 & una costante, e T un tempo d’arresto a valori in N pure integrabile,
E(T) < +oc. Allora la successione ZT arrestata al tempo T ¢ dominata in L', vale
a dire che esiste Y € L' tale che, per ognin € Z, sia |Znar| < Y.

Dimostrazione. E immediato scrivere

Znnr = Zo + Z L mnry (k) (Zk — Zg—1) -
keN

Di qui
|Zunt < 1 Zo| + a Y Apanry(k) = [Zo] + a(n AT) < |Zo| +aT,
keN

onde ’asserto. O

6.3 Martingale e tempi d’arresto

Questa sezione & dedicata interamente allo studio dei rapporti tra martingale e tempi
d’arresto. Premettiamo una definizione e un risultato preliminare. Nel seguito, per
comodita, supporremo che l'insieme dei tempi sia Z .

Definizione 6.3.1. Sia data una filtrazione (F,)ncz, sullo spazio di probabilita
(€2, F,P); un processo (U )nez, sidice prevedibile se, per ognin € N, U, ¢ misurabile
rispetto a Fp,_1, U, € L°(F,_1) per ogni n € N. O

Definizione 6.3.2. Si dice compensatore di un processo (X;)nez, un processo
prevedibile (V,,)nez, tale che (X, — V},) sia un martingala. <&

Naturalmente V,, sara integrabile per ogni n. Se (X,, —V},) ¢ una martingala si
ha, per n € N,
En—l(Xn - Vn) = Xn—l - Vn—l ’

onde
IEn—l()(n - Xn—l) = Vn - Vn—l ’

che basta per individuare il compensatore; infatti posto Vo =0 &

Vi=> (V;=Vi) = > Ept (Xj - Xj1) .
j=1 j=1

Esempio 6.3.1. Data una martingala (X,,) si sa dal Teorema 6.1.4 che (X?2) ¢ una
sotto—martingala. Allora gli incrementi

Vi = Vot = By (X2 = X2_1) = Epy [(X0 = Xpo)?

individuano il compensatore di (X2). |
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Diamo allora la definizione di trasformata di una martingala.

Definizione 6.3.3. Dati una martingala (X, Fn)nez, € un processo prevedibile
(Un)nez, , il processo (U - X)n), ez, definito da

(U - X))o := Uy Xo

U X)n=UsXo+ Y Uj (X;—X;_1) (neN) (6.3.1)
j=1
si dice trasformata della martingala (X,). <&

Teorema 6.3.1. Con le stesse notazioni della Definizione 6.3.3 se nell’eq. (6.3.1)
le variabili (U - X),, sono integrabili, (U o X),, € L' per ogni n € N, allora

(a) se (Xn, Fn) € una martingala, tale é anche (U - X)p, Fn);

(b) se (Xn,Fn) € una sotto-martingala e se Uy, > 0 per ogni n € N, é una sotto—
martingala anche (U - X )y, Fp).

Dimostrazione. Siosservi che, in virtd della (6.3.1) e del fatto che (U,) € prevedibile,
si ha, per n € N,

n
En 1 [(U- X)) =Bn1 [UgXo+ Y Ui (X — X;1)

j=1
n—1
=UpXo+ > U (Xj— Xjo1) + UnEn 1 (X — Xpn1).
j=1

Se (X, F,) ¢ una martingala, si ha immediatemente

n—1
Bp1 [(U- X)n] = Uo Xo+ Y Uj (X; = X;j1) = (U - X)p1,
j=1

sicché ((U - X)p, Fpn) € una martingala, mentre, se (X, F,,) € una sotto-martingala
e se U, > 0, allora

n—1
En1 [(U - X)n] > Uo Xo+ Y Uj (Xj = Xjo1) = (U X)na,
j=1
sicché ((U - X)p, Fn) € una sotto-martingala. O

Si noti che basta che ogni U, sia limitata affinché (U o X),, sia integrabile.

Teorema 6.3.2. Se (X;) é una sotto-martingala (o una martingala) e T & un
tempo d’arresto, X* ¢ ancora una sotto-martingala (rispettivamente una martin-
gala). In altre parole, arrestando una (sotto—)martingala si ottiene ancora una
(sotto—)martingala.
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Dimostrazione. Basta infatti considerare il processo prevedibile definito da Uy = 1
e, per n € N, da U, = 1475,,. Allora (U - X)o = Xo, mentre per n € N, si ha, in
virtd dell’identita d’arresto (6.2.1),

U - X)n_X0+ZX X, 1)1{T>J}_XO+Z ~xt))=x",
Jj=1 J=1
il risultato € ora una diretta conseguenza del Teorema 6.3.1. O

Teorema 6.3.3. Siano (X, Fn),cz,. una sottomartingala e S e T due tempi d’ar-
resto limitati con S <T < N (N € N). Allora,

E(Xr | Fs) > Xg .
Se (X, Fn) € una martingala, nell’ultima relazione vale il segno d’eguaglianza.

Dimostrazione. Si ha, intanto, | Xg| < Z;VZO | X, sicché Xg & in L'(F). Se A ¢ in
Fsej<N,siponga Aj:=AN{S=j}eFe perj<k<N,

A(j, k) == A;n{T =k},
U( k) = U1>kA(.77 ) Aj N {T > k}7
V(i k) =U,k+1)=A;n{T > k}.

Tutti e tre questi insiemi appartengono a Fj. Segue dalla definizione di sottomartin-

gala che
/ X, dP < / Xgy1 dP;

V(j,k)

e, poiché U(j, k) = A(j,k) UV (j, k), che & un’unione disgiunta,

/XkdIP)— / Xy, dP + / X dP

U k) A(5,k)
/ X dP + / Xg1q dP,
A(5.k) U(j,k+1)
onde,
/ X dP — / X dP < / X dP = / X7 dP,
U(j5.k) U(j,k+1) A(j.k)
cioe
/ Xy, dP — / X1 dP < / X dP.
U(4,k) U(j,k+1) A(4,k)

Si sommi ora, in quest’ultima diseguaglianza, per k tra j e N e si osservi che e
A;=U(j,7) eche U(j,N +1) = 0:

/ng]P’—/Xj dPS/XTdP.
Aj Aj Aj
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Si sommi, infine, su j tra 0 e N per ottenere

/ng}P’g/XTd}P’,
A A

onde ’asserto. O

Sia T un tempo d’arresto limitato, 7' < N. Se (X,,) ¢ una martingala, si puo
ricorrere al Teorema 6.3.3 per dimostrare che ¢, per ogni n € Z,,

E(X7) = E(XNn) = E(Xo) = E(Xn);

in altre parole, non si puo aumentare la speranza della vincita arrestando un gioco
equo ad un tempo aleatorio limitato T che dipende dall’informazione disponibile
sino al momento dell’arresto.

Se (X,) € una sottomartingala, vale

E(Xo) <E(X7p) <E(Xnw).

Si osservi che non & detto che X7 sia in L' anche se T & q.c. finito. Si veda, a tal
proposito, il seguente

Esempio 6.3.2. Si ritorni all’esempio 6.1.4 e si consideri la martingala moltiplica-

tiva "
=[] +3R))
j=1

ove le ; sono le funzioni di Rademacher. Si consideri il tempo d’arresto

T :=min{n e N: R, <0}.

1 1

“n 1 1 X[d .,
COEDIETEE WL REEIMF
1 n=1 n= t=1/2
d & 1 [d 1 }
O T I
[dt ]t1/2 2 [dt1—t],

-t e

Dunque T' & g.c. finito. Non e difficile riconoscere che
1
Xp=—2.4T"1 = __ 4T
2
onde

E(Xrl) = § S4BT =n)= 1 32" = 4oc.

neN nEN
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Teorema 6.3.4. Se (X,,) ¢ una martingala limitata in L' e T & un tempo d’arresto
q.c. finito, allora X1 appartiene a L*.

Dimostrazione. Se ¢ || X,|1 < H per ogni n € N, allora,

E(IX7anl) =) E(I1X] Lir—py) + E (| Xn| 1grany)

I=r=j) {T>n}

-y / 1X,| AP+ / 1X,| P
== {T>n}
=E(|Xn]) = | Xulli < H < 400.

Perd Xran T> X7, sicché il lemma di Fatou assicura che sia E (| X7|) < H, cioe
n——+0oo
che X7 sia in L. O

Tuttavia, anche quando X7 € L!, non ¢ affatto detto che sia E (X7) = E (Xj).

Esempio 6.3.3. Si consideri un processo di Bernoulli. Si e visto nell’esempio 6.1.3
che (G,) ¢ una martingala rispetto alla filtrazione naturale. Fissato j > 0, si
consideri il tempo di primo passaggio per la posizione z = j,

Tj:==min{n e N: G, = j};

il tempo d’arresto T} ¢ q.c. finito. Infatti

{Tj = +o0} = ({Gn < j}

n=0

e si sa che

im B (|Gl <) =0.
Ora Go =0 e Gr; = j q.c., sicché Gr, appartiene a L' e si ha banalmente E(Gr,) =
j #0=E(Go). ]

Il risultato che segue ¢ fondamentale per i teoremi di convergenza.

Data una successione (X)) di v.a. definite sullo stesso spazio di probabilita
(Q, F,P), si ponga
X, = max Xj.
Jj<n
Teorema 6.3.5. (Diseguaglianza massimale). Se (X,,) € una sottomartingala, si
ha, per ogni 8 > 0 e per ogni n € N,

OP (X, >0) <E (X, 1xsne) <E(X]). (6.3.2)
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Dimostrazione. Si ponga
Si=min{j <n:X; >0} 1ixesgy +nlixecn-

La v.a. S cosi definita & evidentemente un tempo d’arresto con S < n. Inoltre,
{X}} > 0} appartiene a Fg perché, per ogni k < n,

(X2 0} (S < K} = {max X, = 0} = {X; > 0} € .

Per il Teorema 6.3.3, con T := n, si ha E(X,, | Fs) > Xg. Poiché, nell’insieme
{X} >0}, & Xg>0,siha

0P (X >60) =E (§1(x;:5p)) < / Xs dP
(X260}

< / X, dP <E (X},

{X;>0}
che conclude la dimostrazione. O

Corollario 6.3.1. Sia (X,) una sotto-martingala positiva, X, > 0 (n € Zy);
allora, per ogni 8 > 0 e per ogni n € Z4, vale la diseguaglianza

1 1
Plsup Xy >0) < *E(Xn) =7 HXnHl . (633)
k<n 0 0

Il seguente risultato € notevole per I'importante corollario che permette di sta-
bilire.

Lemma 6.3.1. Siano X e Y dua v.a. positive tali che, per ogni 8 > 0, sia

Allora, per p > 1 e per q tali che (1/p) + (1/q) =1, si ha
XN, < qllY]lp- (6.3.4)
Dimostrazione. Com’e noto si ha

+oo
E(XP) —/ ptP I P(X > t) dt;
0

d’altro canto, si ha

+00 +oo
/ ptpllP(th)dtg/ ptP=2 dt /YdIP.
0 0

{x=>t}
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Ricorrendo al teorema di Fubini, si ha

—+o00 400
/ ptP=2 dt / Y dP :/ ptP=2 dt /1{)@}}/ dP
0 0
Q

{x=>t}

X(w) p

= / Y (w) dP(w) / ptP~2 dt = — y xXP~1 gp
0 p—

Q

=q /YXP—l dP = ¢E (X?7'Y) .
Q

Basta ora applicare la diseguaglianza di Hoélder per avere
E(XP) < qE(XP7'Y) < q|[Y]p IXP7H - (6.3.5)
Si supponga dapprima che X appartenga a LP; allora
1X77 1|y = EV(XP),

sicché la (6.3.5) implica 'asserto. Se, invece, X non appartiene a LP, vi appartiene
senz’altro, per ogni n € N, X A n, sicché si ha, per ogni n € N,

X Anllp < gllYlp;
La (6.3.4) segue ora dal Teorema di convergenza monotona. O

Corollario 6.3.2. Siano p > 1 e q tali che (1/p) + (1/q) = 1. Sia (X,) una
sotto—martingala positiva e limitata uniformemente in LP,

sup || Xp ||, < H < +o0.
neN

Allora, se X* := sup, ey Xn, X* appartiene a LP e vale la disequaglianza

[ X ]lp < g sup || Xn|lp.
neN

Dimostrazione. Per ogni n € N si definisca X;; := supy<, Xy; segue allora dal
Lemma 6.3.1 e dalla (6.3.3) che

1 Xally < [ Xnllp < g sup [ Xl
keN

Basta ora far tendere n a 400 ed applicare il teorema di convergenza monotona. [J

6.4 Integrabilita uniforme

Il concetto di integrabilita uniforme, o, come anche lo si chiama nella letteratura
scientifica italiana, di equi—integrabilita, € fondamentale nella teoria delle martingale.
Per questa ragione lo trattiamo qui benché sia un argomento appartenente piuttosto
alla teoria dell’integrazione.
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Definizione 6.4.1. Sia {X,),c; un’arbitraria famiglia di v.a reali definite sullo
spazio di probabilita (Q, F,P). La famiglia (X,) si dice uniformemente integrabile
o equi—integrabile se
lim sup / | X,| dP =0,
Cc—=+00 T
{IX.[>c}

vale a dire se le speranze E (]XL\ 1y XL\zc}) tendono uniformemente a zero al tendere
di c a 4o00. &

E immediato controllare che, se {X,} ¢ uniformemente integrabile, ogni v.a. X,
¢in LY. Se |X,| <Y per ogni ¢« € I con Y € L', allora {X,} & uniformemente

integrabile; infatti
/ | X,| dP < / Y dP.

{IX.[>¢} {IX.[>c}

Ora
E(X.]) _ E(Y)

I

P(‘XL‘ >c) <

IN

Cc

che tende uniformemente a zero. In particolare, se le X,, sono uniformemente
limitate, {X,,} ¢ uniformemente integrabile.

Lemma 6.4.1. Nello spazio di probabilita (0, F,P) sia X in L' e sia (F,).c; un’ar-
bitraria famiglia di sottotribu di F. Allora e uniformemente integrabile la famiglia
(X, :=E,(X) =E(X | F))ser-

Dimostrazione. Per ogni ¢ € I si ha
E([X.]) = E([E.(X)]) = E(|X]) < +o0,

sicché (X,) ¢ in L'. Inoltre

/ X, | dpg/ E,(|X]) dIP’:/ 1 X| dP.
{1X.]>c} {1X.[>c} {1X.]>c}

Poiché X, ¢ integrabile, 'insieme {|X,| > ¢} tende ad un insieme di probabilita nulla
al tendere di ¢ a 400, sicché

lim sup / |X,| dP < lim | X|dP =0,
7T el J{IX.|ze} et J{iXi |z}
da cui 'asserto. O

Se la successione (X;)nez, ¢ uniformemente integrabile, ¢ anche uniformemente
limitata in L', cioe supyez, | Xnll1 < +oo; infatti, per ogni ¢ > 0 e per ogni n
abbastanza grande,

1 Xl = E(IX) = / - / X dP < cte.

{IXnl<c} {IXn|=c}

Il viceversa non e necessariamente vero come dimostrato dal seguente
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Esempio 6.4.1. Se X,, := n1j 1y, la successione (X,) ¢ uniformemente limitata
in L', ma non uniformemente integrabile rispetto alla restrizione A della misura di
Lebesgue ai boreliani di [0, 1]. Infatti, E(X,) = 1 per ogni n, ma, per n > c,

s (b]) -

{1 Xn|=c}

E utile il seguente criterio.
Teorema 6.4.1. Per una famiglia (Xt),cp di v.a. sono equivalenti le proprieta:
(a) (Xy) é uniformemente integrabile;
(b) (X¢) ¢ uniformemente limitata in L' e, per ogni ¢ > 0, esiste § = §(g) > 0

tale che, per ogni evento A con P(A) < 4, sia

sup /\Xt\ dP < e.
teD

1X,| dP = / o+ / 1X,| dP

Dimostrazione. (a) = (b) Si & gia visto che (X;) & uniformemente limitata in L.
A AN{| X¢|>c} AN{| X¢|<c}
<cP(A) + / | X¢| dP.
AN{[X¢[>c}
Per ¢ sufficientemente grande 1'ultimo integrale ¢ minore di £/2, sicché basta ora
prendere § = ¢/(2¢).
(b) = (a) Per la diseguaglianza di Markov si ha che, per ogni ¢ > 0,

1 H
P(Xi| 2 ¢) < - B(Xi) < =

ove H := sup,cp E(|X¢|) = supsep || X¢||1. Pertanto, se ¢ > H/9, si ha

sup / | X dP <
teD
{IX¢[=c}

onde ’asserto. O
La proprieta espressa dalla (b) del Teorema 6.4.1 & detta di continuita uniforme.
Il concetto di integrabilita uniforme consente di chiarire del tutto i rapporti tra

le convergenze in LP e in probabilita per una successione di (X,,) di v.a. definite in
uno spazio di probabilita (2, F,P).

Teorema 6.4.2. Siano (X,)nen e X rispettivamente una successione e una v.a. di
LP con p € [1,400[. Sono equivalenti le proprieta:
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(a) X, — X in LP;
n——+oo

(b) X, = X in probabilita e (| X,|P) é uniformemente integrabile.
n—-+0o00o

Dimostrazione. (a) = (b) Poiché si sa che la convergenza in LP implica quella in
probabilita, basta mostrare che (|X,|P) ¢ uniformemente integrabile. Poiché

[ Xallp < [1XIlp + [1Xn = Xl ,

la successione (X,,) € uniformemente limitata in LP o, equivalentemente, la succes-
sione (| X,,|P) & uniformemente limitata in L. Fissato e > 0, si prenda 6; = d1(g) > 0

tale che P(A) < ;1 implichi
€
p .
/\X| dP <
A

tale 0, esiste perché A — E(|X|P14) € una misura finita su F che & assolutamente
continua rispetto a P. Esiste inoltre ng = ng(e) € N tale che sia

€
1%, - X1l < =,
per ogni n > ng. Poiché vale la diseguaglianza
| X, P < 2P7H X — X, [P+ 2P| X)P, (6.4.1)

si ha, se n > ny,
/\Xn|p dp < 27! /\Xn — X|P dP + 2P~ /yxyp dp
A A A

p—1 & p—1 & _
<2 o +2 o = €.
(b) = (a) Analogamente alla (6.4.1) si ha
X = XalP < 2770 [ XpfP + 2070 X

si puo cosi concludere che, se (] X,|P) & uniformemente integrabile se, e solo se, tale
¢ anche la successione (|X,, — X|P). Fissato € € ]0, 1], si scelga 6 = d(¢) > 0 in modo
che, se P(A4) < ¢, sia

/|Xn—X|deP’<s (neN).
A

Preso ny € N in modo che P(|X,, — X| > €) < d, per ogni n > ny, si ha
E(|X, — X|P) = / oot / | X, — X|P dP
{[Xn—X|<e} {IXn—X|>¢}
<eP+ / | X, — X|PdP < &P + ¢,
{|Xn—X|>e}

che conclude la dimostrazione. O
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Si noti che il Teorema 2.2.9 che abbiamo dimostrato direttamente ¢ ora un sem-
plice corollario dell’ultimo risultato. Infatti, se | X,,| <Y conY € L? per ognin € N,
la successione (|X,|P) ¢ uniformemente integrabile per il Lemma 6.4.1.

Definizione 6.4.2. Si dice che una martingala (X,,, F,)nen ammette un ultimo
elemento se esiste una v.a. Xo, € L' tale che, per ogni n € N, E,(X) = X,,. <

Sia Foo € la tribu generata dalla filtrazione (F,),cn, vale a dire

Foo 1= \/fn:JT(Ufn);

neN neN

siponga Y := E(X | Fso). Dunque, si ha anche E,,(Y') = X, per ogni n € N, sicché
non & restrittivo supporre, come faremo sempre nel seguito, che 'ultimo elemento
X sia misurabile rispetto alla tribi Fo,. Si noti che, con tale convenzione, una
martingala ha ultimo elemento se, e solo se, & ereditaria.

Per una martingala con un ultimo elemento si puo usare la scrittura

(X0, Fn)per» OpPpUTE (Xn,}"n)nezr,
ove N:= NU {400} e Z, := z, U{+oc} estendendo alla coppia di indici k e 400
la proprieta caratteristica delle martingale, Ex(X,,) = Xj se k < n.

La stessa definizione vale anche per le sotto— ( o le super—)martingale; si dice
che una sottomartingala ha un ultimo elemento X, e si scrivera (X, Fy,) nely Se
Ex(X,) > Xg, per ogni coppia di indici k e n, con k < n € N. Anche in questo caso
si puo supporre che 'ultimo elemento X, sia misurabile rispetto a Foo.

Nella letteratura le martingale o le sottomartingale con un ultimo elemento si
dicono anche chiudibili (a destra) o chiuse (a destra).

Teorema 6.4.3. Siano (Xn)n€Z+ una martingala con ultimo elemento Xoo €T un
tempo d’arresto q.c. finito. Allora E(X7) = E(X)).

Dimostrazione. Poiché T' € q.c. finito, ¢

Plo\ |J{T=n}]|=0.

neEZy

Allora

IE(XT):/XTdIP’:Z /XTdIP:Z /chuP

nely (T=n} nel {T=n}
N
=y / En(Xoo) dP = ) / X dP
nely {T=n} nely (T=n}

= /Xoo dP = E(Xoo) .

In particolare, per il tempo d’arresto T'= 0 & E(Xp) = E(X ). O
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Teorema 6.4.4. Per una martingala (X, Fy,) sono equivalenti le proprieta:
(a) (Xpn,Fn) € ereditaria;
(b) (X,) é uniformemente integrabile.

Dimostrazione. (a) = (b) Si supponga che (X, F,) sia ereditaria; esiste percio
una v.a. X € L1(F) tale che, per ogni n € Z, sia X,, = E;(X); il Lemma 6.4.1 da
ora l’asserto.

(b) = (a) Sisupponga che (X,,, F;,) sia uniformemente integrabile. Si introduca
l'algebra A := Upcz, F, e si definisca una funzione v : A — R mediante

v(A) = /Xk dP se A € F.
A

Si osservi che, poiché (X,,, F,) € una martingala, per ogni n > k si ha, se A € Fy,

V(A):/Xk d]P’:/Xn P,
A A

onde
v(A) = lim [ X, dP;
A

v & cosi ben definita ed e, per definizione, una misura finitamente additiva. Ma
(Xy) € uniformemente integrabile, sicché ricorrendo ai Teoremi 6.4.1 e 1.5.1, si ha
che v ¢ effettivamente una misura finita che ¢ assolutamente continua rispetto a IP.
Basta ora applicare il teorema di Radon—Nikodym e porre Y, eguale alla densita
dv/dP di v rispetto a P e X := E (Y | Fxo). Pertanto, per ogni n € Z, e per

ogni A € Fp, ¢
/Xn dP=v(A4) = /XOO dP,
A A
cioe X, =E,(Xx). O

6.5 Convergenza delle martingale

Considereremo dapprima la convergenza in LP delle martingale. Questo studio,
anche alla luce delle applicazioni che ce ne ripromettiamo, si puo condurre per
martingale {X; : ¢t € D} nelle quali I'insieme D degli indici ¢ un insieme diretto.

Il seguente risultato di natura tecnica sara utile nel seguito.

Lemma 6.5.1. Per ogni p € [1,+00][ il sottoinsieme V,, di LP definito da

V,:=J I (F)
teD
¢ denso in LP (Fw), ove
Foo 1= \/ Fi
teD

¢ la tribu generata dall’algebra A := UiepFi.
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Dimostrazione. Basta mostrare che possono essere approssimate mediante elementi
di V,, le funzioni indicatrici degli insiemi A di Fu. Sia C, la classe di sottoinsiemi
misurabili di F le cui funzioni indicatrici possono essere approssimate mediante
funzioni di V,,,

Cp={AecF:Ve>03Y €V, |1a—-Y]|,<ce}.

e immediato riconoscere che C, include 1’algebra A (gli insiemi di tale algebra hanno
indicatrici che sono in V).

Inoltre, C, ¢ una classe monotona. Si supponga che sia A, € C, per ogni n € N
e A, T A. Dato e > 0, per ogni n € N, esiste Y,, € V), tale che |14, —Y,|1 <¢&/2. Si
puo usare il teorema di convergenza dominata per trovare un indice ng = ng(¢) € N
tale che |14, — 1a4l|1 < €/2 per ogni n > ng. Dunque, se n > ng, €

14 =Yals <14 =1a,fh + (14, = Yali <e.

Percio A appartiene a C,. Analogamente si procede se A4,, | A.
Cp ¢ cosi una classe monotona che contiene l'algebra A; per il teorema della
classe monotona, si ha C, = F. 0

Teorema 6.5.1. Sia X una v.a. di LP con p € [1,400[ e si consideri la martingala
ereditaria Xy :=E(X) (t € D). Allora {X;} converge in LP alla v.a.

Xoo =Ex(X) =E(X | Fxo) ,
ove Foo € la tribi generata dall’algebra UiepFy,
-Foo = \/ .Ft .
teD
Dimostrazione. Si supponga che esista un indice s € D per il quale Y appartenga a

LP(Fy); si ha allora, per ogni t > s, E,(Y) =Y. Percio,

P L» _
VYegDL (F)  EY) Y =Ex(Y)

Sia ora X in LP (F); in virtu del lemma precedente, per ogni € > 0, si pud prendere
Y. € UepLP(F;) con || X — Y;||, < €. Poiché E; &€ una contrazione su LP(F),

IE(X) — Xy < [E:(X) — E(Yo)lly + IE(Y:) — Yell, + ¥z — X,
<X~ Vel + [E(Y2) - Yol
< 26+ [E(Y2) = Vil

Basta, dunque, applicare la prima parte della dimostrazione per avere, per ogni X

in LP (Fuo),
P

E(X) — = X =Ex(X).
Infine, per ogni X € LP(F), si ha
X, = E/(X) = E,Eoo(X) % Eoo(X),

cioe 'asserto. O
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Nel trattare di convergenza in LP di martingale occorre distinguere i due casi
p=1epe]l, oo Tratteremo prima il caso p > 1.

Teorema 6.5.2. Sia (X, Fi)iep una martingala con Xy € LP(F;) (p > 1) per ogni
t € D. Sono allora equivalenti le condizioni:

(a) esiste una v.a. X € LP tale che X; — X in LP;
(b) esiste una v.a. X € LP(Fx) tale che Xy = Ey(X) per ogni t € D;
(c) supyep || Xellp < +oo.

Dimostrazione. (a) = (b) Poiché X e misurabile rispetto alla tribd Fu, si ha
X € LP(Fw). Se A € Fg, si ha, per ogni n > k,

/Xsd}P’:/Xth
A A

/Xsd]P’— lim Xth—/XdIP’
t—+00
A A A

e, di qui,

vale a dire

L’implicazione (b) = (a) e l'oggetto del teorema precedente.
(a) = (c) Il Teorema 6.4.2 implica che (| X;|?) & uniformemente integrabile e il
Teorema 6.4.1 che
sup || X¢|lp < +o00.
neD

(¢) = (b) La martingala (Xy, F;) ¢ uniformemente integrabile. Infatti, fissato

e > 0, si ponga
HP
H:=sup||X¢p, e a:=—.
teD €

Poiché

lim 2P~ ! = 400,
r—r—+00

esiste ¢ > 0 tale che zP~! > a se x > ¢. Percio,
1 op
/ X, dp< L / xpap< 2 — ¢
o «
{I1Xt|>c} {I1Xt|>c}

onde l'asserto. Ora il Teorema 6.4.4 assicura che esiste una v.a. X tale che X; =
E;(X) per ogni t € D. O

La condizione (c) dell’ultimo teorema ¢ necessaria e sufficiente per la convergenza
in LP con p € ]1,4+o0[. Tuttavia, I’analoga condizione per L?,

sup || X¢|j1 < +o0,
teD

non basta ad assicurare la convergenza in L', come mostra il seguente
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Esempio 6.5.1. Sia (Y,,) una successione di v.a. indipendenti, isonome e positive
di L' con

E(Y,) =1 e PY,=1)<1
per ogni n € N. Posto X,, := H?:1 Yj, (X,) € una martingala moltiplicativa positiva
(si ricordi ’Esempio 6.1.4) con E(X,,) = 1. D’altro canto

”Xn+1 - XnHI = E(‘Xn-&-l - Xn|)
n
=E [ [[Y | War—1]
j=1

=E(Yor1 —1) =E(1-1]) #0,

sicché (X,,) non converge in L'. Si vedra nel seguito, Teorema 6.5.5, che X, converge
0 q.c.. |

Per la convergenza delle martingale in L' vale il seguente risultato, la cui di-
mostrazione e identica a quella del Teorema 6.5.2.

Teorema 6.5.3. Per una martingala (Xy, Fi)iep con Xy € LY(F;) (p > 1) per ogni
t € D sono equivalenti le condizions:

(a) esiste una v.a. X € L' tale che X; — X in L';
(b) esiste una v.a. X € LY(Fx) tale che Xy = Ey(X) per ognit € D;
(¢") (X, Fi) € uniformemente integrabile.

Rimandiamo al seguito lo studio della convergenza in LP con p € [1,4o0| delle
sottomartingale.

Affrontiamo ora lo studio della convergenza q.c. delle martingale. Tale studio si
conduce con maggior semplicita nel caso delle martingale per le quali I'insieme degli
indici € Z4 o N.

Si & visto nel Capitolo 2 che, in generale, non esistono rapporti tra la convergenza
quasi certa e quella in L' di una successione di v.a.. Se pero la successione in
questione forma una martingala la situazione & differente, come evidenziato dal
prossimo risultato.

Teorema 6.5.4. Ogni martingala (X,, Fp,) che converge in L' converge anche quasi
certamente.

Dimostrazione. Si supponga che X, —+> X in L'. & facile estrarre da N una
n—-+0oo

successione di naturali (n(k))gen, con n(k) < n(k + 1) per ogni k € N, in modo che
sia convergente la serie

> kX — X

keN
basta prendere, come n(k), il piti piccolo naturale tale che || X, — X1 < 1/k%.

Per ogni k € N, (Xn - X"(k))n>n(k) € una martingala alla quale si puo applicare
la diseguaglianza massimale (6.3.5), ottenendo, per ogni s € N sufficientemente
grande,
1
P ( sup |Xn — Xn(k)‘ > k) <k HXs — Xn(k)Hl .

s>n>n(k)
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Facendo tendere s a +oo, si ha

1
Pl sup | Xp— X, > =] <E|X - Xl -
<n>n(k)\ ®)] k) )l

Allora, il primo lemma di Borel-Cantelli da

1
P (limsup { sup ‘Xn — Xn(k){ > }) =0,
k—+oco | n>n(k) k

vale a dire
1
P [ liminf X, —Xoml <=4 =1,
(,&1{:@ {niglgk)\ wl < k})

lim  sup ‘Xn — Xn(k)’ =0 q.c..
k—4o0 n>n(k)

sicché

In altre parole, esiste un insieme N € F con P(N) = 0 tale che (X, (w)) sia una
successione di Cauchy per ogni w € N¢. O

Il seguente corollario € spesso noto come teorema di Lévy.

Corollario 6.5.1. Ogni martingala uniformemente integrabile (X,) converge q.c. e
in L' a una v.a. Xoo € L' tale che X, = E,(Xoo) per ogni n € N. X & lultimo
elemento della martingala. In particolare, per una v.a. X € L' &
lim E,(X) =E,(X).
n_lf_'[_loo n(X) oo (X)
Dimostrazione. Segue dal Teorema 6.4.4 che esiste una v.a. X € L', che si puo
pensare misurabile rispetto a Fi, tale che X, = E,, (X ) per ogni n € N. La conver-

genza in L' segue dal Teorema 6.5.3, mentre la convergenza q.c. & ora conseguenza
immediata del teorema precedente. O

Il risultato pit importante riguardante la convergenza q.c. delle martingale e
dato dal seguente

Teorema 6.5.5. (Doob). Se (X, Fy)
dire tale che

\ . . . . 1
nez, € una martingala limitata in L™, vale a

sup [|[X,|l1 = sup E(|X,|) < +o0,
TLEZ+ nEZ+

allora (X)) converge q.c..
Dimostrazione. Sia H > 0 e si ponga
T :=min{n €Z; : |X,| > H}.

Si e visto nell’esempio 6.2.1 che la v.a. T cosi definita ¢ un tempo d’arresto. Per
il Teorema 6.3.2, X7 & una martingala. Vogliamo provare che ¢ uniformemente
integrabile. Si consideri la v.a.

Y= |X7[1rciooy + H Yr— oo} -
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Ovviamente, |XI| = |X7an| <Y per ogni n € Z,, sicché basta dimostrare che Y
appartiene a L!, vale a dire che E(Y) < +oc. Ora,

Y dP< H,

{T=+oc0}

mentre, ricorrendo lemma di Fatou, si ha

/Yd]P’: / | X7| dP = / lim | X7an| dP
n—-+00

{T<+o0} {T' <400} {T<+o0}
< liminf / Xpnnl dP < sup | Xznlls
n—r—+oo neZy
{T<+o0}
< sup || Xp|1 < +00.

neZy

Dunque, Y appartiene a L' e X7 & uniformemente integrabile.

Nell'insieme {sup,cz, |Xn| < H} si ha X! = Xrp, = X, e, quindi, (X,)
converge g.c. in virtu del Corollario 6.5.1.

La martingala (X,,), per quanto appena visto, converge nell’insieme

B::U{sup \Xn|<q}.

qu TLGZ+
q>0

Consideriamo il complementare di quest’ultimo insieme

B°= ()4 sup [Xn| >q .
=) nEZy
q>0

Poiché

{sup | Xn| > q} = U {I;lgg!Xj\ > q} :

nEZy neZy

e poiché la successione formata dagli insiemi {max;<, |X;| > ¢} € crescente, dalla
diseguaglianza massimale (6.3.2) applicata alla sottomartingala (|X,|) e dal teorema
di Beppo Levi, si ha, per ogni razionale ¢ > 0,

9 < > < li >
P(BY) <P (Sup | X _q> _ngglooP@lgg\Xgl > q)

neZy

n—r+oo q q nez,

1 1
< lim ~E([X,]) =~ sup E(|X,]),

che tende a zero al tendere di ¢ a +o00; percio, P(B€) = 0, e quindi P(B) = 1, vale
a dire che la martingala (X,,) converge q.c.. O
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Si noti che, se (X,,F,) ¢ una martingala, (|X,|,F,) ¢ una sottomartingala
e, quindi, per il teorema (6.1.7), la successione {E(|X,|)} & crescente, sicché la
condizione del teorema precedente puo essere posta nella forma equivalente

Jm E(|Xa]) = lim [[Xa]1 = Sup [ Xl < +o0.

La condizione sup,cz, [[Xn1 < 400 assicura che la martingala (X,) converga
g.c. ma non necessariamente in ! (si rammenti l’esempio 6.5.1); & inoltre una
condizione sufficiente, ma non necessaria per la convergenza q.c. di una martingala,
come si vedra negli esercizi.

Teorema 6.5.6. Una martingala (X,)nez, tale che i suoi incrementi siano mag-
giorati da una stessa variabile Z di L' converge quasi certamente nell’insieme
{sup,, X;, < +o0}.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita si puo suppore che sia Xy = 0. Bas-
ta provare che, per ogni a > 0, la martingala (X,) converge quasi certamente
nell’insieme {sup,, X;, < a}. Introdotto il tempo d’arresto

T :=inf{n €Z; : X,, > a},
si ha
{suan < a,} ={T = +o0}.
n
Poiché T > 1, e, per ogni n € N,
Xonr = (Xoar — Xar)-1) = Xoar-1 < Z +a.

La martingala arrestata X7 ¢, dunque, limitata in L' e, per il Teorema 6.5.5, quasi
certamente convergente. Poiché nell'insieme {7 = +oo} la martingala X7 & eguale
a (X,), anche quest’ultima converge quasi certamente. ]

Come conseguenza del lemma di Wald, Lemma 6.2.1, si ha

Corollario 6.5.2. Siano (Xy)nez, una martingala con gli incrementi uniforme-
mente maggiorati in modulo, per ognin € N, | X,, — X,,—1| < H, a una costante tale
che E(Xo) < a e T il tempo d’arresto definito da

T(w):=inf{n e N: X;,(w) > a} .
Allora T non é in L.

Dimostrazione. Si ragioni per assurdo e si supponga che T sia integrabile. In virtu
del Lemma 6.2.1, la martingala arrestata X’ & allora dominata in L', e pertanto,
grazie al Teorema 6.5.5, convergente q.c. D’altronde da E(T") < 400 scende P(T' <
+00) = 1; inoltre vale 'inclusione

{T < 400} C{X7 > a},

sicché nei punti di {T" < +oo} la successione (X, a7)nez, coincide definitivamente
con Xp. La martingala X7 ¢ allora chiusa da X7 e si ha

E(Xo) = E(XT) Z «,

una contraddizione. O
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Per estendere il teorema di convergenza alle sotto— e alle super—martingale
ricorreremo alla decomposizione di Doob (Teorema 6.1.5).

Lemma 6.5.2. Se (X,,,F,) ¢ una sottomartingala limitata in L', tale cioé che sia

sup || Xp|1 < 400,
n€Z+

nella decomposizione di Doob X, =Y, + A, (n € Z), il processo crescente (Ay)
¢ uniformemente integrabile e (Yy,) e (A,) sono limitati in L'. Se (X,) & uni-
formemente integrabile, tali sono anche la martingala (Yy,) e il processo crescente

(An)-

Dimostrazione. Basta dimostrare che (A,,) € uniformemente integrabile, le rimanenti
affermazioni essendo di verifica banale.
SlhaA1:O§A2§A3§ (§]

E<An) = E(Xn) - E(Yn) = E(Xn) - E(Yb)
La successione (A,) € crescente e quindi converge q.c. alla v.a.

Z = sup A, > 0.
REZ+

Il teorema di convergenza monotona da

E(Z)=E <sup An> = sup E(4,) < sup || Xn|l1 + ||Yol1 < +o0.
neEL4 NnEZL+ nEL4

Si ha dunque 0 < A, < Z € L' per ogni n € Z,, sicché (A,) ¢ uniformemente

integrabile. O

Teorema 6.5.7. (a) Una sotto— o super—-martingala (X,,Fy,) che sia limitata in
Ll
sup || Xn[1 < +o0,
nEZ+
converge q.c. a una v.a. Xqso-
(b) Una sotto— o super-martingala (X, Fn) che sia uniformemente integrabile
converge tanto q.c. quanto in L' a una v.a. Xoo.
In entrambi i casi, se Foo € la tribi generata dall’algebra A = Uz, Fn, allora
(X, Fn)

ey ¢ una sotto— (rispettivamente, super—) martingala chiusa a destra.
Dimostrazione. Considereremo solo il caso di una sotto—martingala.

(a) Il processo crescente (A,) che compare nella decomposizione di Doob con-
verge q.c. alla v.a. Z € L' come nella dimostrazione del lemma precedente. Inoltre,
(Y, Fp) & una martingala limitata in L' che converge q.c., in virtd del Teorema
6.5.5; percio, X,, =Y, + A, converge q.c..

(b) Se (X,,) ¢ uniformemente integrabile, tale ¢ anche (Y;,), per il lemma prece-
dente; quindi (Y;,), per il Corollario 6.5.1, converge q.c. e in L'. Quanto al processo
crescente (Z,), esso converge a Z q.c. come nel lemma precedente e in L! per il
teorema di convergenza monotona.
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Per stabilire I'ultima affermazione, si prenda n < k; per ogni A € F,, si ha

/XndIP’g /Xk dP.
A A

Facendo tendere k a 400, la convergenza in L' da

/Xnd]Pg/XOOdIP’,
A A

onde ’asserto. O

Diamo qui di seguito una condizione sufficiente affinché una sottomartingala sia
uniformemente integrabile.

Teorema 6.5.8. F uniformemente integrabile ogni sottomartingala positiva con

ultimo elemento (Xn, Frn), cx-

Dimostrazione. Per ogni n € N, si ha
| Xy dP = / X, dP < / Xoo dP;
{IXn|=c} {Xn2c} {Xn=c}

la diseguaglianza di Markov da ora

P(X, > o) < EO0) _ E(X)

uniformemente in n. OJ

Ritorniamo ora alla convergenza in LP delle sottomartingale.

Teorema 6.5.9. Sia (X, F,) una martingala, oppure una sottomartingala positiva,
limitata in LP con p € |1, +00],

sup ||Xn||p < H < +o0;
neN

allora (X,) € uniformemete integrabile e pertanto converge ad una v.a. Xoo di LP
sia q.c. sia in LP.

Dimostrazione. Come nella dimostrazione dell’implicazione (¢) == (b) del Teorema
6.5.2 si mostra che (X,,) ¢ uniformemente integrabile. Percio (X,,) converge q.c. a
una v.a. X per il Teorema 6.5.5, se (X,,, F,) € una martingala, per il Teorema
6.5.7 se € una sottomartingala positiva.

In entrambi i casi, ((|Xn|P,Fn)),cy € una sottomartingala positiva e, quin-
di, uniformemente integrabile. Basta ora applicare il Teorema 6.4.2 per avere la
convergenza in LP. O
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6.6 Le martingale rovesciate

Definizione 6.6.1. Nello spazio di probabilita (Q, F,P) sia (F;,)nez, una famiglia
di sottotriba di F tale che

FiDFaD--DFyD....

La successione (X,,) di variabili aleatorie adattate a (F,), cio¢ tali che X,, sia mi-
surabile rispetto a JF;, per ogni n € Z, si dice essere una martingala rovesciata se,
per ogni n € N| si ha

E(Xn ‘ fn—i—l) = Xn+1 .

Se invece si ha
E(Xn | -Fn—i-l) > Xn+1 )

si parlera di una sotto—martingala rovesciata. <&

Anziché parlare di una (sotto—)martingala rovesciata, si potrebbe parlare di una
(sotto—)martingala rispetto alla filtrazione (F_;)nez, . Nel seguito si porra

Fo = ﬂ]—"n.

Il seguente € un esempio notevole di martingala rovesciata.

Esempio 6.6.1. Si consideri una successione (X, ),en di v.a. indipendenti, isonome
e di L' sullo spazio (2, F,P), si ponga S, := > i1 Xje Z_p:=Sy/n esiintrodu-
cano le tribu

.7:_” = .F(Sn,Sn+1,Sn+2,. . ) = F(Sn,Xn+1,Xn+2, . )

La successione (F_p)nez, € decrescente e (Z_j,,F_,) ¢ una martingala rovesciata.
Si osservi, infatti, che, se j,k < n + 1, allora

E(Xj | Fon1) =E(Xg | Fona) -

Percio
1 n+1
E(Xnt1 | Fona1) = ntl ;E(Xk | Fon-1)
1 Sn+1
= E (S Fon-1) = .
n+1 ( n+1 | n 1) n+1
Pertanto
S, X,
E(Z-p | Fp-1) =E ( | f_n_1> ~E ( " f_n_1>
~ Shgt Sp+1 Sny1 P
= — = =4_pn-1.
n nn+1) n+1
Cio mostra che (Z_,, F_y) & una martingala rovesciata. |

Lemma 6.6.1. Ogni martingala rovesciata € uniformemente integrabile.
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Dimostrazione. Segue dalla definizione che, per ognin € Z,, siha X,, = E(Xy | Fn);
I’asserto segue ora dal Lemma 6.4.1. O

Si puo ora studiare la convergenza delle martingale rovesciate.

Teorema 6.6.1. Per ogni martingala rovesciata (X,,, Fy,) vi € una variabile aleato-
ria Xoo di L' tale che il limite

lim X, = X

n—+00
esista q.c. e in L'; inoltre E(X1 | Xoo) = Xoo € per ognin € N, E(X,,) = E(X).

Dimostrazione. In virtd del Lemma 6.6.1 e del Teorema 6.5.3 la martingala data
converge in L' ad una variabile aleatoria X, €, poiché la convergenza in L' di una
martingala implica la convergenza quasi certa allo stesso limite, Teorema 6.5.4, vi
converge anche quasi certamente. Per il Corollario 6.5.1, X, e I'ultimo elemento
sicché vale E(X | Xoo) = Xco- O

Teorema 6.6.2. Per ogni v.a. X € L' si ha

ngrfoo E,.(X) =Eo(X). (6.6.1)
Dimostrazione. Si ponga Z_, := E,(X); (Z_, ¢ una martingala rovesciata e per
il Teorema 6.6.1 (E, (X)) converge a una v.a. Z di L'. Poiché il limite di E,(X)
per n > k e misurabile rispetto a Fj, per ogni k € N, Z & misurabile rispetto a Fy.
L’integrabilita uniforme di E,,(X) da, per ogni insieme

/ZdIF’: lim [ En(X)dP= lim | Eo[E.(X)] dP
A

n—-+o00 A n—-+o0o A

= lim [ Eo(X) dIP’:/IEO(X) P,
A

n—-+00 A

sicché Z = Ey(X) q.o.. O

6.7 Applicazioni

In questa sezione sono raccolte alcune delle numerose applicazioni delle martingale.

6.7.1 Il teorema di Radon—Nikodym.

Le martingale costituiscono uno strumento potente sia per la semplificazione che
apportano alla dimostrazione di molti risultati sia perché consentono nuovi frutttuosi
punti di vista in molti problemi di probabilita. In questa sezione il Teorema di
Radon—Nikodym (Teorema 1.14.3) & dimostrato mediante il ricorso alle martingale.

Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e sia v una misura finita su (2, F) asso-
lutamente continua rispetto a P, v < P. Si consideri la famiglia ¥ delle partizioni
finite di  in insiemi misurabili. Se a e § sono in 3, si dira che a < B se 8 € un
raffinamento di «a; ¥ € cosi un insieme diretto. Se o € ¥, si indichi con F, la tribu
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generata dalla partizione «. Si osservi che si ha F = UyexFy; infatti, un insieme
A € F appartiene alla partizione {A, A°} che genera la tribi F(A) = {0, A, A°,Q}.
Per ogni partizione o € 3, si definisca

X, = Z w(A) 14,

Aex
ove o(A)
o(4) = | B(A) se P(A) > 0,
0, se P(A) = 0.

La famiglia (X4, F,) € una martingala; sia o < 3, cioe sia  una partizione di Q pit
fine di «; allora

v(A A
PEA;EQ Z ) Z /lAdIP

Aeg AEB BEa

v(A) < P(AN B) 1 v(A)
_Z]P’A) P(B) Z ; ZE”A “ns)
Aeg
zzplg Z{PA)IP’(A):AGB,AHB;&@}

1B B) = X,.
BEa

Inoltre, (X, Fa),cx © uniformente integrabile. Infatti, poiché ¢ in F, l'insieme
{anlz(ﬂv

/ 1 X,| dP = / XadIP’:Z];Eig / 14 dP

{1Xal>c} {IXal>c} Aca {IXal>c}

=> {vA):Adca, AN{Xa>c} #0}=v({Xa>c}).

D’altro canto,

P{Xa>c}) < P ;

di qui, e dall’essere v assolutamente continua rispetto a P, segue I'integrabilita uni-
forme di (X,). In virtd del Teorema 6.5.3, esiste X € L!(F) tale che X, = E,(X).
Sia ora A € F e si consideri la partizione finita o = {A, A°}. Allora

= /Xa dP = /X dP, (6.7.1)
A A

che esprime il teorema di Radon—Nikodym nelle ipotesi considerate. Per riportarsi
alle ipotesi del Teorema (3.10.7), nelle quali si considera una misura finita p in
luogo della misura di probabilita P, basta applicare quanto precede alla misura di
probabilita definita, per ogni A € F da
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X
V(A):/M(Q) dge.
A

La densita X che compare nella 6.7.1 ¢ quindi risultata divisa per il fattore p(€2).

La 6.7.1 si scrivera ora

6.7.2 Legge 0—-1 di Kolmogorov

Nello spazio di probabilita (€2, F,P) sia data una successione (X,,) di v.a. indipen-
denti di L*. Al solito sia (F,) la filtrazione naturale e Foo, = \/,, Fy, la tribti che essa
genera. Si definiscano anche le tribu

T =F(Xpi1, Xns2,...) e T:=(Ta.

La triba T si dice tribd terminale di (X,,) e i suoi elementi eventi terminali. Esempi
di eventi terminali sono dati da

Ay = {esiste lim Xn} ,
n—-+00

{Z Xn converge} ,

neN

. B AR
Az = {es1ste ngrfooﬁ ;Xk} .

A2:

Teorema 6.7.1. (Legge 0-1 di Kolmogorov) Sia (X,) una successione di v.a. in-
dipendenti di L' e sia T la tribi terminale di (X,). Per ogni evento terminale
A €T vale P(A) =0 oppure P(A) = 1.

Dimostrazione. Dato A € T si ponga X = 14. Poiché A appartiene anche a Fio, X
risulta misurabile rispetto a F, sicché segue dal teorema di convergenza di Lévy
6.5.1 che

X =E(X | Fx)= lim E(X|F,) q.c.

n—-+o0o
D’altro canto X e misurabile rispetto a T, per ogni n € N sicché essa e indipendente
da F,; percio
E(X | F,) =E(X)=E(14) =P(A) q.c.
Le ultime due relazioni implicano q.c. P(A) = X = 14, che, essendo una funzione
indicatrice, assume solo i valori 0 e 1. ]

6.7.3 Convergenza di serie di v.a..

Diamo ora alcune applicazioni delle martingale allo studio delle successioni di v.a.
indipendenti.

Teorema 6.7.2. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti e centrate di L*. Si
supponga che la successione sia uniformemente limitata in L?, E(sup, X2) < oo.
Sono allora equivalenti le proprietas:
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(a) D nen Xn converge q.c.;
(b) Ynen V(Xn) = Xpen E(X7) < oo,
Dimostrazione. (a) = (b) Si indichi, al solito, con (F,,) la filtrazione naturale
Fo=F(X1,...,Xy).
Si sa che, se S, 1= 377 1 Xj, (Sp, Fp) ¢ una martingala. Poiché la serie 3,y Xn

converge d.c., esiste a > 0 tale che

P (sup]Sn] < a) >0.
neN

Si introduca il tempo d’arresto T' cosi definito: T' := inf{n € N : |S,| > a} se un
tale n esiste, altrimenti 7" := 400 se |S,| < a per ogni n € N. In virtd del Teorema
6.3.2, ST & ancora una martingala. Se 7' > n, &

ST =8, =801+ (Sn—Sn_1) <a+ (S, — Sn_1) .
Se, invece, T< n, allora
ST = Sr_1+ (St — Sr-1) < a+ (Sr— Sr_1).
In ogni caso, ST < o+ Z ove

Z = sup|S, — Sp—1| = sup | X,|,
neN neN

sicché, per ipotesi, Z ¢ in L?, E (ZQ) < 400. Ma allora ST & una martingala
quadratica che converge q.c. e in L?. Inoltre, per il Teorema 6.1.3,

E (S%/\n) = ZE |:(ST/\n - ST/\(n—l))Q]
j=1

ove, per comodita di notazione, si & posto Sy := 0. Poiché ST = (Sra,) converge
in L?, la successione (E (S% /\n)) ammette limite e dunque 'ultima serie converge.
Ma Stan — Sta(n—1) = Xn 1{T>n}, sicché & convergente la serie

D E (X Lrsny)
neN

e, di conseguenza, converge q.c. anche la serie

ZE (X7 Lirsny | X1, X)) = ZEnfl (X Lir>n) -
neN neN

Infatti, se Z, > 0 e > NyE(Z,) < +oo, allora E (Z%N Zn) < oo e Y onZn
converge q.c.. Basta ora porre

Zn = En—l (Xz 1{T2n}) .
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Poiché 1(75,) ¢ misurabile rispetto alla tribu F;,_1, converge q.c. la serie

> Lrzny Bt (X7)

neN

Si scelga, infine, w in {sup, ey |Sn| < a} e tale che I'ultima serie converga. Allora
T(w) = 400 > n, sicché Y, .y E(X?) < 4oo0.
(b) = (a) Si ha, in virtd della diseguaglianza di Schwartz
1/2

E(|S,]) / dP < /(;Xk>2d19’ :

ora, poiché le X}, sono indipendenti e centrate,

/(éx& dP = ZE X))+ > E(X; iE(X,f),

Jj#k k=1
sicché
1/2
E(|S,]) < {ZE X? } .
Dunque, sup,, ey E(|Sn]) < +00 e la martingala (.S,,) converge g.c.. O

Teorema 6.7.3. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti ed uniformemente
limitate di L. Sono allora equivalenti le proprieta:

(a) D onen Xn converge q.c.;

(b) sono convergenti entrambe le serie

YEX,) e ) V(X

neN neN
Dimostrazione. (a) = (b) Si costruisca la successione di v.a. indipendenti
(X17Y15X27Y27 s 7Xn7 an i ) )

ove, per ogni n € N, Y}, ha la stessa legge di X,,. Allora E(X,, —Y,,)=0¢e¢
E (X = Ya)?| = V(X0 = Ya) = V(Xn) + V(¥) = 2V(X,).

Poiché ) X, converge q.c., altrettanto fa ) Y. Percio
> (Xn = Yo)
neN

converge q.c.; per il teorema precedente, > -V (X,) < 400 e, per lo stesso teore-
ma, converge q.c. la serie ) (X, — E(X,)). Dunque, ¢ q.c. convergente la serie

ZneN E(X’n>
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(b) = (a) Per il teorema precedente, converge q.c. la serie

Y (Xn —E(X,))
neN
e, poiché ¢ convergente ) - E(Xy,), ne segue che converge q.c.
> X
neN

che stabilisce 1’asserto. O

Teorema 6.7.4. (delle tre serie) Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti. Se
a > 0, si definisca, per ognin € N,

Yna = Xn 1{|Xn|§o¢}'

(a) Sela serie ), .y Xn converge q.c., per ogni o > 0, convergono le tre serie

SP(Xn AV, Y BV, D V(Y. (6.7.2)

neN neN neN

(b) Se esiste a > 0 tale che le tre serie (6.7.2) convergano, allora converge q.c. la

serie
g X,.

neN

Dimostrazione. (a) Per ipotesi, X, — 0 q.c., sicché si ha definitivamente X,, = Y,
g.c. per ogni a > 0. Poiché X,, # Y, solo per un numero finito di indici, la serie
Y onen P (Xn # Y)") converge. Le rimanenti due serie convergono in virt1 del teorema
precedente.

(b) La convergenza delle due ultime serie in (6.7.2) assicura, per il Teorema 6.7.3,
la convergenza q.c. della serie ) Y,*. Ora, la convergenza di

D P(Xn £V

neN

implica, in virtd del primo lemma di Borel-Cantelli,
P (min (X, £ 77} ) = 1

in altre parole, si ha definitivamente X,, = Y, q.c.; quindi, } X, converge
q.c.. O

6.7.4 Le LGN forti

Possiamo dimostrare la LGN forte di Kolmogorov 4.4.3 usando la convergenza delle
martingale. Sara utile premettere due lemmi.
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Lemma 6.7.1. (Toplitz). Sia (an) una succesione di numeri reali positivi, a, > 0
per ogni n € N. Posto
n
by = Z aj,
j=1

st suppongano verificate le condizioni:
(a) by > 0 per ogni n € N;
(b) limy— 400 by = +00.
Allora se (xy,) é una successione di numeri reali convergente a x,

lim z, ==,
n—-+o0o

si ha
1 n
lim — a;T; =x.
n—-+oo bn Z 7
J=1
Dimostrazione. Dalla convergenza della successione (x,,) segue che per ogni € > 0 si
puo trovare ng = ng(e) € N tale che, per ogni n > ng risulti |z, — x| < &; inoltre la

successione (|z, — z|) essendo convergente ¢ limitata, |z, — x| < H per ogni n € N.
Percio, per n > ng si ha

1 n 1 no—1 1 n
— a; r; — x| < — a |Tp — x|+ — a |Tp — T
anaa —ank‘k | bnzk|k |
k=1 k=1 k=no
b £ — b
< ol = ap <e+ -l €
- b, by, Z k= by, n—+oo
k=ng
che dimostra ’asserto. ]

Si noti che per a, = 1 per ogni n € N si ha la convergenza nel senso di Cesaro.

Lemma 6.7.2. (Kronecker). Siano (z,) una successione di numeri reali e (by,) una
successione crescente di numeri strettamente positivi, tale che

lim b, = 4+00.
n—-+o0o

Allora la convergenza della serie

In (6.7.3)

implica
N R
. kzlxk =0

Dimostrazione. Sia eguale a s la somma della serie (6.7.3); allora, posto

8

n
L k
Sn = § R
k=

1 Uk
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si ha limy, 00 $p = s. Ora

D wp = bi(sk— k1) =bnsn—brso— Y sp—1 (bp —bp_1)
k=1 k=1 k=1

ove si € posto by = sg := 0. Percio, se ap_1 := by — bi_1 si ottiene

1 «— 1 &
bf ka :sn—b— Zak—lsk—l-
" k=1 1

o

Si osservi che
n

> a1 => (b —bp1) =bn,
k=1 k=1
sicché il lemma di Toplitz da

n

lim —Za_s_ =s.
nﬁ”roobnkl k—19k—1

Infine
n
lim — =s5s—s=0
g 2 ok = =5 =0,
k=1
che conclude la dimostrazione. O

Teorema 6.7.5. Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti e centrate di L?; se
e convergente la serie

V(Xn)
D <o, (6.7.4)
neN
allora la successione (X,,) obbedisce alla LGN forte.

Dimostrazione. Basta dimostrare che converge quasi certamente la serie

> % : (6.7.5)

neN
perché allora il Lemma di Kronecker assicura che sia

n—+oo n n—+oo N

1 — S
0= lim fZsz lim =2 .
k=1

ma la convergenza (6.7.5) segue ora dal Teorema 6.7.2. O

Anche la LGN forte di Khinchin—-Kolmogorov, Teorema 4.4.4, puo essere di-
mostrata con l'ausilio delle martingale.

Teorema 6.7.6. Una successione (X,) di v.a. di L' indipendenti e isonome obbe-
disce alla LGN forte.

Dimostrazione. Con la stessa notazione dell’Esempio 6.6.1, (Z_,,, F_,) € una mar-
tingala rovesciata. Per il Teorema 6.6.1 si ha
S,
lim — =E(X; | F o) q.c. ein L',
n—+oco N
Ora F_ ¢ la tribu terminale 7, che per la legge 0-1 di Kolmogorov (Teorema
6.7.1) & banale, sicché E (X | F_) € costante; da E[E (X | F_)] = E(X1) segue
I’asserto. O
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6.7.5 Variabili scambiabili e il teorema di De Finetti

Definizione 6.7.1. Una successione (X,,) di variabili aleatorie sullo spazio di prob-
abilita (2, F,P) si dice scambiabile se, per ogni permutazione m di N che lascia
invariati tutti i numeri con ’eccezione di al piti un numero finito di essi, le succes-
sioni (X;,) e (X)) hanno la stessa legge, vale a dire, se per ogni n € N e per ogni
scelta di n numeri reali ¢1, ..., t, si ha

P(X1 <tiy..o, X <o) =Py S tyeevy Xopn) < ta).-
o

Si noti in particolare, che tutte le variabili di una successione scambiabile hanno
la stessa legge. Inoltre una successione di variabili aleatorie indipendenti e isonome
& scambiabile.

Esempio 6.7.1. Siano O, X1,..., X,,...v.a. definite sullo stesso spazio di proba-
bilita (€2, F,P) e si supponga che, subordinatemente a O, le v.a. X; siano indipen-
denti e Bernoulliane con

P(X,=1)=06,
’ (] =1,. an)
P(X;=0)=1-0.
Variabili aleatorie siffatte esistono; per rendersene conto, siano ©, Z1, Zs, ...v.a.

indipendenti e © abbia un’arbitraria distribuzione in [0, 1]. Basta ora porre

Xj = l{ngg} .
Si ha allora
P(Xi=up,...,.Xpn=u, |©=0)=0°(1-0)""%, (6.7.6)
oveperj=1,...,neu; € {0,1} eu; +---+u, = s. Integrando 'ultima espressione
si ottiene
P(Xi=u,....Xn=un) =E(0°(1-0)""7), (6.7.7)
sicché (X,,) € scambiabile. [ |

Nell’esempio appena dato (X,,) ¢ una mistura di processi di Bernoulli. Il seguente
teorema di De Finetti afferma che ogni successione di v.a. che assumono i valori 0 e
1 & una mistura di processi di Bernoulli.

Teorema 6.7.7. Se la successione (X,,) € scambiabile e se le v.a. X, assumono
valori in {0,1} esiste una v.a. © sullo steso spazio di probabilita (2, F,P) tale che
valgano le (6.7.6) e (6.7.7).

Dimostrazione. Si ponga, al solito S,, = zg‘:l Xj;per k < N si ha

/!

ove la somma si esegue su tutte le sequenze (ug,...,u,) con u; € {0,1} e tali che
Z?:l uj = k. La scambiabilita assicura che siano eguali tutti i termini dell’ultima
somma, e , poiché questa consiste di (Z) termini si ha

—1
P (X =up,...,Xn=1tp|Sy=Fk) = (Z) .
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Si supponga ora che sia h < j < n e Zgzl u; = h <k <nesisommisuujg, ...,
u, tali che Z?:jﬂ u; = k — h per ottenere

. -1
n — n
P(X1=ur,...,Xp=up|Se=k) = (k_@ <k>

_ Drndnbjn _ £, k
Dn’j - J],8m n :

Quanto precede continua a valere se si aggiungono altri condizionamenti, S,4+1 =
Unt1y -« -5 Oppr = Uptyr. Percio

S,
]P(Xl =up,..., X = ug ’ Snvsn+17--~75n+7") = fj,s,n <:) .

Sia S, := F (S, Snt1, - - -, ) la tribd generata da Sy, Spy1, ... sia S := NpenSy la
tribu terminale. Si fissino j e u1,...u; e si supponga che sia uq +--- +uj; = h. Si
faccia tendere r a +oo; allora, per il Corollario 6.5.1 &

Sn
P(Xl :ul,...,Xk = UL ‘ Sn) = fj,s,n (n> .

Si faccia ora tendere n a +o00; per il Teorema 6.6.2 si ha

. Sh,
P(Xi=u1,...,.Xg=ur | S)= lim fjsn <n> q.c.

n—-+oo

Tale limite vale fuori di un insieme trascurabile N € F, P(N) = 0.
Sia ora w € N€ e si supponga, se possibile, che la successione (S, (w)/n) abbia
due punti d’accumulazione. Ora

Sn < 1
nn+1) ~ n+1’

se Spt1 = Sp,
Sn SnJrl

n n—+1

S, +n < 2
nn+1) ~n+1

se Spt1 =5, + 1.

In entrambi i casi la differenza considerata & minore di 2/n; questo significa che
i punti d’accumulazione ssono densi in un intervallo I. Ora, lim, i xn, = @
implica lim,— oo fj.s.n, (Tn,) = 2° (1 — )7 7%, sicché ne seguirebbe che z* (1 —z)/~*
e costante in quell’intervallo I, una contraddizione. Dunque la successione converge
a un limite O (w)

lim Sn(w)

n—-+oo n

=0(w).
Pertanto

lim IF’(XI:ul,...,Xk:uj ‘S):Gh(l—@)j_h g.cC..

n—-+4o0o

Prendendo la speranza condizionata rispetto alla tribi F(©) generata da © si ottiene
la (6.7.6). O
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6.7.6 La rovina del giocatore

Il problema della rovina del giocatore ¢ trattato nella maggior parte dei corsi in-
troduttivi di Probabilita. Qui ne do una trattazione piu raffinata basata sui tempi
d’arresto e sulle martingale.

Si torni alla passeggiata aleatoria con l'interpretazione di due giocatori, siano
(G1 e Gy che ad ogni istante giocano una partita nella quale il giocatore G vince
€ 1 con probabilita p, mentre il giocatore GGo vince € 1 con probabilita ¢. Si ha
quindi una successione (X, )necz, di variabili indipendenti con P (X, =+1) =pe
P (X, = —1) = ¢q. Se il giocatore G; dispone inizialmente di € a e se 0 < a < b, si
vuole sapere quale sia la probabilita che il giocatore arrivi ad avere € b prima di
perdere tutto il suo capitale iniziale di € a; qui a e b sono numeri naturali. Posto,
al solito, S, = 2?21 X, si introducano i tempi d’arresto

Ty :=inf{n : S,, = b}, T_ o :=inf{n:S, =—a}.
Si ponga, inoltre,
T:=T,NT_,, A={Ty <T.}, B:={T_, <T}.

Al tempo n il capitale del giocatore G1 & a+S,,, mentre il capitale del suo antagonista
Go e b—S,. T_, rappresenta il tempo necessario perché il giocatore GG1 perda gli a
€ che possedeva inizialmente (la “rovina”); 'evento A significa che G; guadagna b
€ prima di perdere quanto aveva in partenza, mentre B rappresenta la rovina, vale
a dire la perdita del capitale iniziale.

Studieremo dapprima il caso simmetrico, supponendo che X,, possa assumere
anche il valore 0.

Nel teorema che segue si supporra che sia P(X,, = 1) = P(X,, = —1) e inoltre
che queste probabilita non siano necessariamente costanti:

pn=P(X,=1)=P(X,, =-1).
Teorema 6.7.8. Si supponga che sia
> o= boe.
neN
Allora

(a) quasi certamente la successione (Sy) non converge;

(b) i tempi d’arresto Ty, e T—, sono entrambi quasi certamente finiti, ma nessuno
di essi é integrabile;

(© ¢
P =T e B(B)=—

(d) T é integrabile se inf,enp, =p > 0;

(e) se si ha p, =p per ogni n € N, allora
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Dimostrazione. (a) La successione (S,,) non converge quando in un numero infinito
di termini si ha | X,,| = 1, sicché (S,,) non converge nell’insieme

{limsup{| X, | = 1}.

Ma P(|X,| = 1) = 2p,, e poiché la serie ), p, per ipotesi diverge, il secondo lemma
di Borel-Cantelli assicura che sia

P (limsup{|Xn| = 1}) =1.
n——+o0

(b) E noto dall’Esempio 6.1.3 che (S,,) & una martingala; poiché i suoi incrementi
sono limitati dalla costante 1, il Teorema 6.5.6 assicura che essa converge quasi
certamente nell’insieme {sup,, S,, < +oo} e, quindi, in particolare, in {T} = +oo}.
Per quanto visto in (a) (S,) converge in un insieme di probabilita nulla; dunque,
P(Ty, = +00) = 0, sicché T}, ¢ quasi certamente finito. Il Corollario 6.5.2 assicura
che T} non sia integrabile. Si procede in maniera simmetrica per T_,.

(¢) Poiché entrambi i tempi d’arresto T—, e T}, sono quasi certamente finiti, tale &
anche il tempo d’arresto T'=T_, A'T,. La martingala arrestata ST & limitata —a <
ST < b, sicché ¢ uniformemente integrabile, e quindi, per il Teorema 6.4.4, ereditaria;
pertanto converge per il Teorema 6.5.1. D’altro canto la successione (SyaT)nez e
definitivamente eguale a St nell’insieme {T" < +o00} con P(T' < +00) = 1. Percio

0=E(So) =E(S7) =E(blg —alp)=pP(A) —aP(B).

Di qui e dall’ovvia condizione P(A) + P(B) = 1 scende 'asserto.
(d) Alla luce dell’Esempio 6.3.1 il compensatore della sotto-martingala (S2) &

n n n
Vi = ZE |:(Sn - Snfl)ﬂ = ZE(XTQZ) =2 an >2np.
j=1 j=1 j=1

Poiché (S, — Vi)nez, ¢ una martingala nulla in 0, tale ¢ anche (S, — V)T, sicché
E(S2,7) = E(Vuar). Ora

2E(nAT) <E[Voar] =E [S’rQL/\T] .

Si faccia tendere n a +o00; utilizzando il teorema di convergenza monotona a prima
membro e quello di convergenza dominata secondo membro, si ottiene

a 9 b

=ab.
a+b+a a+b @

2pE(T) <E[S}] =E (b*14 +a®15) = b°

(e) Se si ha p, = p per ogni n € N, allora nelle relazioni precedenti si ha
eguaglianza. O

Esaminiamo ora il caso asimmetrico, nel quale supporremo che sia, per ogni
n €N,

Se p > q sicché e favorito il giocatore G1.
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Teorema 6.7.9. Nelle ipotesi dette si ha

P(A) = <§)—“_1b . BB - 1_<§>b
5 ()

_(2)"
P(T_, < +00) = <p> ,
E(Tb):pﬁq’ E(T):bP(A;:ZP(B)'

Dimostrazione. In virtd della LGN forte di Khinchin-Kolmogorov (Teorema 4.4.4)
la successione (S, /n) converge quasi certamente a p — g > 0, poiché E(X,,) = p—g¢;
pertanto (S,) converge q.c. a +oo. Di conseguenza, il tempo d’arresto Tj & q.c.
finito e, a fortiori, & q.c. finito T'. Dall’Esercizio 6.6 segue che

Sn
- ()
p

¢ una martingala. La martingala arrestata W7 & positiva e limitata superiormente
da (g/p)~®. Pertanto essa ¢ uniformemente integrabile; di conseguenza, per i Teo-
remi 6.5.2 e 6.5.4, converge q.c.. Ora, si & visto sopra che P(T' < +o0) = 1; d’altro
canto, in {T" < 4oo} si ha definitivamente Wynp = Wrp, sicché W,, = E,(X7).

Quindi
b —a
(1) 10 () "]
p p

-(3) r= () "mo

relazione che insieme a quella ovvia P(A)+P(B) = 1 porta alle annunciate espressioni
per P(A) e P(B).
Si osservi che la successione (Tj)pez, € crescente e, poiché b < Ty, si ha

1=EWy) =E(Wr)=E

lim Ty = 4+00.
b—+o0

Percio

b
P(T_o < +o0) = lim P(T_, < Tp) = lim P

bt b5 <q>a_ <q>b N (zqv) '

p

b

Alla luce dell’ultimo risultato I'evento {71, = 400} non ¢ trascurabile, di modo che
il tempo d’arresto T_, non e integrabile.

Per I’Esercizio 6.5 la successione (M,,) con M,, = S,, —n (p—¢q) ¢ una martingala,
nulla in 0 e con gli incrementi limitati. La martingala arrestata M7T» ¢ nulla in 0,
sicché

0=E (Mn/\Tb) =K [Sn/\Tb - (p - CI) (n N Tb)] )
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donde
(p =@ E(nAT,) =E(Sur,) <b.

Si faccia tendere n a +o0o per ottenere

b
E(Tb) S N
p—q
cio che mostra che Ty, e, quindi, T ¢ integrabile. Per il Lemma di Wald le due
martinagle arrestate M7t e M7 sono entrambe dominate in L'; esse sono allora
ereditarie con M7, = E,, (Mr,) e Myar = E,, (M7). Da

E (M7,) =E(Mr) =0,
scendono le relazioni

(v — @) E(Ty) = E(57,) = b,
(» — @) E(T) = E(Sr) = bP(A) — aP(B),

dalle quali segue 1’asserto. O

6.7.7 L’urna di Pdlya

Si supponga di avere un’urna che inizialmente contiene una pallina bianca e una
pallina colorata. A ogni istante si estrare una pallina e la si rimette nell’'urna insieme
ad un’altra pallina dello stesso colore. Sia X, la variabile aleatoria che assume i
valori 1 e 0 secondo che, all’'n—esima estrazione, si sia estratta una pallina bianca o
una pallina colorata. In questo caso S, indica il numero di nuove palline bianche
presenti nell’urna al tempo n; ovviamente, Sy = 0. Il numero di palline bianche
presenti nell’urna ¢ S,, + 1.

Teorema 6.7.10. La successione (My)n>0 definita da

Sy, +1
M, = 6.7.8
n+2 ( )

e una martingala.

Dimostrazione. Come in una passeggiata aleatoria, il numero di palline bianche
presenti al tempo n+1 dipende da S,, ma non da S; per j < n. Pertanto considerata
la filtrazione naturale (F,,) si ha

Ora

n+3
n—+ 2

k+1 k+1
E(Sn+1+1ISnzk)z(k+1)i+(n+2—k;) Tl

k+1
n-+2 n+ 2 (k+1)

)

sicché si puo scrivere
n+3

n+2°

Si ¢ cosi dimostrato che (My,),>0 ¢ una martingala. O

En(Sps1 +1) = (S, + 1)
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Teorema 6.7.11. Per ogni n > 0 la variabile aleatoria S, ha legge uniforme in
{0,...,n}.

Dimostrazione. Si proceda per induzione; ’affermazione ¢ sicuramente vera per n =
0. Si supponga ora che sia vera per n € N, vale a dire che sia

Per n+ 1 si ha

P(Spi1 =5) =P (Xps1=1]Sn =7 —1) P(Sp =5 — 1)
+P(Xn+1 =0 | Sn:j) P(Sn:j)

1
= P (X =115,=4j—-1
n+ 1 (Xnt1 | Sp =17 )
1 .
+n+1P(Xn+1:O|Sn:])

1 m—j+1 11
Cn+1n+2 n+2 n+1 n+2’

che stabilisce 1’asserto. O

Corollario 6.7.1. La martingala del Teorema 6.7.10 converge quast certamente a
una variabile Z di legge uniforme in [0, 1].

Dimostrazione. La martingala dell’eq. (6.7.8) & uniformemente limitata, e, a mag-
gior ragione, uniformemente integrabile; in virtd dei Teoremi 6.5.3 e 6.5.4 essa con-
verge quasi certamente a una variabile Z. Allora tende q.c. a Z anche (S, /n). Per
ogni funzione ¢ : [0, 1] — R continua il Teorema 6.7.11 assicura che si abbia

2 (%)) = k()

Jj=0

Si faccia tendere n a +o0o per ottenere

Elp(2)] = lm E {30 (i"ﬂ = /Olcp(ﬂﬁ) da;

I’arbitrarieta di ¢ da ora ’asserto. O

6.8 1l teorema di Burkholder

Il seguente risultato € importante per sé; noi ce ne serviremo nella dimostrazione
del successivo teorema di Burkholder.

Teorema 6.8.1. (Krickeberg). Ogni martingala limitata in L' ¢ la differenza di
due martingale positive.

Dimostrazione. Sia (X,) una martingala limitata in L!. Per ogni n € N, sia X,/ 1a
parte positiva di X,,, X, := X,, V0. Ovviamente si ha, per ogni n € N, X,, < X};
di qui, per ogni n € N, scende

E, (Xn+1) <E, (Xr,—l:_l) )
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e, ricordando il Teorema 6.1.4,

En (X5 0) = En {Bnsk (Xngrr1)} ']
< BBk (X psq) = Bn (X1 p i) -

Fissato n € N, la successione {E, (X :L' Tk +1) : k € N} & dunque crescente e positiva,

pertanto, al tendere di k a +00 essa converge ad una v.a. positiva X/ che risulta
inoltre essere integrabile, perché

E (En (X;,))] = (X7.,) < E(Xuusl) < +00

in virtu dell’ipotesi.
Si ha percio, per ogni n € N e per ogni k € N,

X <X =E, (X)) <E, (X}, <X].

La successione (X)) & una martingala; infatti, applicando il teorema di convergenza
monotona all’ovvia eguaglianza

En (X:Jrk) En (E”“ (Xn++1+(k—l))) )

si ottiene facendo tendere k a o0,

Xrlz :En( ’:H—l) ’

sicché (X)) & una martingala positiva tale che X/ > X,, per ogni n € N.

Si ponga ora, per ogni n € N, X" := X/ — X,,, che, per quanto appena det-
to, & positiva. Inoltre, come differenza di due martingale, (X,/) ¢ anch’essa una
martingala. O

Il seguente teorema € una generalizzazione del Teorema 6.5.5.

Teorema 6.8.2. (Burkholder). Se la martingala (Xn, Fp)nez, € limitata in L',
cioe

sup || Xnl1 < 400

neEZy

e se (Up, Fn) e un processo prevedibile, allora la martingala trasformata

neEZy

(U - X)n)

neEly

converge q.c. nell’insieme {sup,,cz, |Un| < +00}.

N

Dimostrazione. In virti del teorema precedente non & restrittivo supporre che la
martingala (X)) sia positiva. Si ponga allora X} := max;<, X; e, per j € N,
Zj = Xj/X;-‘; si definisca ora Yy := 0 e, per n € N,

n

Y, = Z {Z; —E;-1(Z;)} .

Jj=1
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Controlliamo che (Y,,, F,,) € una martingala; non vi ¢ nulla da verificare per quanto
riguarda la misurabilita di Y,, rispetto a F,, e la sua integrabilita.

n+1

Ep (Yni1) Z{Z E;-1(Z;)}

- Z{Z Ej 1 )} +E, (ZnJrl) - E, (Zn+1) =Y,.

Si noti che, per ogni indice j € N, e

X 1
Ej-1(Zj) <Ej <X%ﬁ]1) - Xr Ej1(Xj) = Zj1,
J J
cioe
Zi1>E;_1(Z;) (6.8.1)

D’altro canto, &

E {2~ Ei1 (2)))] = E(2}) —E[{E;-1(2)))]
=E(Z) ~E(Z.) +E |2}, - {EH <Z->}2}
=E(22) ~E(Z2.) +E[{(Z) — Bt (Z)} {(Z-) + B (Z)}]

e, per ogni j € N,
0<Z; <1, Zj-1+E;-1(Z5) <2,

onde, per la (6.8.1),
E [{Zj ~E, (Zj)}ﬂ <E(Z2)-E(Z2.)) +2{E(Z1) —E(Z)}. (682)

Ora

n

E(Y2) =Y E[(Z - B (2))]
j=1

+ 3 E{(Z — -1 (Z)} {(Zk — Er-1 (Z))}]
jk=1
J#k

S E[(Z,- B ()]
j=1

+ > {E(Z; Zk) —E(Z; Er1 (Z1) —E(ZEj1 (%))
gy
+E[E;j 1 (Z;) Ex—1(Zk)]} ;

supposto che sia j < k, si ha

E(Z;Ex-1(Zk)) = E(Ex—1(Z; Z)) = E(Z; Zy) ,
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=
S
=
N
I

EEy_1 (ZLE;—1 (Z))]
=E (Ek—l (Zk) Ej—l (Zj)) )

sicché

Pertanto, la (6.8.2) da
E(Y?) <E(Z}) —E(Z5) +2E(Z) — 2E(Z,)

(22) +2E(Z) < 3. (6.8.3)

<E
<E
Dunque, (Y,,, F,) € una martingala limitata in L2
Si ponga ora, per j € N, Vj :
prevedibile. Dimostriamo che

X7 13 per costruzione, il processo (Vi)nez,. €

Xn— n+1 — ZVE] 1(]1_ ) (V Y)
jl

Z ]1_ ])+(VY)n

(6.8.4)

La (6.8.4) e di verifica banale se n = 0; in generale, si ha dalla definizione delle v.a.
Z;

AXy =Xy — X1 = X5 Zp— X5 | Zny

= Zn (X; - ;—1) + X:L—l (Zn - Zn—l) )

Cio e sicuramente vero se Z,, = 1; se, invece, Z,, < 1, allora Xy = X ;| ed entrambi
i membri della (6.8.5) sono nulli. Percio
AX, =AX+ X 1 (Zy — Zn-1)
=AX;+ X, | E, (Z —Znp1)+ X 1 {Zn —Eno1(Z0)}
=AX; = X5 1B (Zny = Zn) + X521 {Zn — B (Z0)}

cio che dimostra la (6.8.4).
Ricorrendo ora alla (6.8.4) si puo scrivere

(U-X),=UsXo+ Y Uj (X; - X7 )
jfl

—ZU Zi -2 +ZU " LAY

(6.8.6)
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La prima somma che compare nella (6.8.6) & convergente, al tendere di n a 400
nell’insieme
{Ur<k} (keN)

perché e maggiorata da

k

J

(X] = Xj1) sk X7

n
j—1
=1

e X* = sup,en X, < +00 q.c. dato che (X,,) ¢ limitata in L; infatti, la disegua-
glianza massimale (6.3.2) implica

1
P(X* =+o00) <P(X* > )\) < < supE(X,) —— 0.
)\ neN A—+o00

In definitiva, la somma in questione converge nell’insieme
A" <k} ={U" < +o0}.
keN

Per il termine successivo della (6.8.6) vale, per la (6.8.1),
n n
N UX;Bia(Zja—2Z) <Y U X5 Bja (Z51— Z5)
=1 =1
che ¢ la somma parziale n—esima di una serie a termine positivi. Poiché
n n
Y EE; 1 (Zia—2Z) =) {E(Z1)-E(Z)} <1
Jj=1 Jj=1

il teorema di Beppo Levi assicura che la serie in questione converge g.c. nell’insieme
{U" <k}n{X* <h};
essa, dunque, converge q.c. nell’insieme

U (U <k}n{X* <h}) ={U" < +o0}.
k,heN

L’ultimo termine della (6.8.6) &
Ap =) U; X; , AY;
j=1

e, poiché (Y;,) ¢ una martingala, anche (A,,F,),cy ¢ una martingala, com’e im-
mediato controllare. Nell'insieme {U* < k} N {X™* < h} (k,h € N) essa coincide
con

Lw-<inix-<ny Y Ui Xj 1 AY; (6.8.7)
j=1
che ¢ limitata in L?. Infatti, nell’insieme {U* < k} N {X* < h}, si ha
A2 =N (U X AY) 4+ Y Ui U X5y XGy AY; AY,.

j=1 jk=1
#k
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Ora, per j < k, si ha, poiché (Y;,) &€ una martingala,

EU;j Uy X7y X AY; AYy| = E [Ep—y (U; Up X7y X5 AY; AY)]
=E[U; Uy X}y Xy AY; By (Y — Y3m1)] = 0.

D’altro canto, abbiamo dimostrato che (Y;,) & una martingala limitata in L?, sicché,
per il Teorema 6.1.3

E (A2) = Zn:E (U X;, A7

< h2K? zn:E [(AYj)Z} = h*k? Zn:E {Ej—l (AY})Z}

j=1 j=1
K2R Y BB (YP) - VR ]
j=1

n
=n?k* Y {E(Y]) -E ()}
j=1
=h*K’E (V7)) <3R%K>.
Cosi, la martingala (6.8.7) & limitata in L? e quindi converge in
{U* <k}n{X*<h}.
Percio, come sopra, converge q.c. in {U* < +oo}. O

Il teorema di Burkholder contiene come caso particolare il Teorema 6.5.5 sulla
convergenza q.c. delle martingale limitate in L'. Basta, infatti prendere U,, = 1 per
ogni n € N per avere (U -X), = X, per ogni n € N; di pid, esso ne costituisce
un’effettiva generalizzazione.

Si osservi che il teorema di Burkholder consente anche di dare una nuova di-
mostrazione del teorema di Doob; infatti, nella dimostrazione che abbiamo appena
visto si ¢ utilizzato solo il fatto che una martingala limitata in L? converge q.c., ma
cio € un’ovvia conseguenza dei Teoremi 6.5.2 e 6.5.4.

6.9 Note al Capitolo 6

Sezione 6.1 Il concetto di martingala fu introdotto esplicitamente da Ville (1939).
Il significato della parola “martingala” non e del tutto chiaro. La prima
citazione di questo vocabolo sarebbe in Rabelais, chausses a la martingale.
Il nome deriverebbe dal villaggio di Martigues nella Camargue. Tra gli altri
significati ha quello di una parte dell’equipaggiamento di un cavallo da tiro;
si veda in (Snell, 1982) la fotografia di Doob con una martingala, regalatagli
dal suo primo studente Halmos. Come la parola sia venuta a significare una
strategia di gioco, quella consistente nel puntare ogni volta il doppio della
posta perso nella giocata precedente, non & noto. In quest’ultima accezione
la parola “martingala” fu impiegata, secondo I’ Oxford Dictionary, per la pri-
ma volta, almeno in inglese, da Thackeray nel 1854 nella frase You have not
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played as yet? Do not do so; above all avoid a martingale if you do. Tuttavia
la versione elettronica dello stesso dizionario da una citazione precedente della
parola, nello stesso significato, risalente al 1815. Benché 'uso di questa parola,
in ispecie in francese, debba essere ancora anteriore, la pit antica citazione di
questa parola che mi sia nota ¢ di Giacomo Casanova (1989) nelle sue memorie
scritte in francese alla fine del Settecento. Si veda [167].

La nozione di sotto-martingala fu introdotta da Snell (1952).

Le martingale divennero uno strumento fondamentale nel campo delle proba-
bilita nei lavori di J.L.. Doob, al quale & dedicata la monografia (Dellacherie &
Meyer, 1980); nelle parole di questi autori, Doob a démontré presque tous les
résultats fondamentaux et ...les a utilisés sur tous les champs de bataille du
calcul des probabilités, de sorte qu’aucun probabiliste ne peut plus se permettre
d’ignorer la théorie des martingales.

La teoria della martingale si puo studiare in molti libri; occorre pero segnalare,
tra tutti, quelli di Doob (1953) e di Dellacherie & Meyer (1980). Particolar-
mente lucida Iesposizione di Chatterji (1973). Molto buono per la chiarezza
e la ricchezza di esempi, ai quali ho attinto liberamente, (Pintacuda, 1984),
come pure, a livello piu alto, (Letta, 1984) e (Letta, 2016). Molto utili anche
(Neveu, 1972), (Mazliak et al., 1999) e (Rogers & Williams, 1994).

Sono numerose le applicazioni delle martingale all’analisi; per un’introduzione
a questo campo si pud trovare un orientamento in (Letta & Pratelli, 1986) e
(Durret, 1991).

Le amart costituiscono una generalizzazione del concetto di martingala (il
nome sta per amart=asymptotic martingale); si dice che un processo adattato
(X,) & un’amart, se considerato l'insieme diretto 7 dei tempi d’arresto finiti,
converge la famiglia {E(X7) : T'€ T}. 1l concetto di amart fu introdotto da
Austin et al. (1974). Si veda la monografia di Edgar & Sucheston (1992).

Un’altra generalizzazione rilevante e sicuramente quella costituita dalle mar-
tingale a valori vettoriali, il cui studio ha riflessi importanti per lo studio
della geometria degli spazi di Banach; come introduzione si puo consultare il
Capitolo V in (Diestel & Uhl, 1977) e la bibliografia li citata.

Sezione 6.2 L’importanza dei tempi d’arresto fu sottolineata da Doob. Ai tempi
d’arresto e ai loro usi ¢ dedicata la monografia (Egghe, 1984).

Sezione 6.3 L’importante teorema sulla trasformata di una martingala ¢ dovuto a
Burkholder (1966).

Sezione 6.4 Sull’integrabilita uniforme si veda ’ampio lavoro di Diestel (1991).

Sezione 6.5 La spiegazione della diversita della formulazione dell’ultima condizione
nei Teoremi 6.5.2 e 6.5.3 trae origine dalla diversa natura delle condizioni che
assicurano la compattezza relativa nella topologia debole degli spazi LP nei
casi p > 1 e p = 1; si vedano in proposito (Chatterji, 1973) e (Dunford &
Schwartz, 1958).

Avvertiamo il lettore che la dimostrazione del fondamentale Teorema 6.5.5 &
ancora inusuale nei libri di testo. La dimostrazione “canonica”’, che si puo
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trovare nella maggior parte dei libri di testo, a partire da (Doob, 1953), passa
attraverso il teorema di Doob sul numero delle ascese (“upcrossings”) di una
martingala. Per una dimostrazione di tale teorema si pud consultare (Dubins,
1966). E interessante notare come la dimostrazione contenuta in (Doob, 1940)
non ricorra ancora esplicitamente al concetto di ascesa. Qui abbiamo seguito
essenzialmente (Lamb, 1973). Altri approcci sono stati introdotti da Isaac
(1965), Baez-Duarte (1968), Chatterji (1973), Dinges (1973), Baxter (1974),
Chen (1981), Al-Hussaini (1981). In alcuni libri di testo cominciano a com-
parire dimostrazioni differenti da quella “canonica”, per esempio in (Dudley,
1989) si segue la dimostrazione di Lamb, mentre Stromberg (1994) adatta la
dimostrazione di Baxter. Ancora differente ¢ la dimostrazione riportata da
Petersen (1983), e da lui attribuita, senza citazione, a J. Horowitz.

Si e visto nella dimostrazione del Teorema 6.5.4 e del Corollario 6.5.1 che
la diseguaglianza massimale (6.3.2) implica la convergenza quasi certa della
successione (X,, = E,(X)); Chatterji (1980) mostra che la diseguaglianza
massimale

(a) non ¢ necessariamente valida se I'insieme degli indici non ¢ totalmente
ordinato;

(b) non ¢ necessaria per la convergenza quasi certa di X, = E,(X).

Sottosezione 6.7.1 Del teorema di Radon-Nikodym esistono varie dimostrazioni;

in queste lezioni se ne sono incontrate due, quella di von Neumann nella Sezione
1.14 e quella di questa sottosezione. Siveda l’ampia trattazione di (Rao, 1987).

Sezione 6.8 Per il Teorema 6.8.1 si veda Krickeberg (1956).

6.10 Esercizi sul Capitolo 6

6.1. Nello spazio misurabile (N, P(N)) si considerino le v.a.

Xp:=nlps —1p,,

ove By :={1,2,...,n}. Si determini la filtrazione naturale.

6.2. Nello stesse condizioni e con le stesse definizioni dell’esercizio precedente si
consideri in (N, P(N)) la misura di probabilita definita per ogni n € N da

P(n}) = s

si mostri che (X,,) € una martingala.

6.3. Se (X,,) & una martingala e se

n—1
Y, :=nX, — ij,
j=1

allora (Y},) ¢ anch’essa una martingala.



6.10. ESERCIZI SUL CAPITOLO 6 267

6.4. Sia (X,,) una successione di v.a. di L*(F). Se
n
Vo= X1+ (X;—E; (X)),
=2

(Y,,) & una martingala.

6.5. Se (X, Fn) € una martingala e se j < k < n, allora
E[(X, —X) X;]=0.

6.6. Si consideri la passeggiata aleatoria (X, )nez, , ove le v.a. X;, sono indipendenti
e isonome con
P(X,=1)=p P(X,=-1)=gq.

Si mostri che sono martingale le successioni (M,,) definita da
My =Sy —(p—q)n,

e (V,) definita da

6.7. (a) Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti e centrate di L'. Si definisca,
al solito, S, := Y7} X e sia

Allora (T,,) ¢ una sottomartingala.
(b) Se (X,) e (Y5) sono due sottomartingale, & una sottomartingala anche (Z,)
ove, perognin € N, 7, := X,, VY,.

6.8. In uno spazio di probabilita (Q2,F,P), sia (X,) una successione di v.a. in-
dipendenti ed isonome aventi legge N(0,1) e sia {F,} la filtrazione naturale. Posto
S := > 4_y X, si definisca, per ogni n € N,

Y, :=exp (Sn — g) .

Allora la successione (Y;,) € una martingala.

6.9. Sia (Q, F,P) uno spazio di probabilita e sia x4 una misura su (€2, F). Per ogni
n € N sia {A,; : j € N} una partizione misurabile di 2 con P(A4,;) > 0 per ogni
n,j € N e si consideri la tribi F,, generata da {A,; : j € N}. Si supponga, inoltre,
che la partizione {A(n+1)j} sia un raffinamento della precedente, in altre parole, che
per ogni k € N, l'insieme A, 1); sia contenuto in un insieme A,;. Si definisca ora

M(Anj)
X, ::g 14 ..
" : ]P)(Anj) And
JEN

Allora (X, F,,) ¢ una martingala.
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6.10. Nello spazio di probabilita ([0, 1[, B([0,1[),\), ove A & la restrizione della
misura di Lebesgue, si considerino le funzioni di Rademacher R,,. Se

n
X, =[[(+aR)),
j=1
si mostri che
(a) (X,) € una martingala;
(b) se |a| < 1, allora (X,,) & una martingala positiva.

6.11. Nello stesso spazio di probabilita dell’esercizio precedente si consideri, per
ogni n € N, la tribd F,, generata dagli intervalli

J—17 ,
|:2n ’2n|: ]:1’2’“‘7271;

J—1 g1 . n
n = ,—1:7=1,2,...,2 .

Allora & una martingala la successione (X,,), ove, per ogni n € N,

1

_27,1

6.12. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia (X,,) una sottomartingala tale che sia
costante la successione (E(X,,)) delle speranze; allora (X,,) ¢ una martingala.

6.13. Siano (X,)nez, € (Yn)nez, due martingale quadratiche rispetto alla stessa
filtrazione (Fy,)nez, nello spazio di probabilita (€2, F,P).

(a) Per ogni k < n si ha Ex (X Yy)) = Xk Yi;
(b) B(X, Y) — E(Xo ¥o) = S0 B((X; — X;-1) (V) — Vi 1))

6.14. Non tutte le successioni (X,,) che sono uniformemente integrabili sono tali che
|X| <Y per ogni n € Nove Y ¢ integrabile. Sia dia ’esempio di una successione
(X,) che sia uniformemente integrabile, ma per la quale non valga la condizione in
esame.

6.15. Se a, 6 >0ep > 1, allora
(a+ By <277% (aP + 87) .

6.16. Ogni sottoinsieme limitato IC di LP, con p > 1, costruito su uno spazio di
probabilita (2, F,P) ¢ uniformemente integrabile.

6.17. Si consideri lo spazio di probabilita (2, F,P) con Q = [0,1], F = B([0,1]) e
P = )\, larestrizione della misura di Lebesgue. Sia (z,) una successione strettamente
crescente di punti di [0,1] con zg =0 < 21 < 23+ - < Xy < ... € limy ooy = 1.

Si prenda
1

= ———— 1, N).
f l'n—-l"n—l ]n717 n[ (ne )

La successione (f,) ¢ limitata in L', ma non & uniformemente integrabile.
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6.18. Sia X una v.a. di L'(F); allora, la famiglia
{Eg(X) : G & una sotto—tribu di F}
¢ uniformemente integrabile.

6.19. Siano H; e Ha due famiglie (contenute in L) uniformemente integrabili; ¢,
allora, uniformemente integrabile anche la famiglia

Hi+ Ho := {f—i—g:fEHl,gEHQ} .
6.20. Sia ¢ : R4 — Ry una funzione crescente e tale che

lim (z)
r—+oo I

= +o00.

Se K & un insieme di L' per il quale esiste una costante H > 0 tale che, per ogni
X ek,

/(po|X|dP§H,

allora K ¢ uniformemente integrabile.
Questo esempio rappresenta una situazione tipica perché vale il seguente

Teorema 6.10.1. Per un sottoinsieme K di L' sono equivalenti le proprieta:
(a) K é uniformemente integrabile;

(b) esiste una funzione ¢ : R — R pari e convessa tale che

: ( )
— l T\’ _
©(0)=0 e Jm = 400

per la quale
sup E (¢ o |X]) < +o0.
XeK

Per questo teorema, dovuto a de la Vallée Poussin (1915), si veda (Rao, 1981).

6.21. (a) Se (X,, Fn) € una martingala ereditaria (per ogni n € N X,, = E,,(X) con
XeLl), ese
X" :=sup|X,/|,
neN

allora vale la diseguaglianza, pure detta massimale: per ogni A > 0, ¢

P(X*>\) <

1 1
- X|dP < — || X1 -
<5 [ XlP<SIX

{X*>A}
(b) Si supponga, inoltre, che X € LP con p > 1; allora X* € LP e vale la

diseguaglianza
X7l < g [1X1l

1 1
ove, al solito, — + — = 1.
p



270 CAPITOLO 6. INTRODUZIONE ALLE MARTINGALE

6.22. Si faccia scendere la diseguaglianza di Kolmogorov (??) dalla diseguaglianza
massimale (6.3.2).

6.23. Siano (2, F;) (j =1,2,...,n) spazi misurabili, e, per ogni j, p1; e v; misure
di probabilita su (€2, F;) con u;j < v;. Considerato lo spazio prodotto (2, F), ove

Q:=][2 e F=RoRe -aF
j=1

sono lo spazio prodotto e la tribi prodotto, rispettivamente, e le misure prodotto
Hi=p QU@ Qpp € Vi=v QU QUy;
per j =1,2,...,n siano ,u(j) e v le restrizioni di e v alla tribu
FO = {Ax Qi x- XU :AcFoF® - F}.
Allora,

(a) p & assolutamente continua rispetto a v, u < v e, per ogni j = 1,2,...,n, ,u(j)
& assolutamente continua rispetto a 9, ,u(j ) <« v, con densita

dp'9)

fi= dv(d)’

(b) si calcoli E (fj41 | f(j)) nello spazio di probabilita (€2, F,v).
6.24. Se S e T sono tempi d’arresto, allora
FsNFr = Fgnr.

Appartengono a questa tribu gli insiemi {S < T}, {S<T}e{S=T}.

6.25. Se S e T sono tempi d’arresto rispetto alla filtrazione {F,}, tale ¢ anche S+7.
Se k & un numero naturale, anche k7" & un tempo d’arresto.

6.26. Se T ¢ un tempo d’arresto, X, € misurabile rispetto alla tribu Frp.

6.27. Siano (X,) una martingala quadratica, e S e T due tempi d’arresto limitati
con S <T < N. Allora

(a) tanto Xg quanto X7 appartengono a L?;
(b) E [(XT — X5)? | fs} =E (X7 | Fs) — X&;
(0) E (X1 - Xs)’| =E (X}) — E (x2).

6.28. Sia (M, )nez, una martingala quadratica. Allora (M?) & una sottomartingala.
Si consideri la decomposizione di Doob di (M2),

M} = Xy, + Ap,
dove (X,,) € una martingala e (A,) un processo crescente. Si mostri che

E(M?) =E(A,) .
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6.29. Nello spazio di probabilita (£2, F,P) siano (X,,) una successione di v.a. di L'
e (Fy) la filtrazione naturale. Se

En(Xnt1) =a X, +8Xn1 per n € N
cona>0,8>0ea+ B =1sicerchi v € R tale che
Y, =vX,+ X1 perneN, Yy=Xp
sia una martingala rispetto alla filtrazione (F,).

6.30. Per una successione (X,)nez, di L' adattata a una filtrazione (F,) sono
equivalenti le seguenti proprieta:

(a) (X,,) & una martingala;
(b) per ogni tempo d’arresto limitato 7" si ha E(X7) = E(Xp).
6.31. Una sottomartingala (X,,), positiva e limitata in L?, cioe
X, >0, E(XZ) <K per ogni n € N, per un opportuno K > 0,

converge in L2

6.32. (a) Sia (X,,F,) una sottomartingala limitata in L' (]| X,|; < K per ogni
n € N). Si mostri che la successione di integrali

/Xn dP
A

ammette limite finito per ogni insieme A € F, e che la funzione d’insieme v, : F,, —
R, definita mediante

vp(a) :== lim [ X, dP AeF,,

€ una misura su J,, finita e assolutamente continua rispetto alla restrizione P, di P
a Fp.

(b) Esiste una martingala (U,,) rispetto alla stessa filtrazione (F,,) tale che X, <
U, per ogni n € N.

(c) Infine sia (—X,,, F,,) una martingala; sono allora equivalenti le affermazioni:

(c1) suppen E(|Xa]) < +o0;

(c2) vale la rappresentazione X,, = U, —V,, (n € N) ove (Uy,) e (V;,) sono martingale
positive rispetto alla filtrazione (F,).

6.33. Si consideri una passeggiata aleatoria di Bernoulli. Con la notazione usuale,
si mostri che per ogni j > 0 (ma anche per ogni j < 0 il tempo di primo passaggio
per la posizione x = j,

T; :=inf{n e N: G, = j}

¢ un tempo d’arresto q.c. finito.
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6.34. Siano (X,,) una successione di v.a. indipendenti, isonome e centrate di L?(F),
(Fn) la filtrazione naturale e T un tempo d’arresto rispetto alla filtrazione (F,)
integrabile. Posto, al solito, .5, := Z?Zl X, si mostri che

(a) che le v.a. Y, := X, 14>,y sono in L? e che sono ortogonali, vale a dire
E(Y,Y,) =0se k #n;

(b) che la serie Y, .Yy & convergente in L?;
(c) che S =" cn Ya;
(d) che vale la relazione, detta teorema di Blackwell-Girsbick,
E (57) =E (X7) E(T)
e che St e centrata.

6.35. Nello spazio di probabilita (€2, F,P) sia (X, Fn)nez, una martingala limitata,
|X| < H per ogni n € Z;. Si ponga

n

1
Y= = (Xj - X)) ;
=17

allora
(a) (Yn, Fn)nez, € una martingala;
(b) (Yn, Fn)nez, converge tanto q.c. quanto in L2,

6.36. Sia P la probabilita dell’esercizio (6.2) e (X,) la martingala dello stesso
esercizio, con B, :={1,2,...,n}. Si definisca una funzione ¥ : N — Z mediante

Y k) = {k +1,  sek ¢ pari,

—k, se n e dispari,

e si ponga
Zn(k‘) = Y(k‘) 1p, (k) +cn 132 (k) ,

ove ¢, = 1 o ¢, = 0 secondo che n sia dispari o pari, rispettivamente. Si mostri che,
se U, = (—=1)" (n € N), allora
(a) (Z,) e la trasformata di (X,,) mediante (Uy,),

Zn=U"-X), ,

(b) Z, converge q.c. ma non & limitata in L', sicché non si puo usare il teorema

di Doob.

6.37. Un’urna contiene inizialmente 2 palline, delle quali una & bianca e ’altra e
nera. Ad ogni istante, si estrae una pallina e la si sostituisce con 2 dello stesso
colore. Pertanto al tempo ¢ = n 'urna conterra n + 2 palline, delle quali B,, + 1
sono bianche (B, ¢ il numero di palline bianche estratte sino al tempo t = n).
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Si mostri che

posto
Xn =¢(n) (B, +1),

ove ¢(n) ¢ un numero reale (che dipende da n), si calcoli ¢(n) in modo che
(Xn)nen sia una martingala rispetto alla filtrazione {F,, : n € N}, ove F,, ¢ la
triba generata dalle variabili aleatorie By, Bs, ..., By;

si mostri che con il valore di ¢(n) determinato sopra, la martingala (X,,)
converge quasi certamente;

si determini la legge della variabile aleatoria X, limite quasi certo di (X,,).

6.38. Sia (X,) una successione di variabili aleatorie integrabili a valori in Z, in-
dipendenti e con la stessa legge. Si supponga che, per ogni n € N, sia

E(X,)=m<0, PX,=1)>0, PX,>2)=0.

Si ponga Sy :=0e, pern>1, 5, := 2?21 X;. Posto

(a)
(b)

(f)

W :=supX,,
n>0

si mostri che W < +o00 q.c.;
definita la trasformata di Laplace di X7,
M(s):=E (eSXI) ,
e posto ¥(s) := In M (s), si mostri che ¢ convessa la funzione 1 cosi definita;
si mostri che 1 (s) < 400 per ogni s > 0, si calcolino il limite

lim (s)

s—400

e il valore della derivata ¢'(0) e si mostri che esiste un unico punto sy > 0 tale
che sia 1(sg) = 0;

se, per ogni n > 1, Z, := exp(sgSy), ove sy € stato determinato in (c), si
mostri che(Z,) & una martingala rispetto alla filtrazione naturale e si calcoli
il limite quasi certo di {Z,} per n — +o0;

sia k un numero naturale, k € N e sia 7y, il primo istante in cui (5,,) assume il
valore k,
7, :=inf{n € NU {+o00} : S,, = k}.

Si dimostri che, quasi certamente,

; — pSok .
ngr—sr—loo ZTL/\Tk =€ 1{Tk<+00} )

si calcoli P (1, < 00) e si determini la legge di W.
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6.39. Nello spazio di probabilita (2, F,P) sia (X,,) una successione di v.a. di legge
N(0,02), con o > 0. Sia {F,} la filtrazione naturale e, per ogni n € N di ponga, al
solito, Sy, := Z;L:1 Xj. Sia 9 la funzione generatrice dei momenti di X,

1
P(t) := Eexp (t X1)] = exp (2 02t2> ,
e si ponga, per ogni n € N,
¢ L 99
Z, = exp (tSn—2na t ) .

(a) Per ogni t € R, (Z!) & una martingala rispetto alla filtrazione naturale;
(b) si mostri che, per ogni t € R, (Z!) converge q.c., ma non in L'.

6.40. Sia (Fy,)nen una filtrazione nello spazio di probabilita (2, F,P); per una
successione adattata (X, Fpn)neny di v.a. di L' sono equivalenti le seguenti due
affermazioni:

(a) (Xpn,Fn)nen € una sottomartingala,;
(b) vale la seguente decomposizione moltiplicativa

VneN X, =A, M,,

ove (M, Fp)nen € una martingala e (A,,) € un processo prevedibile crescente
tale che A; :=1: per ognin € N, A,11 > A, e A, & F,—misurabile.
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