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SU UN PARTICOLARE MODULO DI FRAZIONI DI CERTI A-MODULI '

Angiola LETIZIA O )

Summary. It 44 well kncown that an undque factorlzation domain L.
X Kwul? demain (see [1]). In the Light of this nesult we espound in
this papern some considernations on pA-modules grom. which ££ follows
that <4 M(+,*) 45 a Ianaion—ﬁnae. f-cryptofactonial A-module and
(4 A-10}(+) 48 a h-finite semigroup 501 which any atomic element
(8 prame, then M(+,*) 448 included 4in a quasi Krull modute anu A
a Keull module «n the panticular case of A(+) . f-cryptofactonial se

megroup (see defanitions below).

By this we have that the factonial modules [(see [2]) are Krull
medules and thenefore such are afso the dinect sum and the dinect
preduct ¢f 4actorndial modules, the 4ree modulfes and the projective

modules overnr an U.F.D.

Te conclude we notice that any cryptofactornial domain 5 inctuded

i oan U.F.D,

L *) Lavoro svolto nell'ambito del gruppo di ricerca G.N.S.A.G.A.
del C.N.R.

Rk Dipartimento di Matematica - Universita degli Studi - Lecce.
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1. INTRODUZIONE.

(1)

Dato un A-1nsieme M(*) (che intenderemo sempre su di un semi
gruppo A(+) commutativo) indicheremo con " N " 11 preordinamento in
M dato da a < b se e soltanto se esiste oelA tale che b = o » a ("a
divide b'")con''v,1la relazione di equivalenza associata a < e con

. : : M. : .
" < " la relazione d'ordine in = indotta da < . Diremo inoltre,

dati a,beM, che a copre b (in simboli a = b) quando [a] bl

(cioé [b] < [a], e non esistono classi [c] tali che [b] < [c], <[al,);

la scrittura a I~ b sara abbreviazione di "a}— b o b }— a".

2

Indicato con ZM l1'insieme degli zeri ) di M, chiameremo compo-

nenti connesse di M 1le classi di equivalenza rispetto.alla relazio

.,a eEM-Z

ne binaria E definita ponento aEb <= a“b oppure Han,aT,. n M

(n > 1) t.c. a = a, | a — ... a_ = b.

Considereremo ogni semigruppo A come insieme su se stesso ed in-

e

dicheremo con Uﬂ l1'insieme delle unita di A. Infine se M(*) & un
3

A-insieme ad operatori semplificabili ) indichereme con I la recla

zione d'equivalenza definita in A x M da {(a,x)Z(B,y) se e solo se

nxM X

@ * y = B » X, indicheremo con I' 1'insieme S e con —E—-gli ele-
. g .. . .. X
menti di I' . L'insieme I sara strutturato come A-inslieme da o *-§=
VLD . :
= 73 e conterra una parte isomorfa a M(+).

(1) Dato un semigruppo A(*) unitario (di unita 1) si dice che M(x) &
un A-insieme se "*" & un'operazione esterna con dominio di opera
tori A tale che: i) ax(Bxx)=0B*x Va,Bel, ¥x€M; ii) 1xx = x
¥YXEM. (cfr.EB] pag. 50).

(%) ZM ={zeM | axz = z voael }.

(°) Tale che Vo€A:0#*x = a*y == x = y quali che siano xX,y€M.
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Parleremo di T come del A-insieme delle frazioni di M rispetto

a A .

Nel caso di un A-modulo M(+,*) privo di torsione (e quindi su

di un dominio di integrita) 11 modulo delle frazioni di M rispetto

ad un sistema moltiplicativo S di A sara indicato con 5—1 » M; es-
SO sard un S_1ﬁ-mndulﬂ (cfr. [4] oppure [5]).
2. CONSIDERAZIONI PRELIMINARTI.
L
Siano M(*) un A-insieme, aeM, T elemento atomico () di A. Te

nendo presente la definizione data in [6] pag. 19, diremo che a ha

altezza finita rispetto a T se esiste un intero neN, (che 1indiche
: . n n+1 :

remo con hT(aJ) tale che si abbia aet * M e agr * M (1n ca

so contrario diremo che a ha altezza infinita rispetto a T ). Por
(i) o
remo MT = {xeM|hT{x) = i}.

Se ogni elemento di M ha altezza finita rispetto a T, diremo che

Me hT—finitn.

Se aeM ha altezza finita rispetto ad ogni elemento atomico di
A diremo che a €& h-finito e se ogni elemento di M & h-finito di
remo che M(*) & un A-insieme h-finito. Diremo poi che a ha altez-
za r (e scriveremo h(a)=r) quando hu[ajzr quale che sia v ele -
mento atomico di A.
v(1)

Porremo = {xeM|h(x) = 1i}.

Premesso cid osserviamo subito che ogni ZEZM ha altezza infini

ta rispetto ad ogni elemento atomico di A; inoltre se 1 & elemento

{u} Un elemento 1€\ &8 detto atomico se T F—l .



306 A.Letizia

> r
semplificabile e primo ) rispetto a M, si ha his)*Mir] = Mi5+ J;
. O . .
cCosi, se Mi ) # @, essendo ﬁiﬂ} # ® 1in quanto 1 € ﬂiﬂ}, s1 ha che
(o) | (o) . _. o . : : .
MT & AT -insieme. Quindi, se ogni elemento atomico di A & sem
. . . . (o) . (o) .
plificabile e primo rispetto ad M e se M # P, si1i ha che M e
un h[ﬂj-insieme.

Da c10 1n particolare risulta, nell'ipotesi che ogni elemento ato

ﬂ(D) ]

mico di A sia semplificabile e primo in A , che & sottosemi-

gruppo di  A(+) (privo di zerl e unitario).

i ha poi se *) € un -insieme para-cancellativo e s
Si ha p che, M( ) A p llat (") e
€ Z ¢ eventuale minimo di una componente connessa di M allora
M P ’

M[GJ. Infatti, se per un certo T elemento atomico di A si1i aves-.

3
se hT(E) # 0 risulterebbe £ =1+ x (con xeM) e quindi & }— x

(cfr. [7] prop. 11), assurdo perché £ & minimo in [E]E= [x]E.

In generale non vale il viceversa; basta infatti riferirsi allo
ND-insieme para-cancellativo M(x) di cui alla fig. 1 di [7] ed os-

servare che aeM non & minimo in [a]. ed ha altezza O.

(°) Un elemento T€A, non zero e nnntinvertihile, @ detto primo ri-
spetto ad M se per ogni o€l e per ogni xeM si ha che:
OxXET*M =>0€TN oppure XET*M; & detto quasi primo rispetto ad M
se, per ogni elemento atomico peA e per ogni x€M tali cheﬁhxézd

si ha che: p*XET*M => T v p oppure XETxM.

(®*) Un A-insieme M(*) @& detto para-cancellativo se guale che sia
x€M, si ha, per ogni do,Be , che: odxx = Bxy ¢ ZM = o Vv B

(cfr. [7] def. 4).
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;

Se perdo M(*) & un A-insieme criptofattoriale () allora, tenendo
presente il teorema 2 di |[7], si ha che ogni xeM—ZM ¢ h-finito e
M0 _ {XEM-EH|E & minimo in [x]E}.

5. ILL MODULO DELLE FRAZIONI DI CERTI A-MODULI RISPETTO A ﬂ(ﬂj

PROPOSIZIONE 1. Sdianc M(*) un A-insdeme ad cperatord sempligica
bi€e, T'(*) A& A-insceme delle 4raziondi di M nispetto a A, 1 elemen
te atomico do A 5 padimo raspetto ad M,

. I a' S ol a! q"
S{ ha che se T  * —— con r.seN —— €T
'D.'.! E.Ll'.” » b o 2 '[1‘ > ﬂtt

-w tali che h (a') = h (a') h (a") = h (a'") = 0, alfora r=s.
T T T T

|
,_;|
e

1

Dimostrnazione. L'asserto & assicurato dall'essere 1 semplificabi

le. e primo rispetto ad M.

Conviene osservare esplicitamente che, sempre nelle ipotesi del-

la proposizione 1, si1i ha ovviamente:

}?

=g € ' sono tali che x,a,y,B sono hT-fin

llora h (y) > h (B8).
T = 1

Osservazione 1. Se

W |-

niti e h (x) > h (a)
T - T
Inoltre sussiste la seguente

PROPOSIZIONE 2. Sdiano M(*) un A-insdieme ad operatord semplofica-

bifi e 1 un elemento atomico da A primo nispetto ad M., Se M(*) e

(7) Un A-insieme M(*) & detto criptofattoriale se & para-cancellati
vo e se sussistono le seguenti condizioni: i) per ogni aeM, nel
la componente connessa di a, ogni catena discendente da a e
finita; ii) ogni elemento atomico di A &, rispetto ad M, para-
cancellativo e guasi-primo (cfr.[?] definizione 13).
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. . X , ,
A(+) sono hT'ﬁiﬂiii 54 ha che per ognd € T esdsle un unLco

X r X
r e Z t.c. — = T * - con h (x')
o o T

h (a') = 0.
T

Dimostrnazione. Ovviamente per ogni

Q |=

€ ' esiste r=hT(x}-hT(uJez;

l1'unicita segue dalla proposizione 1.

Alla luce di c10, se M(*) & un A-insieme ad operatori semplifica

bili e se M(*) e A(+) sono hT—finiti con 1T elemento atomico di A-

primo rispetto ad M, & definita la funzione f da I' in 2Z tale che
_ T
X r X'
f == 1 =
T Q o'

e ' > 1e Z.

D'ora in avanti indicheremo con Z* 1lo &-gruppo abeliano total
mente ordinato Zu{x} ottenuto dal gruppo degli interi, usualmente
ﬁrdinatﬂ, con il consueto prolungamento di somma ed ordinamento;inol
tre ci riferiremo sempre, anche se non esplicitamente detto, a modu

1i privi di torsione su anellil commutativi unitari (e quindi domini)

Premesso cid, sia M(+,*) un A-modulo, sia ¢ il campo dei quozien
ti di A, sia V(+,*) lo spazio vettoriale su ¢ dellg frazioni di M
rispetto a A-{0}. Se 1 & elemento atomico di A primo rispetto ad M
e rispetto a A e se M-{0}(*x) e A -{0}(+) 'sono ;hT-finiti, possia

mo considerare le funzioni ¢T e v a valori in 2* definite da:

.
o
se g - 0
bl
rez se 0f = = 1" ET con h (a')=h (8')=0
B B T T

e analogamente
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oo se % = (
V X e V = {
T B
seZ se 0#>=14-X conh (x')=h (B") =.0.
\ 3 B T T
Si verifica che:
i) uTti) = sc e solo se £ =0

.. Q o o

11) UT(B £) = ¢T{BJ + UT(£J v 5 € b, V& e V
iii) v (E+n) > v (&) M v (n) ¥E,neV

T — T T

inoltre si ha che ¢ & una valutazione del campo ¢.
L

Risulta cosi:

PROPOSIZIONE 3. La feana (V,¢T,vTJ ¢ uno spazio vettondale valu-

8
Lato { }.

Tenendo presente l1'osservazione 1. si ha:
3

Ossenvazione 2. V. = (X e viv X) > 0}={% eV|lh (x)>h (a)}=
T Ol T O - L T — T

- (X Y - X _ X
(= e V| 38 e V con h_(B) =0 t.c. = S}.

Analogamente per 1'anello AT della vaiutazimne.¢T si ha:

—
—

on |-
T

= 2 Y | - &
A = {B e ¢ ]G e ¢ con h_(§) =0 t.c.

Inoltre, essendo 2* R-gruppo totalmente ordinato, si ha che VT

¢ AT—mﬂdulﬂ (cfr. [8] pag. 446).

Dato ora un A-modulo M(+,+), diremo che esso & un A-modufo quasd

e

(% Per la definizione di spazio vettoriale valutato cfr. [B].



Su un particolare modulo ecc... 310

di Krulf se esiste una famiglia {$ijui)iel (I#@) di valutazioni

9
discrete (") rispettivamente su ¢ (campo dei quozienti di A ) e su

V (¢-spazio vettoriale delle frazioni di M rispetto a A-{0}) tali

che:
1) Per ogni iel : {V,¢i,ui) € spazio vettoriale valutato;
2) M= .0 V. conV. = {2 e Viv. ( El:—) > 0} (quindi M & modulo su
iel 1 1 o 1 o -
N A. dove A, & anello della valutazione ¢.);
ie]l 1 1 i

3) Per ogni &eV-{0} & finito 1l'insieme {iEIlui(EJ > 0}.

Diremo che M(+,*) € un A-modufo di Krulf se valgono 1),2) e

3') per ogni &eV-{0} @& finito 1l'insieme {ieI[Ui(E)ﬁﬂ}.

E' chiaro che ogni dominio di Krull & un modulo di Krull.

Premesso che chiameremo f-criptofattoriale ogni A-insieme cripto
fattoriale nel quale gli elementi atomici di A sono primi rispetto
ad M, si ha:

10
PROPOSIZIONE 4. Sia M(+,*) un A-modulo f-crniptofationiale ]

Sia A-{0} () un semigruppo h-finito nel gquale ogni elemento atomico

(o)

rRAAULEL pramo. SLa S=A
di A di altezza O

Si ha che S™' « M2 S 'A-modulo quasi di Krufl.

Al sistema moltiplicativo degli elementi

» [ L - ™ = - -1
Dimostrazione. Lo spazio vettoriale delle frazioni di S *» M

1

rispetto a S 'A-{0} &, a meno di isomorfismi, 1lo spézin vettoriale

(°) Cioé a valori in un f-gruppo con ® isomorfo a Z*.

(%) cio& tale che M(*) risulta A-insieme f-criptofattoriale.
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V su ¢ delle frazioni di M rispetto a A.
- . . : . A : :
Premesso ci1id e fissata una funzione f di scelta in ~» S1a A 1'in

sieme degli elementi atomici di A fissati da f. Consideriamo la fa-

migclia ( Vo) dove e Vv sono le applicazionl d4 cuil alla
& ¢T’ T TEA ¢T T PP

proposizione 3.

Verifichiamo

s aM= 0V
TEA T

2) ¥ i e V-{0} risulta che {TeﬂluT(i] > 0} & finito

X <=1

Chiaramente (cfr. osservazione 2) se e S + M necessariamen

X
tec — e V er ogni Teld.
o) T P & Q

: X i .
Viceversa se 3 € Ny proviamo che esiste

e V con h(B)=0
T€a T

w =

X ce s ) | +
tale che 5 - % : C10 € oVV1Oo se X 0, se x # 0, essendo M cri

ptofattoriale si ha (cfr.

7] teorema 2) che x & minimo nelia otu

componente connessa oppure, in unico modo, X UsTq weaT « & do
< =2

Ve U € Uﬁ y T1+....7T €@ e £ & minimo nella componente connessa
=
di x.
Nel primo caso, come ‘osservato nelle considerazioni preliminari,

'h(x) = 0 e di conseguenza h(a) = 0 (cfr. osservazione 2).

Nel secondo caso si1 ha

a,-h (@) a -h (o)
Tl S T

u.Tl -IiI-T * E

Q |
[
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11
dove h(a') = 0 ( ).

, . X .
Proviamo 2). Sia - eV-1{0}. Se x & minimo nella sua componente

o 4 a

A . . X
connessa si ha h(x)=0 e quindi {TEﬂJvT(a} > 0} = @; se x=1, ..Tsig
COM Typyeee, T e® e & minimo nella componente connessa di x, per
ogni p e@, o é{Tl,...,TS} risulta hD{x) = 0 (cfr. [7] teorema

X

2) e quindi Uﬂ[u) = —'hﬂ(a} < 0 da c10 1'asserto.

In modo analogo a quanto fatto per la dimostrazione della propo-

sizione 4 pud verificarsl la seguente

PROPOSIZIONE 5. Sia M(+,%) un A-modulo f-criptofattorniale. Se

A(+,+) & un anello f-crnipltopatiorniale allora, posto S = ﬂ(DJ, AA

1 1

ha che S + M 2 S A-modulo di Krull.
Se ,ﬂ(;,.) & un dominio a fattorizzazione unica siha ﬂ(G) = Uﬂfi
quindi

COROLLARIO 6. Se M(+,*) & un A-modulo f-crniptofatiorniale e se
A(+,*) & un dominio a fattornizzazione unica, M & un A-modulo di

Krull .

Di cénseguenza

12
PROPOSIZIONE 7. Se M(+,*) @& un A-modulo fattorndiale )

M ¢ A-modulo di Krull.

allona

{11] Se per T, elemento atomico di A, risulta TmTi (per ie{1l,...s})

si ha hT{a'}=hT (0')=0;se per T % Tl,..,TEsi avesse hT(u‘}}D

. X _ |
risulterebbe V * ( £]=U (—=)<0 (cfr. osservazione 1) e cid e.
f{T) o T O
X
1 ant — eV .

assurdo in gqu o . e £ (1)

(12} Per la definizione di modulo fattoriale cfr.[Z] definizione 2.1.
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Dimostrazione. Essendo M(+,x) un A-modulo fattoriale allora
A(+,+) & un dominio a fattorizzazione unica (cfr. [2] propriete 2.2),
inoltre (cfr. [2] theoréme 2.3) si ha che per esso valgono le con-

dizioni (1) e (2) della proposizione 21 di [7].

Da c10 si deduce, sulla falsariga della dimostrazione della pro-
posizione 21 di [7] che M(+,%) & un A-modulo f-criptofattoriale.

Da c10 la tes1.

Dalia proposizione 7 e grazie al teorema 3.2 e al corollario 3.4

di, [2:[ sl ha

COROLLARIO 8. La somma diretta e «4£ prodotito dinetto di una fami

glia di modul i fattordals & un modulo di Kaull.

COROLLARIO 9. Ogni modulo Liberno su di un domanio a gattond zza-

zione unLeca ¢ un modulo di Krull.

COROLLARIO 10. Ogndi modulo proiettivo su di un dominio a pattoniz

zazione undica @ un modulo di Krulr,

Concludiamo osservando che il risultato della proposizione 5 ri-

ferito ad un dominio f-criptofattoriale si affina nel modo seguente:

PROPOSIZIONE 11. Ogni dominio A(+,+) f-crniptofattorniale & inclu-

50 An un domindo a gattordzzazione unica.

Dimostrazione. Ricordiamo che A(ﬂ) = {xeA-{0}|x & minimo in

[x]E} e, posto S = AFD); consideriamo 1'anello S—1A.

S1 ha che se p € elemento atomico di A esso € elemento 1rriduci-

bile di S_1A. Infatti da p = S I segue (m.m,)p = ab e quin
m1 m, 12 —

di (cfye [7] teorema 2) aeS oppure beS; da cid —%L e US“1A oppu
1



314 A.Letizia

re — e U . S1 ha cosl che ogni elemento non nullo e non inver
2 S A

o N . _ e (P
tibile di S A & prodotto finito di elementi irriducibili L ).

a . . . , - . :
D'altra parte se - € elemento irriducibile in S 1A esSsSo € primo.

a

Infatti se ¢ irriducibile in S_1A si ha che a = mp dove m

1
¢ minimo in [a}E e p & atomico in A_( )

Pertanto se LN - mp . d si ha (mm,)bc=(mm, m J)pd e
m1 m, m m3 3 12

da ¢cido (cfr. [?] teorema 2) b = b'p oppure c = c'p (con b'c'eA);

divide —%— oppure £ divide — .

1 n m,

si ha cosli che

L ha: = = 2 4
si ha: —=p ...p, ove

a
-, U
m ¢ 5'1h

e e P sono atomici in A ed m @& minimo in [a]E.
r

a
(%) a non @ minimo in [a]E (in tal caso m - Us*la

a ﬂ - “we ﬁ minimo in |a e o . w ici A).
= P1 Pr ( [:]E Pl' 'Pr atomici in A)

), gquindi

D'altra parte r = 1 perché in caso contrario si avrebbe
c..p I cesp MW

2. - Pz PE e guindi P2 Prm € U il che & as

m Pl m 1 m s—1a che -

surdo.
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