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PROBLEMA DI DERIVATA OBLIQUA PER L' OPERATORE.

A" IN UN SETTORE PIANO' ’

Raffaele PISANI e Maria TUCCI (%)

Summary. In this vWote an oblique derivative problem in a plane

secton Ais studied. Using pseudodifgerential operatons and Handy

Kernels 4An Lp[§+3, we prove that, under some hipothesdis, the boun
darny operator of the above mentioned problem admits a parametrnix

and, moreoven, that its index As findite.

INTRODUZIONE. J.E.Lewis-C.Parenti, in [5], studiano un'algebra
di operatori pseudodifferenziali su Lp(§+}, 1<p<+x , chiamati ope

ratori di Mellin in OPZ , € definiti mediante la trasformata di

1/p
Mellin.
Essi, in particolare, studiano gli operatori ellittici, cioé

quelli che ammettono una parametrice in 0PZ1/p (cfr. def. 1.5) e

determinano 1'indice di tali overatori. Fanno poi un'applicazione

a un problema di derivata obliqua con dati LP(B+), per l'equazio-

(*) Lavoro svolto nell'ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R.

(**) Istituto di Analisi Matematica - Via Nicolai, 2 - BARI.
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ne di Laplace, in un settore piano 2= {(x,y) € szx>0, y>01}.

Precisamente, considerata la soluzione dell'equazione Au = 0
in @ rappresentata sottoforma di potenziale di semplice strato con

densita 1in CZ(§+), imponendo le condizioni al contorno, ottengono
un operatore al bordo A : (C:(E+)}2 + (LPCB+J)2 e dimostrano che,

sotto opportune ipotesi, & ellittico nel s=nso suddetto, e con in

dice finito.

Col presente lavoro, otteniamo analoghi risultati per il proble

ma relativo all'operatore A"
n .
Aulx,y) =0 in 0

n
1im ¥ .n, n-i 1 n-i _1i o P
o Gy X B D Dyu(x,y} =y (x) e L"(R)

y+0" i
(1)

Lin, iEU D o 0 B DT Dty =y o) e PR)
h=1,3,...,2n-1 , k = 2,4,...,2n .

Nel caso in cui i coefficienti 0y 5 B sono costanti, le con-

h

dizioni al contorno di (I) si possono scrivere nel seguente modo:

. n _ P
ii§+ (uth - BhDy) u(x,y) = wh(x] € L (§+)

. n . P
11m+{aka + BkDy} u(x,y) = wk{y) € L [E+)

y=>0
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e pertanto, in questo caso, il problema (I) diventa un problema di

derivata obliqua per 1'operatore A"

Le tecniche da noi usate sono analoghe a quelle adoperate in [5]
e [3], anche se la generalita del problema da noi trattato, hare

so necessario il superamento di molteplici difficolta.

I1 caso particolare di n=2 & stato trattato da L. Diomeda e

B. Lisena in [3].

I1 lavoro si articola nel modo seguente:
nel paragrafo 1 richiamiamo alcune definizioni che intervengono nel
la trattazione del nostro problema; nel paragrafo 2 proviamo che

1'operatore al bordo di (I) & ellittico ed ha indice finito.

1. Richiamiamo le seguenti definizioni introdotte in [5].

DEFINIZIONE 1.1. Sia 1eR. Con 5? denotiamo La classe di funzio

ni a € CM(R+) che godono della seguente pnapniaxﬁé

Gy

1650 2'¥s —=

eR ,0<8§
+

) ¥&ER+

1 1

N Tec(s 4] -
<8 ,V¥jeN ]c—c(61,3,all (x =7 (@) | < ex 5

1+x

DEFINIZIONE 1.2. Sia teR. Con 3?[ denotiamo La classe delle fun

ziond b(z) pen Le quali esiste &6>0 tale che b(z) & definita e

oLomonda nella striscia

S s = {zeC |1-8 < RE z <1+ 6}

e che godono inoltre della seguente proprietd:
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dk

d£{

VS eR, 0<8

<§, ¥j,keN 3c=c(ﬁ1,j,k,b) ] 27 b(z) | < ¢ ¥z € S

1 7,0

1

DEFINIZIONE 1.3. S{a teR., Con ¢T denotiamo La classe delle gun

ziond a(x,z) per Le quali esistono e, 6>0 tLali che

1) a e C [§+ X ST,ﬁ)

2) ¥x € R_a(x,+) @ una funzione ofomorfa 4in ST s
- s

3) Ve, € R, 0 <eg, < €,V 51&3, 0< 8

: 1 <6, ¥j,i,keN Jc=c(e ,6,,1,j,k,3)

1

e B33 8.4k X
|27 (x i )7 ( ISZ) a(x,z) | < c( 2 ) VZEST

DEFINIZIONE 1.4. S{ia peR 1<p<+» ; diremo che A 2 un operatonre

nellfa classe 0PE1/p con Aimbolfo a(x,z) 4n E1/p s¢:
1 .
E+lm
Af (x) = T. I x “ a(x,z) ?(z}dz feC (R )
211 1 ’ o =+
- =1
p oo

e La funzione a(x,z) soddisfa Le seguenti proprietd:

1) 6 > 0 3 a(x,z) € Cm(§+ X )

S1Xp,a

2) In §+ X S a(x,z) ha La seguente rappresentazione:

1/p

a(x,z) = a_(x)0(z) + a_(x)(1-0(z)) + a(z) + a(x,z)

dove a_ e a_ sono esfendibili come funziond continue su R, 4n



Problema di derivata obliqua ecc... 279

modo tale che:

2mi1z.

e a(x,z)ed e 9(z)=1/1-¢ )

W0

a+(x)-ai(0]e gz,a(z)e

/D 1/p

La funzione a(x,z)-a(x,z) 34 dice simbolo principale di A e 54 de-

nota con Gp(A)(t,z). Se a(x,z) = a(x,z), ci0é A & un operatore con

simbolo 4An ¢1fp’ A 54 dice negolane.

DEFINIZIONE 1.5. Un operatone AeOPEI/p 34 dice ellittico se

escste BeoPE1/p, tale che AB-1 e BA-1 sonc cperatornd negofarni e

{'opernatone B s4 dice panametrice pen A.

2. In questo paragrafo ci occupiamo del problema di derivata

obliqua (I), necl settore piano @ = {(x,y)ERzl x>0,y>0}, supponendo

h=1,2,...,n, sono funzioni reali tali che uz(t) +

che’ oy e h

By, >

2 - o .
+ 8, (t) = 1T per ogni t > 0 o sono funzioni assegnatce in

Y4
LPr,).

Cerchiamo una soluzione u scritta sotto forma di somma di poten
zi1ale di densita incognite fI’fZ""’fZH s CZ{R;] nel modo seguen
te:
+00

_n-1 .
(2.1) ulx,y) = e {ig { [ yl-lug{(x-t]2+y2) f +1(t)dt +
o)

21

+00
+ [ x* lﬂg&y-s)2+x2] f21+2(5) ds]}

o

Q
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| f ( (e (n=i-1)
ove f21+1{t) J dx ] dg J f21+1 (u) du C
0 0
& : M (n-i-1)
fzi+2(t] = J dx J dg ... J f21+2 (u) du.
| 0 0 0

Per semplicita, e precisamente per evitare di stare a distingue
re casi differenti solo formalmente, c¢i limitiamo a considerare il
caso 1in cul n € pari.

Tenendo presente che:

| h/ 2 k h-2k_2
2[h-—1j![-'1)h_1 ) (h ) (1) y X_ , Seheépari
k=0 "2k 2 2.h
/ (x +y )
Dh 1ng(x2+y2)=
Y - \\
(h-1)/2. k h-2k 2k
_ . h (-1) vy X . g :
2(h-1)1 kgn {Zk) BN , sehe dispari
(x +y )
si ha ‘“che:
n _n-1 2 2, 2% n,,.n-h n-1 h 2 - 2 -
D X log(x"+y™) = h§1(h)(Dx x  )(D loglx +y ")) =
h/2 . ..k h-2k 2k
o n ~ _ h-1 . o . h-1 (-1) x Y 5
thari,h=2Fh){n 1(n-2)...h x (h=7(-1) (kgn (x2+y2}h )+

(h-1)/2 (:11kxh-23y2k

2

n (n h
(x 24y 2yl

| ) _ il IPTR |
hzdisp.,h=1 h)[n D(n-2)...h x (h ]).(REU

+
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Poniamo, per ogni t > 0 e k=1,2,...,2n

(n- k+1)
2 . .
£y (t) se k @& dispari
/'
o (B) =
~ (n- %J
fk (t) se k & pari

Risulta, mediante calcoll elementari ma alquanto laboriosi, che .

per 1 = 0,2,4,...,n
o 2n-1 k¥l . e 2§-2
D d Dlulx,y)= ;{ X L [cgJ) (x-t)y
. 4 K1 gisp,k=1 j=1 L 2 2.3 ¢k(t)dt N
2 Psx=2 3 o ((x-t)%+y™)’
400
. - 23-2
(3) J (y-s)X |
ey kT 7 25 PaqlS)ds #
o ((y-s)"+x")
2n-1 k+#1 . o 2§=2
+ 3 5 [c\) X8 " Yy (t)dt +
k+1 i=1 )5k {(x-tJ2+y2)J K
—Er'pari,k=3
400
. 2j=2
(i) [ (y-s) X
+C. | — ¢, .(s) ds]}
i,k+1 ((y_5)2+x2JJ k+1

mentre, per 1=1,3,5..., n-1 si hav
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n-i i 1 2 R 22
D° D W) =~ { I 2 (]
o) " {'Eildis k=1 2—‘r1 lcgji J e t) ¢k(t) dt +
5 P-: J y ((x- t) +y )
e 2
(J} X (y-s)
(s) ds +
1_,1("'1 J ({}-’ 5]2+x2)] k
0
k+1 400
2n-1 —— . 23=2
2 t
+ I I e 5311 j X 3}’ 5 4 (Ddt s
— pari,k=3 q=1 ((x- t) +y ] |
2 O
400
2j~2
(J] i' (y-s)x
¢ . .(s)ds 1}
1,k+1- 2 k+1
L (y-s)ixD)
ove iij » 1 =20,1,2,....» , k=1,2,...,2n-1, sono opportune co

stanti che non & necessario specificare.

Tenendo presente che se ¢ € C:(R+J s1 ha:

rﬁm _ 2j-2 .
1im y(x t% — o(t)dt = & SJI{TT $(x) per j=1,2,..,n
y+0* | ((x-1) %y’ (GG-1)127

(2.2)
*f+m
P
e O

¢
Y (x-t) _
. J AR A
y=0 ((x=t) +y"7)
0 per j=2,3,..,N
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risulta, per 1 = 0,2,4,...,n

+c0 k+1 +00
S (O N S
Lim D D u(x,y}-+—{ . [ — dt - I c. J-—‘ -0, L (s)ds+
y»0 % —é—dlsp.k Kk xet 3=t Lkl )2, 20 ke
2n—-1 k"‘l 2J , {JJ +m52j_2x
+ E+1 | [c 1k (K}+ E { 1) cy k+]J (bjdﬂﬁ
f}rparl,k=3 (q +X J
e, per 1= 1,3, ,n-1
) 1 k+1 400 .2 )
ne j-
lim+D ‘D u(x,y): 1-{2 . [tik¢k(x)+ E (- 1)23 -2 Ei)1 j R; 2 R (5]d§L+
y-0 y —E*disp.k=1 (s24x %))
en- e ¢k{t} =3 TG (T
41 - [Cik J x-t dt- 21k J Et’1<+1(S)‘:15_]}
—E—parl,k=3 5 " (5 +x

ove Cji} sono quelll prir 1 menzionatl e ove S1 & posto

(k+1)/2
L ik) (—3'1)TT“1 se (k+1)/2 @& pari
ff ) (G-1127°
(2.3) Cix =
(1) . - :
€y se (k+1)/2 & dispari.

Analogamente si calcolano i 1limiti delle derivate Dn 1D;u .
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i =0,1,2,...,n per x = 0 .

Posto, per ogni j = 1,2,..,n:
1 (T xsthZ
K.f(x) = = { ‘t(s)ds
) g (52+x )
0
1 (" ij-Z S
(2.4) " Klf(x) = - [ > f(s)ds
3 (s“+x)
+ 00
1 f(t)
Hf (x) = - J 1t dt
0

1
K. e K! risultano operatori di Hardy su LP{R+J ( ]. La prima con-

) J

dizione al contorno del problema (I) s1 scrive nel seguente modo:

. n (N, N-1 1 n-i_1
1im . )a X x) D D u(x -
y-0 1=0
+ 0o
(1} L'operatore K f(x) = f k(x,y)f(y)dy, dicesi operatore di Hardy
O
se il suo nucleo k(x,y) soddisfa le sequenti proprieta:
a) k (Ax, Ay} =l-1k(x,y] 0 < A
+00 1/ T 1/ 1

o) [ |k(1,y) |y Cdy = [ x P Mk (x, 1) |ax < + o(cfr.[2]).

0
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o : Mol o, He o | N x)8d )16, (x)+
) (L ;) XIB (X)e. (i)uh (thxJ Jfbkx

) k+1 . ‘
“E"'diﬁp,k=1 i pari,i=0 i disp,i=1

2n-1 n n. n-i n-1

+ I ( X (.)a (KJB (x)c., I+ & uh {x}B (x)u H)¢ (x) +
k+1 1 “h ik . _
—E—parl , k=3 i pari, i=0 i disp,i=1
2n-1 n : (k+1)/2 (5)

© B (2 Doy TC0BEICE el K s
*E—ﬂlsp,k=l i pari,i=0 i=1 J

vor QTR g (DT e K] g 00 .
i disp,i=1
2n-1 n . (k+1)/2

. [ = M oogreC T (PRI k)
k+1 pari, i=0 j1 ER LR
-?;—parl S k=3 1 pari, 1 J=
n-1 Donei : (k+1)/2 ()

- I P B0 I el KD] g 00 = g ()
i disp,i=0 | J

per h = 1,3,...,2n-1. In modo analogo si calcola 1l'altro limite

che compare nella seconda:condizione al contorno del problema (I).

Pertanto 1le-condizioni al contorno del suddetto problema si tra

ducono nel seguente sistema di equazioni integrali, scritto in for
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ma matricilale:

> >
Ad =
?1 V.
ove o = 6, R
- 2
¢2n llr2n

cd A €& la matrice di opecratori avente per elementti:

n .. n-1 ..
n. n-1 .1 n n=1 1 \
Cz Gy TR e oy By
i pari,i=0 i disp,i=1
/ k+1 . .. .
se —— € dispari
(2.5) Ah 1=
. n. n-i i n- n, n-i i
(2 Gl Be IO T (o Tgpeq)h,
i pari,i=0 i disp, i=1
k+1 .
se “E—'E pari

Jquando g¢gl1 indici h e k sono entrambi dispari, mentre se h &

dispari e k @& pari,
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n . . k/2 . n-1 .. x/2 . R
) n, n-i,l (j).,, n, n-i,i 323-2 (3) -
(-2 DB ek 2 DaTR T e Cik%ﬁjj
//{:Lpar1,1= j=1 i disp, i=1 =1
(2.6) _ se k/2 e dispari
,k
I\\ n-1 . . k/2 .
n .. k/2 - . n. n-i_ 1 (3).,
( Ma gl (yBecUg oy B oy By (R e KD,
_ i h h ik j7 i disp,i=1
i,pari,i=0 =1

se k/2 & pari

1,2,...,2n

i

¢, infine, per h pari ¢ Kk

Ah—1,k+1 se k e dispari

f#gf

Ah—1,k—1 se k & pari

PROPOSIZIONE 2.1. Se ug(t) - uE(UJ, BE(tJ - BR[GJ appartengono

a % allora A & una matrice di operatorni in OPL ; 4nolitne,
0 1/p

poslo:

54 ha che £La matnrnice up(ﬂ) ed AAmbolA di A ¢ La matndice (ahk] di

ondine 2n cosl defindita: se h e kK sono entrambi dispand:

. - . -S
ay = () [ivy T(0) B (1) (2z) = dvp o (t) By (1) (1-0(2))]

ove, s =(k-1)/2, mentrne se h ¢ dispari e k & panrndi
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r_'
T " n, n-i I
* -1 | i
- I (. )a ' P, (z)]cos ¢ =
Senﬂ:{ . . L[l]&h (Ujs}hlUll 1k£ JJcos 2 i
1 pari, i=0
n-1
. ¢ N, N-i 1 . . T .
NP, (z) Isen — z ]
AR Ltljah [U}Bht_t}l]k{ ) 1sen > )
1 disp,i=1
se k/2 dispari
2.9) =
{ ] ]hk ﬁ
n N e .
- -] I : i
r . Np z | SN —-2
1oz IGTO8 P @] son s
senmz 1 pari,i=0
n-1 1 . .
. - N, n-i 1 . T
+(= 7 L))o 0 0)P., (z)] cos —=z
. oo 1]11 [ )%1[} LkL'h “OS |
1 disp,1=1
\. s¢ k/2 pari
. * Y ] ’ # " L\
deve Pik[:} sonce pelonemd nedla vacscabdcle z d( grade 5 - 1.1n-
f4ne se h ¢ .parge e k = 1,2, , 20
f/)'_ Hh—1,k+1 s¢ k¢ disparit
2.10 a =
( ) hk .\\\k
¢ se K ¢ pari
h-1,k-1 pets
Dim.Calcoliamo gli elementil della matrice deci simboli GP{A}.

Proviamo 1'uguaglianza (2.8) nel caso che s

K-1

¢ pari. Analoga

2
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mente si prova nel caso in Cul s €& dispari.

Osservato che, mediante calcoli elementari, risulta (cfr. (2.

(i-s)/2

[iJ(-1) se¢ 1 ¢ pari

#ff"
“ik :\
(i-s=-1)/2

se 1 ¢ dispari

(%](—1]
S

b

¢ tenuto presente la (2.5) e che i1 simbolo principale di H e

. . (%)
i0(z) - i(1-6(z2))
si ha:
n-1 N ner (r-s-1)/2
0, (A (1,208 (t)i[r Zdisp,r=s (0% (t)ah Z (1) ( }( 1 1(20(2)-1) +
+ ; n) N r{t]B [t)(r][_1)(r—s/2 } o=
T pari,r=s+] *h S
{[ n- 5 -2 {( n ) n-r-s r/2
(tJ r parl =0 Tlres’%h (tJB (t){ ( 1) 7](20(z)-1)+
n-s-1
n-r=-s ..T r+S (r-1)/2 | _
+ r digp,r- r+5) 0 Lt)Bh(t)( < )J(=1) } =
=i B (8) ()1 s 1 e 38 ()] (20(2)-1) 4
=1 B [T par;t,r-*ﬂ 18 -I z

h

(2) Cfr. [2]

289
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n-s
n=s. Nn-r-s
( Yo

+ )
r disp,r=1 r ~ h

. Iy ..S,. .. .0 rn-s . .N-s .
(£) (18 (1))} =iB (1)() by~ (0)0(2)=¥, () (1-0(z )]

.. n. N=-5 +
dove st € tenuto conto che [%J[ 5) = | n )fr 5].

r r+5s S

Proviamo ora la (2.9) nel caso k/2 dispari. Analogamente si prova

nel caso in cuil k/2 & pari.

Tenendo presente la (2.6) e che per j = 1,2,...n
sen —— z
-z 2
o (k) = (VHITEIE
D] j-1 sen m z
cos —— z
j-1,-2/2 2
K1) = (-1
GP[ J) (=1) {3-1 ) SenT Z

si ha subito la (2.9), dopo aver posto:

/ . ,
(J) )1 =z/2 - :
‘//f ng Ci,k+1( 1) [j-1 ) se 1 & pari

192372 (2j-2-3)/2,

5 P ke -1 se 1 € dispari

Infine la (2.10) segue 1immediatamente dalla (2.7). Con cid resta

completamente provato l'asserto.

Indichiamo, ora, con D(a,B)(t) e con P(a,B)(t) le matrici di or

dine n di termine generale rispettivamente:
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~ n-j -1 . _,on=3 3= -
dij{t] = {ﬂ21—1 621—1JLt) & pijttl-{HZi BZi y(t) 1ij=1,2,..n

¢ con D(v)(t) e P(v)(t) quclle che s1 ottengono rispettivamente da

D(w,B)(t) ¢ Pla,B)(t) sostituendo ad «a vV, = o, - iBh

h > h h

Si verifica facilmente che:

i

det Dev)(t) det D(a,B)(t)

(2.11)

|

det P(v)(t) _dot Pla,B)(t)

.o stesso visultato si ottiene se al posto di o s1 sostitui-

SUC "Lf'h .

Sussiste ora la seguente proposizione che mostra sotto quali

ipotest l'operatore A ¢ ellittico, cioé ammette una parametrice.

PROPOSIZIONE 2.2. Supponiamo che:

(2.12) inf ldet o (A)(o,z)]| > O
P

Rez=1/p
(2.13) inf |det D(a,B)(t)| > O

t>0
(2.14) inf | det P(a,B)(t)]| > O

t>0
Esiste allorna una matrice B di opernatord im OPI tale che AB-1I

1/P
¢ BA-1 sono matricd d4 operaford hegolarnd.

Dim. Iniziamo col provare che la funzione ﬁp(A][t,z) e 11 sim

bolo di un operatore ellittico in OPZ C10€ posto:

1/p’
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detUpLA)Lt,: u+(t]®(z] +a (t)(1-0(z)) + a(z)

con ﬂ+(tJ - u+[03 E-fb, ﬁ_{t) - a (0) € iﬁl e a(z) e

ve avereoed

(2.15) inf idctﬂ]{ﬂj[0,3]| > 0
Rez=1/p |

(2.16) inf Ja _(t)| > 0 , inf |a_(t)| > O
t>0 t>0

l.a (2.15) & verificata per 1'ipotesi (2.12). Inoltre risulta:

a+{t} = E[U1v2...v2n){t) det D(v)(t) det P(v)(t)

con ¢ opportuna costante. Quindi per 1l'ipotesi (2.13) e (2.14) ¢

2

it
L0

e

poiché o,  + Bi = 1, s1 ha che 1l'estremo inferiore di [u+EtJ] ¢

strettamente positivo. Infine dato che
a(t) = a_(t)

anche la seconda di (2.16) & verificata. Detto E 1'operatore che ha
per simbolo det Up[h}[t,z), si e allora provato che E € ellittico

in OPE1 Cid significa che esiste un operatore F in OPZ tale

/D 1/p

che:

EF - I € ®1/p e FE -1 € ¢1fﬂ

In [5] & provato che:

1 1
o % T

+

o (F)(t,z) = (1-6tz)) + b(z)
p a

ove
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1 1 ] )
b(z) = deto (W (0,2) @ (0) olz) - Ty (1=el2)).

Sia allora B la matrice 2nx2Zn di operatori in OPI la cui ma

1/p
trice di simbolil principali si1 ottiene nel modo seguente: si consl
dera la matrice ﬁp(A)(t,z] e s1 costruilsce la sua matrice 1nversa,
dove il prodotto tra simbolil si esegue secondo le regole dei calco

lo simbolico sviluppato in [5] e il rapporto per il detmp(A][t,z]

€ inteso come prodotto per ﬁp[FJ(t,z). Allora
o (B)(t,z) -0 (A)(t,z) =1
p P

dove » denota il prodotto righe per colonne, sempre secondo il cal
colo simbolico ed I denota l1la matrice identica 2nxZ2n. Con cid resta

provato 1'asserto.

O0ssenvazione 2.1. - La condizione (2.13) (risp. (2.14)) implica

che 1 vettori vl,vs,...[risp. Vz,v4,.f.) non sono mail paralleli.

Segue pertanto che v, # Ve # ... (risp. v, 7 v, F ...).

1

Ossenvazione 2.2. - Le condizioni (2.13) e (2.14) sono equivalen
) . e e e ge . X n .
ti alle usuali condizioni di ricoprimento per 1' operatore A in

un settore piano (cfr. [8]).

Osservazione 2.3. - Se valgono le condizioni (2.13), (2.14), al
lora la (2.12) & soddisfatta per tutti i p al di fuori di un insie

me discreto.
Infatti, poiché

d&tﬂp(ﬂ)(t,z] = a+(t]8(z) + a_(t](1-@(z]] + al(z)

Pt

con a(z) € ?Up,per 1 <p < + =, per 1'ipotesi (2.13) e (2.14),
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51 ha che inf

a+Lt)E >0 e inf [a _(t)]| > 0. Allora la funzione

t>0 t>0
| -1 ! .
w(z) = [detnp(ﬂj(ﬂ,:)) ¢ meromorfa nella striscia 0 < Re z < 1;
inoltre in ogni striscia 0 <§d< Re z <1 - & <1, Y(z) ha un nu-

mcro finito di1 poli. Da c¢c10 la (2.12) ¢ soddisfatta per tutti 1 p

al di fuori di un insieme discreto.

Il scgucnte teorema permette, di calcolarce 1'indice dell'opera-

tore A.

TEOREMA 2.1. Netlle (potesi della proposizione precedente, defto

! (' {ndice d«i vk,k = 1,2,...,2n, &4 ha che A, come operatonrne

. | 2 . . . ..
S [LP1R+}J n, ha {ndice uguafe a duc velte La somma degli Andic4

dee v, , CAL0€:
k

ind A =2 I

Dim. Denotiamo con A 1la matrice di operatori avente come matri
D —

ce dei1 simboli mp(h][u,z) c con Bm la matrice di operatori la

cuul matrice dei simbolil é:

s (B)(t,z) = ((o (A ))
P o p. o

Poiché o (BA) =1, ¢ quindi A B =B A = 1.
P o0 O 0O O 0O 0

Percio 1'indice dell'operatore A €& uguale all'indice dell'operato-

re BDA. Quindi d'ora in poil studieremo la matrice di operatori BGA.
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La matrice GP{BGJ ¢ formata dal seguenti blocchi th

X, (0)0(z) iX . (0)(1-0(2))
hK - ___hK _ 0
UZk—1[UJ detD(v) (0) vZk*1[GJ detD(v) (0)
°hk
Ty ' ' _
U thk(m (z) ) f{hk(”*’“'@w
vzk{GJdetD(vJ(UJ vzk{ﬂ)detD(v)(Dl
con h,k = 1,2,...,n, e dove Hhk e th sono 1 minori complementa

ri dell'elemento di riga h-esima e di colonna k-esima rispettivamen
te della matrice D(v)(t) e della matrice P(v)(t). Infatti, per tro

vare il primo elemento della matrice (%(an ¢ sufficiente tener

presente che il minore complementare di Ahk(ﬂ,z} quando h e k so

no entrambi dispari, & dato da:

[V, v, v, ) (0)detP(v) (0K (0)]i0(2)+ [y, -V, ) (0)det P(V) (O, (0)]i(1-8(2).

Essendo ora:

BA=14+B (A -A)
O O O

si ha che la matrice Gp{BﬂA) e una matrice di ordine 2n di termi

ne generale:
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0 s¢ 1 © part ¢ j ¢ dispari oppurc
/ viceversa

(t,z) s¢ 1 ¢ j seno entrambi dispari

T511 - Vi i+l
. x\\k r-j-
T SC 1 ¢ | sono entrambi pari
2
dove, per kK = 1,2,...,2n ¢ h=1,2,...n 0
‘Tf]k (t,z) = L{k11[ tr O(zZ) + ¢ (11 e1-00z})
v On
. [Vn~h+1 Sh—? 1) Kk.[OJ
2i-1_ " 2i- !

f—

— X

1
1=1 v,. (0) detD(v)(0)

}f/f ) 21-1
R =
Kh
i\M\k n-h+1 _h-1 Kki[il]

(v By ()

i

se k ¢ dispari

i3

-
[a—

-3

1 v2:£U} dﬂ% p[F}CU] = k C Pari

Osserviamo che BDA ha lo stesso indice dell'operatorce T che ha

per simbolo principale la seguente matrice, scritta a blocchi:

o (M)(t,z)
D

dove Up(M)(t,z} = ) con k =

[‘r’kh
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= f . = : 7 = 7
Gp[N]{t,Z} ‘Ykh] con Kk 2,4,...2n, h 1,2,...n.

L'indice dell'operatore T si pud calcolare sommando gli indici
dei due operatori matriciali M ed N 1 cuil simboli sono stati ora
definiti. Calcoliamo 1'indice di1 M; analogamente si calcola 1'in-

dice di N,

Siano P,Q ed R tre matrici nxn di opecratori in O aventi

PI
1/p’
per simboli principali rispettivamente le matrici Gp(P][t,Z),

Up[Q}(t,E) e Gp[R)(t,z] ove Up(P][t,Z) ¢ la trasposta della

matrice il cui termine generale &

X,, (£)0(z) X, , (t)(1-6(z)
kh + Xh ) con k,h = 1,2 ¢ X SO-
 Tdet D) (1)~ det D(v) (t) nox,Rh= t,e,...sn kh
no quelli menzionati precedentemente, Gp(Q][t,z) = Gp(P)(U,z) e

ﬂp[RJ[t,z] ¢ la matrice diagonale di ordine n di termine generale

v, () v, (t)
( v, (0) 0lz) + v (0)

(1-0(z)) ) con k= 1,3,...,2n-1,

Tenendo presente come sono stati definiti gli X

s1 (2.13),(2.14) e poiché a2.+ BZ = 1, per ogni h=1,2,...,n

2 4
(%)

h per le 1ipote
, S1

ha che P,Q ed R sono operatori ellittici

(*) La matrice UP{P}{t,z} @ proprio l'inversa della matrice
D(v) (t)Ofz) pidt 1'inversa della matrice D(v) (t)(1-0(z)) e quin

di det GP{P][t.z} e diverso da zero per (2.13) e (2.14).
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S1 verifica che;

(2.17) g (M)(t,z2) ey (P)lt,z) = 5 (Q)(t,z) 5 (R)(t,2)
D D P D
Dimostriamo l'uguaglianza per 11 primo clemento della precedente

matrice prodotto; in modo analogo s1 prova per gli altri.

Tenendo presente come sono stati definiti | Gy © che X ¢ 11
)

lh
minore complementare dell'elemento della prima riga ¢ della colonna
h-csima di Div)(t), si ha:

3 .
{t N\ (
L R A

h=1 det D(v)it)

i

n-h+1 _h-1

| N\ ) X t
ot M ROaas U AN | S :
i=1 v, . t0) det D(v)t(0) det D(v)(t)
h=1 2i-1
noov, . _(t)X, . (0) N
S Rk WS ¥ CrooM T e oy )
o1 Vyioq(0) det D(v)(0) detD(v)(t) hop  2d=120-1 “1h

v (T \
t) Slj}ﬂ]

v, (0)  det Div)(0)

‘er la (2.17) gl operatori M P ¢ Q R coincidono, a meno di ope

atoril regolari. Risulta, quindi:

Ind M = Ind Q + Ind R - Ind P

Si1 verifica poi, medrante calcoli eclementari, che esistono del-
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le costanti Cii , 1,3 = 1,2,...,n , nulle per i < j < n-1 e tali
che gp(P)(t,z) si pud scomporre nel prodotto della matrice di ter

mine gecnerale:

- Cij se 1 & pari ¢ j disparil o viceversa
c*. (z) =
117 . : . . .
’ ci_h(z) se 1 e j sono entrambi pari o cntrambi
J | dispari

¢ della matrice:

cisiens s \nnftj
| o
( 1 v X0 Xty e e anit]
detD(v) (t)
e, X> . (t)
ni
ove h(z) = 1 0(z) - 1i(1-0(z)) e XEh(t] sono 1 minori complemen-

tari dei corrispondenti elementi di D(a,B)(t).

La prima delle matrici & il simbolo dell'operatore 1invertibile

di termine generale

c. .l se 1 pari e j disparil o viceversa
A~ 1)
cr., =
1] N
cin se 1 j entrambi pari o entrambi dispari
ove C.. = 0 per i < j < n-1; e la seconda & invertibile grazie al

le ipotesi (2.13) e (2.14), tenendo presente (2.11).
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Poichd 1 (Q)itt,2) ¢ uguale a o : (P1(0,2), s1 ha che:
E I
Ind P = Ind Q = 0 .
Per 1'operatore R si ha per il teorema ¢ di 5! sul calcolo (e ]

| "indice d1 un operatore cllittico:

I

Ind R = 2 k;1 bzk“1
Analogamente si prova che
n
[(N) = 2 o v
Ind(N]) o .
¢ quindi 0
Ind A = Ind M + Ind N = ki:f“'k

da cutr 1 'asserto.,
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