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METODO DELLA DEPARAMETRIZZAZIONE APPLICATO A PROBLEMI
DI CONTROLLO TIPO RITARDO

(*)
Elena MUSELLI

Summary. We obfain an existence theorem fon the minimum o4 the
T
functional F(x,u) = [ £(t,x(t),x(w(t)),u(t))dt asso0ciated to thediffe
0
nential equation X(t) = g(t,x(t),x(w(t)),u(t)) a.e.te(0,T), redu-

cing oun problem a simplen model whenrne contrnol vaniables are not

present.

1. INTRODUZIONE. Il presente lavoro riguarda il problema dell"
eslstenza di controllo ottimoper un funzionalec integrale associato

ad un'equazione che generalizza quelle con ritardo.

Recentemente altri Autori hanno considerato 1'ottimizzazione di
problemi di controllo associati ad equazioni funzionali contenen-
ti, come caso particolare, equazioni con ritardo. Tra questi An-

gell [3],[4], Cesari [5],[8] e Berkovitz [6]. In tali lavori, che
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per altro affrontano un problema pili generale, si fanno pero ipotesi
pili restrittive circa la regolarita della funzione f. In [3], [4]
e [6] vi sono ipotesi meno generali anche sulla regione a cui ap

partengono gli stati e sulla regolarita della mappa U.

I1 problema che noi affrontiamo consiste nel determinare condi
zioni sufficienti per l'esistenza del minimo per un funzionale in

tegrale

T
F(x,u) = [ £f(t,x(t),x(w{t)),u(t))dt

-

su una classe opportuna di coppie di funzioni (x,u), x assolutamen

te continua su [0,T] ed u Lebesgue-misurabile, che soddisfino

l'equazione differenziale

x(t) = g(t,x(t),x(w(t)),u(t))

per quasi ogni te (0,T) e dati vincoli.

La funzione w : [0,T] - I, con I intervallo, presente nell'equa
zione di stato e nell'integranda & tale che 1la controimmagine, se-
condo w, di un insieme Lebesgue-misurabile & ancora Lebesgue-misu-.
rabile. Questa funzione estende il caso con ritardo nel senso che

non &€ necessaria unfipntesi del tipo w(t)<t per ogni tEZ[D,Tj.

Per ottenere un teorema di esitenza viene usato il metodo del-

la "deparametrizzazione'" introdotto da Rockafellar in [1].

Si definisce, in un primo tempo, una funzione K che coincide con
1'integranda del nostro funzionale sui vincoli e valga +~ al di
fuori di essi, ottenendo un nuovo problema di controllo equivalen-

te al primo.

Nel V° capitolo, viene introdotto un problema libero di calcolo
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delle variazioni, la cui integranda & ottenuta dalla funzione Kmi
nimizzandola rispetto al controllo e si verifica come l'esistenza
del minimo su un'opportuna classe Q per quest'ultimo problema, im

plica 1'csistenza della coppia ottimale per il problema originale.

Osserviamo che nel quadro di ipotesi €& presente al punto (B),
una condizione di convessita per la coppia di funzioni (f,g) gia
usata da altri autori, tra 1 qualil Ioffe-Tikomirov 1n [?] (cap.1,
§ 1.1, tecorema 3). Tale ipotesi, in questo lavoro, & legata al me
7"do usato. Indebolendola si pud ancora darg un teorema di esisten
a4 rinunciando pero a ricondurre il problema dato ad un problema

libcro; questo ¢ 1'argomento trattato nel lavoro "Su problemi di

controllo tipo ritardo ancora da pubblicare.
L'autrdice descdera espramene La sua graifstudene al Prog. J.P.
CECCONT pen avenle suggerito L'argomento def Lavoiro.

2. NOTAZIONI. Data una funzione f : [0,T] x ]Rk

>R = R U{+»}
[xB-misurabilc, dove L[[U,T]) X Eﬂﬁk) rappresenta la v-ulgiora ge-
nerata dal prodotto della c-algebra di Lebesgue su [0,T] e di Bo-

k k

rel su R, per ogni =z : [D,T]-&R Lebesgue-misurabile, definia

mo

T
I(z) = [ £(t,z(tPdt €R
0
se f(.,z(.)) ¢€ maggiorata o minorata da una funzione integrabile;

altrimenti I(z) = + o,

Siano AC[[U,T},:mk) e M([0,T]) rispettivamente 1'insieme del
le funzioni assolutamente continue su [0,T] a valori in 'RF'E&L'iE
sicme delle funzioni Lebesgue-misurabili su [0,T] a valori in R".

Sia B un intervallo di R; denotiamo con C(B) 1'insieme delle fun
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. . . .. L. n . i .
zionl Continue e limitate su B a valori in R , Tale insieme diven

ta spazio di Banach se per ogni ¢ €C(B) si considera la norma

v || = sup(|w(t)], teB).

. Kk : : . . .
Un insieme A ¢ R Lebesgue-misurabile sara semplicemente detto mi-

surabile; analoga terminologila verra usata per le funzioni e le map

pe.

3. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA,

Siano [O,T] ed I intervalli di R tali che [ﬂ,T] c I e -T<t<T

A \ -
per ogni tel; Bi ¢ C(I) per i = 1,2, dove 1 = INR_.Sia x:I+]FP;

per ogni te[0,T], indichiamo con x, la funzione definita
x, (0) = x(t+6) dove © ¢ I.

Sia w : [ﬂ,f] + I tale che m-1(ﬁ) ¢ misurabile per ogni A c R,

A misurabile.

Consideriamo il problema, che denotiamo con (P), di minimizza-

re 11 funzionale

T
F(x,u) = [ £(t,x(t),x(w(t)),u(t))dt
0

sulla classe (supposta non vuota) delle coppie (x,u) di funzioni,

x : I +R" tale che x T]EAC([D,T], R') ed ueM([0,T])}, che sod

/[0

disfano 1 vincoli

(3.1) x(t) = g, x()x(w(t)),u(t)) quasi ovunque su (0,T)
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(35.2) [xﬂ,xTJ 3 81 X 82 per quasi ogni te (0,T);
(3.3) x(t) e X(t) per quasi ogni te (0,T);
(3.4) X{w(t)) e X(w(t)) per quasi ogni te (0,T);
(3.5) u(t) e U(t,x(t)) per quasi ogni te (0,T);
dove t : {U,T} xZR2n+m +R @ LxB-misurabile, inferiomente semicon

tinua nelle ultime tre variabill e non identicamente + = wui vinco
n m
R

Lo I : - n
11 (3.1) ~ (3.5). Le mappe X : I » %R cd U : [G,Tj x R ~ 2
sono a valorl non vuoti. (eventualmente che ricoprono rispettivamen

te R c ]Rm}.

Denotiamo

\ — [ - 1 . v e . ~ A ) i n . o Lot

WD)={x:1->R , tale che 1K[D!ﬂLﬂC{LO,TJ;m ), [xﬂ,xT]Ean;z,.
I scguenti gruppl di 1potesi servono per determinare 1'csisten:za
di soluzioni per il problema (P).

, .9 - ’
(A) Le funzioni f : [0,T] x R SR o g : [0,T] x RN L RY

sono entrambe LxB-misurabili, inoltre f(t,.,.,.) e g(t,.,.,.)
sono, rispettivamente, inferiormente scemicontinua ¢ continua
per ogni tE[O,TJ. La mappa X ¢ misurabile ¢ a valori chiusi,
la mappa U & [*B-misurabile e supecriermente semicontinua in x.

il =

(B) Fissati (t,x) ¢ 0,T x X(t), pcr ogni (wy,u), (w,WeX(w(t)) X

x U(t,x) ¢ per oo 2 (0,1), ecsiste un clemento ueU(t,x)

talec che

(3.6) Ag:t,x,w,u}+{1-i)g(t,x,ﬁ,ﬂ}=g(t,x,;,aj
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i

(3.7) AE(t,x,w,u)+(1-0)f(t,x,w,u) > £(t,x,w,0)

dove W = Aw+(1-Mwe X(w(t)).

. . . , . . n.n m -
(C) Per ogni r > 0 esiste una funzione @r:[U,Tixm:ﬂ% xR" + R som

mabile in t, tale che

(i) zw+qutpg(t,x,w,u) - f(t,x,w,u) < ¢r{t,p,z,qJ

: n : : n+m
per ogni X eR con |x| < r e per ogni (w,u) eR ,

(ii) ¢ (t,0,0,0) & indipendente da T,

(111) esiste s > 0 tale che ¢r(t,p,z,UJ = ¢ﬂ(t,p,z)+r¢1(t,p,z]
per ogni (p,z]EJRn tale che |(p,z)| = s, con &, e ¢, som

mab1l1i i1n t.

(D) BT € un compatto e 82 un chiuso di C{TJ.

4, LEMMI PRELIMINARI.

Sia Q un sottoinsieme di ﬁmk+1 e 5 = {(v}u+5]:[v,u)aQ,53ﬁ}.
Fissato VEﬂRk, sia AV = inf{a : (v,a)eQ} , allora tale estremo 1in
feriore coincide con inf{B : (v,B)eQ}. Infatti A, < Av+5 <a+S
per ogni.a tale che (v,a)eQ e per ogni s > 0,

Sia G :jEF >R 1la funzione definita

(4.1) G(v) = inf{a : (v, eQ };

per 1'osservazione precedente si ha G(v) = inf{(8 :(v,B}szﬁ}.
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LEMMA 4.1, Con fe notazicnd precedentd, G(.) @ ccnvessa se 5 ¢

, . , k+1
scetteins{eme convesse d4 IR .

. . . . N
Dimostraz{(cne. Fissati v1,vﬁtﬁm , s1a a1=G(v1) e o, =G[v2], al
lora n1=inf{8 ; lr1,ﬁ)£:ﬁ} C a2=jnf{8 :{VE,B}E Q). Pﬂiﬂhé G 0

convesso si ha [lv1+{1—hjv2,iu+{l—l]8]E:ﬁ, per ognl re [0,1], per

b

ogni a,B tali che '[r1,m) ¢ (v,,B)eQ.

1
per ognl lE[U,1] ¢ per ogni a,B tali che {vl,u) ¢ (v

Osserviamo che thv1+[1-hjv?]=inf{v c(Av +{I—AJTZ,T}EH?§jw[1—A)B

dalla disuguaglianza precedente secgue che G[lr]+(1—l)v?} < AG[v1)+

+[1-A}G(v2J per ognl xe[0,1].

- . . . k .
COROLLARIO 4.1. Sia Q un sottoinsdieme d4 IR * e G La funzdone

de{inita nefla (4.1). Se Q vernifica Le proprietd seguenti:

a) se (v,a) cQ, allora (v,B) eQ per ognt PB>a
A e . . , k
b) QfV(vxR) & chiuso per ognde Vv € R

allona Q & convesso 4se e s0fo se G(.) e convessa.

Dimoathazione. La tesi si ottiene se verifichiamo che epi1 G(.)=

= Q. L'inclusione Q ¢ epi G(.) & immediata. Per 1'altra inclusio-

. .. . . K
ne & sufficiente verificare che, fissato veR , (v,G(v)) Q.

: : . . k
Per definizione si ha G(v) = inf{a :(v,a) € Q}; fissato velR

: . C. . ' : v
considero una successione minimizzante {a_ 1} tale che an-+G(v),

n neN

da cul (v,u:) > (v,G(v)); pef la b) si ha (v,G(v) Q.

LEMMA 4.2. Sianc f£,g,U ed X Re funzioni e Le mappe del caps

~ Zn+1
tolo 3. S<a Q : [ﬂ,T] x R" —‘“2:IR La mappa deginita
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{ (g(t,x,w,u),w,f(t,x,w,u)+stweX® (t)),usU(t,x),s>0} se xeX(t)

) se X g X(t)

ALLora, £La mappa 5 ¢ a valond convessd se e s0fo se vale La(B).

. : . n ~ . .
Dimosthazione. Sla [t,x)E{U,T] xR ; se Q(t,x) = @® € ovviamen-
te convesso. Se 6{t,x] # ® s1 ha xeX(t); siano (v,w,a) e (v,w,B)e

Eia[t,KJ, allora esistono (u,s) e (ﬁ,é)EﬂRm xiﬁ+ tali che

v=g(t,x,w,u), weX(w(t)), uel(t,x), o f(t,x,w,u)+s

veu(t,x,w,u), weX(w(t)), uel(t,x), B= f(t,x,w,u)+5.

Verifiechiamo che

(4.2)  (Ow+(1-2)v,Aw+(1-2)w, Aa+(1-A)B)eQ(t,x) per ogni Ae[0,1]

Per ipotesi esiste ueU(t,x) tale che, posto ﬁélw+(1—k)ﬁ, si ha .
lv+(1—l]ﬁ=hg(t,x,w,u)+(1-l)g(t,x,ﬁ,ﬂ)=g(t,x,ﬁ,ﬁ)

Pt

(4.3) A (t,x,w,u)+(1-A)f(t,w,u)=f(t,x,w,u)+s con s > 0,

da cui Aa+(1-X)B = f(t,r,ﬁ,ﬁ]+§ per ogni lE[0,1], dove
S = S+As+(1-)1)% > 0. Allora, (g(t,x,w,u),w,f(t,x,w,u)+s) & un ele
mento di Ett,x) poiché wWeX(w(t)) e HEU(t,x) per ipotesi e xeX(t),

quindi la (4.2) & vera per ogni Xe[0,1].

Viceversa, fissato (t,x)E[G,T] x X(t), se (w,u) e (w,u) e

e

e X(w(t)) x U(t,x), allora Q(t,x) # ®. In particolare,(g(t,x,w,

u),w,f(t,x,w,u)) e (g(t,x,w,u),w,f(t,x,w,0)) sono elementi di
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Q(t,x).

Poiché Q(t,x) & convesso si ha
(lg[t,x,w,u)+(1—l]g(t,x,ﬁ,ﬁ),lw+(1—l}ﬁ,lf(t,x,w,u)+[1-l)f(t,x,ﬁ,ﬁ)}salt,x}

per ogni Ae[0,1]; quindi per ogni Ae(0,1) esiste ueU(t,x) tale

che valgano (3.6) e (4.3) e W = Aw+(1-2)W @& un elemento di X(uw(t))

La tesi si1 ottiene osservando che dalla (4.3) si ha

Af(t,x,w,u) + (1-2)f(t,x,w,q) > f[t,x,ﬁ;ﬁ].

Se f,g,X ed U sono le funzioni e le mappe del capitolo 3, de-

. - 4 = ,
finiamo K : LU,T] x R'"T™ + R 1a funzione

f(t,x,w,u) se xeX(t),weX(w(t)),uel(t,x)

(4.4) K(t,x,y,v,w,u) = v = g(t,x,w,u)

+ o altrove

LEMMA 4.3, Se pen Le fpunziona £,g e pern Le mappe X ed U valgo-

-

no Le Lipotesi (A), allora La funzione K definita nella (4.4) é

Anfernionmente semicontinua in (x,y,v,w,u) e LxB-misurabile.

4n+m

Dimostrazione. Fissato t e[0,T] sia {G&.,y;,V;Wpud ), R

c
eN
tale che (xi,yi,vi,wi,ui) + (x,y,v,w,u) ed

a = 1lim K(t,xi,yi,vi,wi,ui). Se oo = + o, la disuguaglianza

e« > K(t,x,y,v,w,u) & ovvia.

Se ae RU{-»}, esiste un'estratta (che per comodita indichere
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mo nello stesso modo) tale che KEt’Ki’yi;waiﬂﬁj{ + ®© per ogni

1eIN e 1m K[t,x.,yi,vi,wi,ui) = o . Allora, dalla definizione

— 1

di K si ha

xiEX(t}, wiEX{m(t]), vi=g[t,xi,wi,ui), uiEU[t,xi} per ogni 1iclN

2

quindi K(t,xi,yi,vi,wi,uiJ = f{t,xi,wi,ui) per ogni 1 ¢ N e

lim £(t,x.,w.,u.) = «a
—_ 1 1 1

Per 1ipotesi s1 ha xeX(t), weX(w(t)), ueU(t,x), v=g(t,x,w,u), da

Cul segue che
K(t,x,y,v,w,u)=f(t,x,w,u) < lim f(t,xi,wi,ui]=f1= 1im K{t,xi,yi,u_,w_,u‘;,
— E— 171
cioé K(t,.,.,.,.,.) & 1inferiormente semicontinua.

Per la seconda parte della tesi, osserviamo che 1'insiemc
- 1gn+m
B={(t,x,w,u)e[0,T] x : xeX(t), weX(w(t)), uel(t x)}

¢ LxB-misurabile. Infatti, per ipotesi X & una mappa misurabile,

U e LxB-misurabile; allora,basta verificare che la mappa
n
Xow : [U,T]dbgR e misurabile.

Se A e aperto di R" si ha

(Xow]| (A)={te[0,T] :X(w(t)) NA#9 }= w VeI X(1) DA # §}).

Osserviamo che 1'insieme {tel:X(t)MA # @} = X (A) & misurabi

le; allora, per l'ipotesi su w si ha che [Kﬂm]_ (A) & misurabile
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La tesi si ottienc osservando che 1'insieme

{{t,x,}r,v,w,u)a[U,T:[ }{R4n+m : K[t,:{,y’v,w,u] E .['_‘1} =

]Riln+m '

={{t,x,y,v,w,u]E[G,T] X (t,x,w,u)eB, g(t,x,w,u)-v=0, f(t,x,w,u) <o}

.

& LxB-misurabile, perché B & LxB-misurabile, f & LxB-misurabile e

la funzione (xX,v,w,u) = ¢o(t,x,w,u)-v € continua.

5. UN TEOREMA DI ESISTENZA.

Osscrviamo che se xeW(I), allora x{m{.}]EL1([ﬁ,T]). Infatti,
xe» © misurabile ced ecsiste M > 0 tale che |[x(w(t))| < M per

ogni te[0,T].

sia y_ : [0,T] >R" 1la funzione definita
t ¥
(5.1) yx[t) = JK(M(S}) ds
0

Tale funzione & assolutamentc continua su [0,T] e Y (t)=xu(t))
per quasl ogni te(0,T).

Se K & 1la funzione definita nella (4.4), allora non & identi-
camente +« , perché la funzione f non €& identicamente +~ sui vin

coll.

Indichiamo con (P1) 11 problema di minimizzare il funzionale:

T t
(
G(x,u) = J( K(t,x(t), J X (s))ds,x(t),x(w(t)),u(t))dt
0 0

sull'insieme delle funzioni (x,u) e W(I) x M([0,T]). Tale problema



246 E.Muselli

€ equivalente al problema (P); infatti, sia

A={ (x,w)eW(D)xM([0,T]) :x(£)eX(t) ,u(t)eU(t,x(t)) ,x(w(t))IEX (W (L))

x(t)=g(t,x(t),x(w(t)),u(t)) per quasi ogni te(0,T)}.

Osserviamo che, se (x,u) ¢ A, si ha G(x,u) = + =; se (x,u) €A,

per come & stata definita la funzione K, esiste C ¢ [0,T] ,
mis [0,T] ~C = 0, tale che

t

K(t,x(t), J X (w(s))ds,x(t),x(w(t)),u(t))=f(t,x(t) ,x(w(t)),ult))

0
per ogni te C. Quindi, minimizzare G(x,u) su W(I) x M([0,T]) equi
vale a minimizzare tale funzionale su A, e per ogni coppia (x,u)
appartenente a tale insieme si ha F(x,u) = G(x,u), cioé i due pro
blemi (P) e (Pi) sono equivalenti.

LEMMA 5.1. Supponiamo che valgano Le Apotesd (A) e (C) AL -

(i)°
Lorna £ funzionafe G ¢ ben defindito pen ogni coppila di funzions

(x,u) € W(I) x M([0,T]), nel senso che £'integranda

t
t - K(t,x(t), J x(w({s))ds, x(t),x(w(t)),ult))
0

¢ misurnabile in t e magglcra una funzione sommabile in t .

Inclitrne, pen ogni r > 0, esiste una funzione ‘Pr : [U,T] > R ,

‘sommabile in t , tale che
(5.3) K(t,x,y,v,w,u) > |u| - Tr(t)

per ogni t €[0,T], x,ijﬂp tali che |x| < r e per ogni
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n+m

[‘L',\‘{ U-] . R

3

Dimestoaz{cne. Osserviamo che se xeW(I) la funzionc yﬂ[t} =

t

(

= | X(w(s))ds © assolutamente continua su [0,T]. Allora x,v_,X,v
! .

0

sono misurabili su (0,T] ¢ Ta misurabilitd di K(.,x (.),v (.),x(.),

vVo{.),ul.))  sceue dal lemma 4.3 ¢ dalla misurabilitd della mappa
Y §

t > (t,x{t),v (t),Xx(t),v (t),ul(t)).
X X

2n+m

Fissato >0, se (p,z,q) = (0,0,0) R , dall'ipotesi fﬂ]{ij
¢ dalla (4.4) s1 ottienc
K(t,x,v,w,u) > f(t,x,w,u) > - @r[t,U,OJ]J
+ S : In+m .
per ogni te [0,T!, per ogni (x,y,v,w,u)e R tale ché x| < r.

Poiché, fissata xcW(I), esiste r > 0 talc che |x(t}| < r per

ogni t e[0,T], si ha
K(t,x(t),y(t),v(t),wl(t),ul(t)) > - $r{t,ﬂ,ﬂ,ﬂ)

per ogni IE{O,TJ e per ognt funzione (v(.),v(.),w(.),u(.)) a valo

.. In+m e N .. _
ri in R , Cioé G(x,u) ¢ ben definito per ogni (x,u)eW(l) x

x M([0,T]) ed & un elemento di RU{+=},

::r{qsIRm: q] < 1}.

Sia {qi} i=1...m+1 -

: c R" tale che col{q.}
i1=1,.,m+1 1

Per ogni r > 0, sia ?r la funzione sommabile talec che
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(5.4) ¥y (t) = ma X ¢ (t,0,0,q.)
r * r i
1=1...m+1
dove ¢r ¢ la funzione dell 'ipotesi (C}{i)
m m+ 1
Se qeR ,|q] < 1, si ha q = E a,q;, con a. > 0 per ogni i=1...m+1
j=1 .
m+1
c L a.= 1.
1
i=1

Dall'ipotesi (C) si ha, fissator > 0,

(1)
m+ 1 m+ 1
q u-f(t,x,w,u) 513 a, @r{t,U,D,qu < I a. ?r[t} = Wr(t)
i=1 i=1
: - : Zn+m
per ogni te[0,T] e per ogni (x,w,u) eR con |x| < r.

Questo implica che
K(t,x,y,Vv,w,u)> q u - ?r[t)

per ogni tE[U,T], per ogni q;;Rm tale che |q| < 1 e per ogni

dn+m

(x,y,v,w,u)e R , con |x| < r; da cui
K(t,x,y,v,w,u) > |u| - Wr(t}
per ogni t e[0,T] e (x,y,v,w,ujgim4n+m con |x| < r.

Fissato r>0, poiché la funzione ?r(.) della (5.4) e sommabile, £s3

ste un insieme Dr tale che

(5.5) D < [0,T] e, mis [0,T]\D_ =0
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tale che £r[t_l cIR  per ogni t:"[flr.

Fissato n- I\, sida “n l"insieme della (5.5) corrispondente a r=n.

Allora, se D ¢ dato du

(5.0) b= MN.D s1 ha mis {0,TI\D = 0.
n-IN n - -
.. P in = . , e
Sta o 10,T; x IR R Ta funzione definita
. . m .
Inf <att,x,v,v,w,u) ous R s¢  tebh

+ W s¢c t £ D.

[1 tcorema scguente permette di ricondurre 11 probloma {P1} a

minimizzare un nuovo funzionale I, dato da

1
Hix) = [ Lit,x{(t), X{w(s))ds,X(t),x(@(t))dt

F

0 0

(t
j

suulla classe W(I).

TEOREMA 5.1, Sda L. Ca 4{unzcone defncta nella (5.7). Nelle (po
tese (A) ¢ [(T}[ij s ha
1Y Loner assume mad (€ valere -« ¢ €'estreme (n{ewrdewe nella
L. . m
sua defndziene ¢ottenuto per qualeche ueR . Ineltre, L
. - . # i ’ B ' . . ’ B P
¢ (nqercetmente semeconfinua (n (X,v,v,w) pet ognd te|0,T]

ed ¢ LxB-misurabife.

21 pet oognd funzione xeW(I) s4 ha
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T
(T
| Lrt,x{t),yiit},iitJ,fx[t]}dt = min{ J K{t,x{t},yx(t],i[t],?f[t],
0 0

u(t))dt : u e M([0,T])}

dove Y. ¢ La 4qunzione definita nella (5.1).

Dimostrhazione. Dalla (5.3) del lemma 5.1, si ottiene che, fis-

satl r ¢ ]1{+, a € R e t € D, 1'insieme

: m : 4n
Co .= {ueR : esiste (x,y,v,w) eR con |X|< r e

K(t,X,y, V) < o

€ limitato. Infatti, sia neN tale che r < ﬁ, come nel lemma

5.1 s1i verifica che
lu| < H{t,xﬂuV;W4ﬂ+?ﬁ (t)

dn+m

per ogni (x,y,v,u) £ R tale che |[|x| < n. In particolare,
per ogni u ¢ C:,r si ha ju| < o + Wﬁ[t}, con wﬁ[t) e R per-

ché t ¢ D,

Allora, per 1'inferiore semicontinuita di K(t,.,.,.,.,.) & per quan
: . . 4n :

to osservato in precedenza, fissati (t,x,y,v,w) ¢ Dx R , gli

insiemi
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)
7=

{ue JRm : K{t,}[,)’,h’,u) < o} &

sono compatti; perclio l'estremo inferiore nella (5.7) € raggiunto,

: in . - m
nel senso ch:, per ogni (t,x,v,v,w) e D x R , esiste ue R ta

le che
(5.8) L(t,x,y,v,w) = K(t,x,y,v,w,u).

Dalla definizione di L, discende immediatamentc che L(t,,.,.,.)

¢ inferiormentc semicontinua per ogni t ¢ D.

Fissato t €D, sia {xi,yi,vi;wi} > (X,y,Vv,w) e

T
|
ol

im LLt,xi,yi,vi,wi). Se B= +« allora la disuguaglian:za

8 > L(t,x,y,v,w) & ovvia. Se B < +x , consideriamo la successio

ne u. }. tale che L(t,x. . . .) = K ) RN H | B - -
{ l}lE]N { ’xl,yl’vljwlj {t:xli}rli ]! 1_’ 1),]335

sando, sc necessario, ad una estratta (che per comodita indiche-

remo nello stesso modo) possiamo supporre che esista M>0 tale

che K(t,xi,yi,v_,w.,ui} < M per ogni 1 € N. Allora, poiché

1’ i

esiste v e N tale che [xi] < v per ogni 1 ¢ N, la suc-
: . | . M . 4 s

cessione {u.}, ¢ contenuta 1in (C_ _ ed e limitata. Passando,

. 1 ieN t,v

se necessario ad una estratta, si ha u. » u C

1
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L(t,x,y,v,w) E KLt,X,}f,U,W,UJ E lﬂ K[t:x'{:v-;v.,h’ u.) =
ST TR

= 1im L(t,xi,yi,vi,wi)*

Per verificare che L & [xB-misurabille, consideriamo le due

mappe epigrafico, entrambe a valori chiusi,
ree) = {(x,y,v,w,u,a) : K(t,x,y,v,w,u) < a}

FD(tJ = {(x,y,v,w,a) : L(t,x,y,v,w) < a}

dn+1
e verifichiamo che FD . [0,T] ~» £R € misurabile.
4n+1 _ .
Sia B sottoinsieme chiuso di R s B =B xR & chiuso di
Rﬂn+m+l e r"(ﬁ)fﬁu & misurabile. La misurabilita di F;(B]

si ottiene verificando che

{teD : T(t)MB#P} =T (B)YMND

(5.9) {teD : FD(tJrWB# a}

perché F;(BJ {teD : Fﬂ(t)r‘B# ﬂ}lJ{tE[O,T]\D’:FG(t)fwB#ﬂ}

Se 1 e¢D e FD(T}riB#@, allora esiste (x,y,v,w,a) eB tale
che L(t,x,y,v,w) < a. Per la (5.8), esiste u s:ZRm tale che

o« > L(T,x,y,v,w) = K(t,x,y,v,w,u), quindi r(t) MB#@, cioé il pri

mo insieme della (5.9) & contenuto nel secondo.
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Viceversa, se T ¢ D e I'(t) "B#@, allora esiste (X,y,V,w,u,d) € B=

= B Kiﬁm tale che

Lt ,x,y,v,w) < K(1,x,y,v,w,u) < o
ossia T, (1)MB # #.

si ha z =

Osserviamo che, se xeW(I) e x = x/[ﬂ,T]_’ 24

= (E,yx)EiAC([U,T],ZR;n}, dove Y ¢ la funzione definita nella

(5.1). Inoltre
T T

G(x,u) = JK(t,zx(t),'zX(t),u[t})dt e H(x) = I L(t,zx(t),ix(t)}dt.
0 0

La b) della tesi si ottiene se verifichiamo che per ogni

V/

z e ACC[0,T], R“™) si ha

T T

_ ( _
J L(t,z(t),z(t))dt = min{ JK(t,z[t),i(t),u(t))dt:UeM([O,T])}
0 0

Se ZEAC([O,T]JRZHJ esiste E ¢ [0,T] tale che mis[0,T]\E = 0
e 2(t) eR™ per ogni teE. Se D & l'insieme-della (5.6) e C=END

si ha mis [0,T]\C = 0. Per ogni teC, esiste u(t) eR" tale che

L(t,z(t),2(t)) = K(t,z(t),2(t),u(t)).

Si puo verificare, con dimostrazione analoga a quelia del teorema
6 di [1] che esiste ueM([0,T]) tale che

L(t,z(t),z(t)) = K(t,z(t),z(t),u(t)) per quasi ogni te(0,T);
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Inoltre si ha

K(t,z(t),2(t),u(t)) = L(t,z(t),z(t)) < K(t,z(t),2(t),u(t))

per ogni ue M([0,T])
e quindi la tesi.

TEOREMA 5.2. Netle 4ipotesi (A),(B),(C) e (D) £ 5unziona£ﬁ H

amm&tie minimo sulla classe W(I).

Dimostrnazione. Se ve:AC([O,T],IRn) ed esiste vy € th} tale che

v(0) = v(0), definiamo ?T ! +pmn la funzione

v(t) se te (0,T]
(5.10) VT(t} = R
y(t) se tel.
- n . t -
Allora la funzione Y, : [(0,T] + R tale che YY{t)=I vy(mts))ds
0

¢ assolutamente continua su [0,T]. Sia

_={z={i,y)zAC([U;T]Jﬁznkesisteyaﬁ1,T{D)=x(0},xTEBZ e
T

y(t) =_J EY(m(s))ds se te [0,T]}
0

dove x?.é'uttenuta come nella (5.10).

Osserviamo che, se xeW(I) allora zx=(x/[0,T]’Yx} € 1 ,dove

Yy ¢ data dalla (5.1). Si pud quindi definire un'applicazione

n: W(I)-» Q tale che
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T (KJ = (FX/[D,T] :}'x]

con y, definita nella (5.1).

2w{IJ

Viceversa, esiste g 10 > tale che, se z = (X,y)e Q

t

g (z) =/{ ET . 1+RR"/ veR 1,T(U]=X(U] e y(t) = J ;:Tf.m(SJst per ogni te[0,T} .
| ) |

Per ogni z ¢ § , consideriamo il funzionale
T

N(z) = j L(t,z(t),z(t))dt
0

Osserviamo che dalle definizioni di N, n e 6 si ha

H(x) = N(n(x)) per ogni xe W(I)
N(z) = H[EY] per ogni iTEB[z).
Se . #_(x1,y1] ¢ minimo per il funzionale N su Q2 , allora
ogni elemento i1’TE.B(z]} € minimo per il funzionale H su W(I).

Infatti, si ha H(i1.T) = N[z1) < N(z) per ogni z € e per ogni

— - , i .

X e6(z,). D'altra parte, se X €8(z,) ed esiste xeW(I) ta
T,v 1 T,y 1 o

le che H(x) < H(£1 ), si ha, N(ni{x))= H:f;;e;)-r:H(;-E1 ) = N(z,) che &

> Y ’

una contraddizione.

Quindi, minimizzare il funzionale H su W(I) equivale a minimiz-

zare 11 funzionale N su

La classe  soddisfa le seguenti condizioni:

i) se {zk}kgn cQ, z,=(x,y,) 3 z=(x,y) su [0,T] con

4
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z ¢ AC([0,T], I‘Rzn], allora z ¢ Q;

ii) esiste M » 0 tale che |z(0)| < M per ogni zeQ

Infatti, se 2y E @ per ogni kelN, esiste {Yk} c BT’ tale che

kelN
Tk(U) = x, (0) per ogni k eN; inoltre kae B, €
t-
(t) = X (w(s))ds.
yk é K,y
Da 2y > zaAC([ﬂ,TJ,ZR?n) discende che ITE:BZ. Poiché 81 € com-

patto, esiste un'estratta di {Yk} (che per comecdita indichere-

kelN
mo nello stesso modo) tale che Y1 T Y , cCon y ¢ 51 da cuil

Tk(ﬂ) +~ y(0) cio0é x(0) = yv(0). Allora, se X, ¢ definita come

nella (5.10) si ha:
t .
[

ik Yi iY e y(t) = J ET{m{SDdS per ogni tE[U,T]. E' cosl verificata
0

la condizione 1i).
Per la 11), basta osservare che, se z = (X,y)eQ, si ha y(0)=0
ed esiste vy ¢ 81 tale che x(0) = y¥(0) e la compattezza di B
implica che esiste B > 0 tale che |Yy(0)| < B, per ogni YeB,
Verifichiamo che valgono le ipotesi del teorema 4 di [i], 11
quale assicura l'esistenza del minimo per 11 funzionale N su @

Per il teorema 5.1 1'integranda L & LxB-misurabilc e L(t,.,.)

¢ inferiormente seuw:iontinua.
o
: ~ n £R2n 1 L
Sia Q : [ﬁ,T] x R ~» la mappa definita
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{ (g[t,X,W,U) ,W,f(t ,X,W,ll)+5) EWEX(LL}('[:)) ,UEU(t,x) S 2‘_ 0} SE xe:}((t)
Qt,x)=
0 se x ¢ X(t)

Dal teorema 5.1, dalle (4.4) e (5.7) si ha

inf {f(t,x,w,u) :ueR " tali che v=g(t,x,w,u), uel(t,x) }
se teD, xeX(t) e weX(w(t)
L(t,x,y,v,w)=

+ altrimenti

e per quanto visto nel capitolo 4

inf{ae R:(v,w,u]aﬁ[t,x)} se teD e a(t,x) # 0
L{t,x,y,v,w)=

+ o altrimenti.

Allora, per il lemma 4.1 e lemma 4.2 le ipotesi (B) implicano che
nel funzionale N la funzione L(t,z,.) & convessa. Le altre ipote-

si discendono dalle ipotesi (C) e dalla definizione di K.
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