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SULLE MATRICI TORNEO ASSOCIATE. A MATRICI DI PERMUTAZiONE (*)

(**)
Norma ZAGAGLIA SALVI

Summary. A fournament matrix A is associated with a permutation
matnix P L4 AP 44 stelld a tournnament matrnix. In this papen we con
siden the problem of the exdistence and the construction of such ma
trhices and in panticulan we prove that A 04 ordern n 4is associated

with a n-cycle P 4§ and only 44 AP = ﬁT.

In that case the tounnament connispondent with A Ls notational

and the edigenvalues of A anre detenmined.

1. INTRODUZIONE. Uha matrice torneo A di ordine n & una (0,1)-
matrice che verifica la relazione A+AT=J-1, ove AT ¢ la trasposta
di A,J & la matrice di ordine n i cui elementi sono tutti ugua-

11 a 1 ed 1 & 1a matrice unita.

Una matrice torneo coincide con l1la matrice di adiacenza di un
torneo, che & un grafo orientato nel quale c'é esattamente un arco

tra ogni coppia di vertici distinti.

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attivita del GNSAGA del CNR.
(**) Dipartimento di Matematica - Politecnico - P.za L.da Vinci,

32 - 20133 Milano.
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Ricordiamo che un tornec T di ordine n & detto di nofazione se

il suo gruppo di automorfismi contiene un n-ciclo [1].

Diciamo che una matrice torneo A & associafa ad una matrice di

permutazione P se si verifica che AP ¢ ancora una matrice torneo.

Diremo pure che il torneo T corrispondente ad A & assoccafo a

P.

Una matrice di permutazione P [2,p.102] di ordine n & un n-ci-
clo se la permutazione corrispondente a P & composta di un solo

ciclo.

Indicata con II la matrice che rappresenta la permutazione (1,2,

....,N) una matrice A & detta circolante se verifica la relazione

Am = 1 A[3].

Nello studio delle proprieta delle matrici torneo si €& posto il
problema dell'esistenza ‘e costruzione di matrici torneo associate

a matrici di permutazione.

In questo lavoro si dimostra che una matrice torneo A & associa
ta ad un n-ciclo se e soltanto se risulta AP=AT. In tal caso P
¢ un aytomorfismo del torneo T, corrispondente ad A, che risulta
quindi un torneo di rotazione. Si determinano, inoltre, gli auto-
valori di una qualunque matric¢e torneo associata ad un n-ciclo. Ta

1i risultati costituiscono, per le matrici torneo, una risposta

al problema di stabilire 11 legame che sussiste tra lo spettro
di una matrice A.e quello della matrice AP, ove P & matrice diper

mutazione.

2. Sia P un n-ciclo ed A e B due matrici torneo di ordine n ta

1i che

(2.1) AP

I
s
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Rappresentiamo la permutazione corrispondente a P con l'n-ciclo

(1 (1) 72(1). ..« (1))
ove 1 = ﬂn(1)'

Indicati con aij e bhk due generici elementi delle matrici A e

B, dalla relazione (2.1) risulta

e quindi
(2.3) a.. =b. -1

1] i 7m (3)

Consideriamo 1l'elemento b11 della B. Essendo B una matrice tor-

neo, tale elemento deve essere nullo e per la (2.2) risulta

b =

11 = 3oy =Y

Poiché 1 = nnL1),,risulta'a“n(1} (1 = 0. ed essendo A una ma-

trice torneo, si: ha a = 1.

7(1) 7(1)

—

Per 1a (2.3) ne 5egu§ allora - bﬂ(T) =1(1)

A1) (1) = 1

da cuir b =a -

- 2 = 0.
P ymeny T (D mE)

Proseguendo in tal modo, si ottiene la seguente sequenza H1 di

elementi della A e della B ove si intende che w & applicata ad 1

e gliesponenti delle potenze di m sono ridotti modulo n:
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b = an =0 d n=b n-1= 1
n n m n mm mm
T m
b = a = 0 = b = 1
ﬂn-lﬁ 1Tn—l_"2 1r2“_11--1 ﬂ2ﬂn—2
(2.4) b n k41 k-1 T2 nker k =0 @ x nksr =D g oy =1
m n T m T N now

con k intero positivo.

Tale successione si interrompe in corrispondenza di un elemento
di A o di B con i due indici coincidenti. Per gli elementi di A

. . n+1 . .
deve risultare n-k+1 = k, da cui k = > che & un intero per n

dispari.
Per gli elementi di B deve risultare k=n-k da cui k= % che &

un intero per n pari. In tal caso, perd, risulta dalla sequenza

H1 b 1 n-k==1’ mentre dovrebbe essere nullo essendo un elemento
T W

della diagonale principale della matrice torneo B. Pertanto non pué

esistere una tale sequenza per n pari e vale la seguente

PROPOSIZIONE 2.1. Se una mathrice tonaneo A ¢ assocdata ad um

n-c{iclo, allona n & dispardi.

L'insieme di elementi della A nella sequenza H1 coincidenti con

1 risulta

eil—

n-T
, 1 <1 i-ﬂzh}m

O0ssenvazione 2.2. Gli elementi di S1 appartengono a righe [co-

1nnne]distinte. Infatti se due elementi
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n~-1

a e a con r..¥r. e |1, — appartenesse-
xr,” n-r +1 X, n-r_+1 1772 [ ’ 2 ] PP

minw 1 T & T 2

ro alla stessa riga, ne seguirebbe che T.=T, (mod. n). Ma questo &

impossibile essendo IrT—r < n.

1

Un procedimento analogo vale per le colonne.

Consideriamo,ora, l'elemento bzz della B. Poiché 2 = HHQZ), ri

sulta b = a = 0-da cuil a
I n T I
T (2)7m (2) TF (2)T7(2) m(2)mM (2)

=]‘_’} =1.

n-1
m(2)m (2)

Continuando in questo modo si ottiene una sequenza H, di elemen

VA

ti della A e della B che si differenzia dalla H1 per la condizione

che n & applicata a Z invece che a 1.

h
Osservando che 2 = 7 2(1}, 1 E_hz < n-1, si ha che 1'insieme di

elementi della A nella sequenza H., coincidenti con 1 risulta

2

S. = {a 1 < r <
2 { ho+r ho+n-r+l ?. — -
T2 @

ove s1 intende la permutazione 7w applicata a 1. Per le precedenti

considerazioni tali elementi appartengono a righe e coleomne distin

te.
h-
In generale, posto i =7 “(1), con 1 < i, h, <n, otteniamo
1'insieme di elementi della A coincidenti con 1
n-1
S1 = {a h;+r h.+n-r+1 y | Lr< 2 iy
T T|'l &
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ove T € ancora applicata ad 1.

Ossenvazione 2.3, Gli indici di due elementi appartenenti ad in

siemi distinti S; e Sj’ con 1 <1, j < ne 1#j, non sono mal entram

bi coincidenti.

Siano a h - e a . " . due elementi di
T i+rI god n-ry+1 " j+r2ﬁ j+n—r2+

Si e Sj rispettivamente, con 1<h.<h<i<n e 1 < r, < r, < n.
R = =

La condizione che appartengano alla stessa riga equivale ad af-

fermare che hi-hj r,-T, (mod. n). Se appartenessero alla stessa

colonna otterremmo hi-nj = -(r, -r ) (mod. n). Poiché tali relazio

ni sono incompatibili, ne segue la tesi.

Ussenvazione 2.4. Per gli elementi dell'insieme S., con 1 < 1 <
< n, si verifica che la differenza tra il secondo e il primo espo-
nente delle potenze di m & sempre pani, mentre per gli elementi
coincidenti con 0 tale valore, che risulta l'opposto del preceden-

te , ridotto modulo n, & sempre d.spardi.
Dagli insiemi Si, 1 < i < n, possiamo formare gli insiemi

(2.5) Fp = {aﬂi+r _itn-r+l =1, 1<ign}

con 1 < r < .
2T
. : 1+T : . -
Poiché, essendo m un n-cielo, per r fisso ed i e[1,n] de-

scrive 1l'insieme {1,2,...,n}, si ha che Fr consiste in un insieme

di n elementi, uno per ogni riga di A. Per lo stesso motivo tali

elementi appartengono tutti a colonne diverse.



Sulle matrici torneo associate ecc... 183

Per le Oss. 2.2. e 2.3. risulta che, dalla collezione degli 1in

. n-1 . . , : n-1 L
siemil Fr’ 1 <r«< —~ » 1n ognl riga di A vi sono 5 elementi

uguali a 1, per cui €& verificata la relazione AJ = Eél J.

Poiché una matrice torneo € regolare quando € costante il nume-
ro di elementi di ognl riga, ne segue che A & regolare ed univoca-

mente determinata. Possiamo pertanto dedurre la seguente

PROPOSIZIONE 2.5. Pen ogndi n-ciclo dispari P esiste sempre ed

¢ univocamente determinata £a matrnice torneo ad essec associLaita.

TEOREMA 2.6. Se £a matrice torneo A 2 associata ad un n-ciclo

P, vale £a nelazione AP=AT

Sia A = [ahk] e B =AP = [b dimostriamo che, per h # k,

hk- °

+ a = 1, per 1la (2.2).

b + a = 1, cloé ahn(k) hk

hk hk

Dalla Oss. 2.4 ne segue che se a & uguale a 1[0] allora, po-

hk
sto h=m(1)ek=m2(1), con 1<r,s<n, risulta che la diffe

renza s-r & pari [dispari]| . Pertanto, per a = a , ¢41 tale

hm (k) T 7
differenza €& dispari [pari] e quindi 1'elemento vale O0[1].

Di qui la tesi.

TEOREMA 2.7. Se A é La maitnice ftonneo associata ad un n-cAclo
P, nisulta AP=PA. Pentanto P & un automongismo del fonneo T coani-
spondente ad A e T 2.un fLtorneo d4 rotazione,

Per 11 Teor. 2.6 si ha AP=A da cuil PTAP=P A_=(AP)

T T r- (Ap)p=A.

T:I‘

Pertanto P & un automorfismo del torneo T corrispondente ad A[2]
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e, poiché & un n-ciclo, ne viene che T € un torneo di rotazione.

PROPOSIZIONE 2.8. Ogndi matrice toraneo associata ad un mn-cacklo
¢ permutazionalmente simile alla matrice termeeo cincolante assccida-
fa a 1.

Se A & una matrice torneo associata. ad un n-ciclo P, per il

Teor. 2.6 risulta AP=AT. Poiché P € un n-ciclo, esiste una matrice

di permutazione R tale che P=RT I R, da cui ART I R = AT

RARTII= RATRT. La matrice B = RART € pertanto associata all'n-ci-

clo 1.

e quindi

Per il Teor. 2.7 si ha BIl = B, per cui B & una matrice circo-

lante. Di qui la tesi.

Ne deriva subito il seguente

COROLLARIO 2.9. 1 Zorned associafi ad n-cicli distinti sono 450

morfA.

3. Supponiamo che w si scompenga nel prodotto di h > 1 cicli di

sgiunti PisPgsesesPye Indicheremo con Ft!PZ,-t,lph Ie matrici di

permutazione corrispondenti a tali cicli. Semza ledere la generali
ta della permutazione 7 possiamo supporre la matrice di permutazio
ne P corrispondente a m scomposta in blocchi che coincidono con le

matrici P1,P2,...,Ph sulla diagonale principale e sono tutti nulli

altrimenti.

Rappresentiamo una matrice torneo A a blocchi nel seguente modo
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-----------

ove M1,M2,....,Mh sono matrici torneo di ordini rispettivamente

p-l!pzl"'!ph'
Consideriamo la matrice

M1P1 UZPZ ¢ UhPh

B=AP= V1P1 Msz-.u. VhPh

Z1P1 ZZPZ e oe MhPh

Poiché A e B sono matrici torneo, ne segue che Mi, Mipi’ 1 <
< i < h, sono matrici torneo. Pertanto, poiché Pi & un pincicln,

—

risulta che Ps € dispari.

Vale pertanto la seguente

PROPOSIZIONE 3.1. Se una matnice torneo A ¢ assocciata ad una ma
thice di peamutfazione P, ognuno dei cicli disgiunti 4in cud & scom

posta La permutazione coniispondente a P ha Lunghezza dispandi.

TECREMA 3.2. Se una matrice toaneo Aé associata ad una matrice
di penmutazione P ¢ uamiﬁinﬁ La nelazione AP=AT, allora P & un

n-ciclo.

Sia h > 1 il numero di cicli disgiunti in cui & scomposta la
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permutazione corrispondente a P, Adoperando le notazioni precedente

mente usate, dalle relazioni AP=AT e A+AT = J-1, ne segue che

u.P.+U. = J , 2 < 1 < h,
11 i p1pi — —

Essendo Ui una (0,1)-matrice e Pi un pi—ciclm, otteniamo che 1in

ogni riga della Ui vi sono tanti 1 quanti 0 e pertanto 11 numero

delle colonne €& pari. Poiché questo contraddice la Prop. 3.1. ne

segue che P; = 0, 2 <1 < h.

PROPOSIZIONE 4.1. G4 autovaloni della matnice forneo associaita

a N nisultano

2h-r
W

27T i
ove w = exp( = ) .

Ricordiamo che nel prodotto Al 1le colonne della matrice A so
no ciclicamente permutate a sinistra di un posto. Pertanto, poiché

per il Teor. 2.6 risulta All = AT’ ne segue che vengono successi-

vamente scamblatl gli elementi uguali a 1 con quelli uguali a 0 e
quindi gli elementi di posto pari sono nulli, mentre quelli di po

sto dispari, tranne ovviamente il primo, sono uguali a 1.

Inoltre, per 11 Teor. 2.7, s1 ha che AIl = TIA e pertanto A €

matrice circolante.

E' ben noto {2] che indicata con [51,52,...,Sn] la prima riga
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di una matrice circolante S e con W = II.. s1 ha che

T
n .
s= 1 W
=1 )
2 -
e poiché gli autovalori di W sono i,m,m“,.,.,mn ne segue che gli
n --I'
autovalori di S sono lr = *Il Sj m(J e , 0 < r < n-1.
j= - -

Nel caso della matrice A si ha pertanto che gli autovalori ri-

2
sultano A= L W , 0 <r <n-1.

TEOREMA 4.2. GL4 autovalond di una matrnice torneo di ordine n

associata ad un n-cicle nisultanco

2h+r

271
n

)

ove w = exp(

La tesi segue immediatamente dalla Prop. 2.8 e 4.1.
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