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FORMULE ATTUALI ED EREDITARIE NELLA LOGICA INTUIZIONISTA

o (*)
Silvio BOZZI

SUNTO. Vengono isclate due classi di formule, deffe ndlspettiva-
menfe attuali ed ereditarie, La cud verdtd ad un Livello di una
sthuttuna in pregascd codncdide con La venita classica a quel Livel
Lo 0 a tutii £ Livelli precedentid e A4 dimostrha come Le due classd
siano carnattendzzabild sinfatticamente in termind di formule e se-

quenti geometrici.

O. Come & noto, la logica intuizionista & completa rispetto al-
le interpretazioni in categorie di prefasci, in particolare quei
prefasci che sono definiti su categorie preordinfte. In questo ca-
so, le strutture che si'nttengmnu.cmstituiscnnu una naturale gene-
ralizzazione delle strutftunre d4 Kﬂiphal Fissato un linguaggio ele-
mentare ﬁ, una interpretazione sara data da M = <I,< M, => dove
<I,< > & un preordine, M : <I,< > » I(L) un prefascio di strutture
per L che ad ogni 1 € I associa una struttura classica M({i) e Z(L)

e se j < 1 ci da un omomorfismo ui:ﬁ{{_i] -+ M(j) (che coincide con 1%iden-

titd se i = j) e = & la relazione di soddisfazione definita nel

modo seguente, livello per livello.

(*) Universita della Calabria.
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Per ogni a e M(i)ﬂ:

i) M |-—=iA[§] sse M (i) |=A[a]

per le atomiche. Inoltre:

ii) M |= (A~B)[a] sse MpE.Afa] e M|=.B[a]

M =, AvB) (a ] sse M f=.Ala] o M }==iB[

M=, QxB) [a] sse  Ja'eM(i) t.c. M [=B[a',a]
155) M |= (A +B) (a]  sse  Vi<i M - A [pi- Bl= W =8 [ui 3]

M |=.(vxB) [a] sse ¥j<i, Va'eM(j) M =1B[E':u- a

AT solito {v-A)-stara-per (A+[) dove | & il-simbolo per_1'assurdo.
Diremo che A(X) & soddisfatta da aeM(i)™ (e scriveremo M |=A[a])

se per ogni j<i si ha che M[=aA[u% 5] e lo stesso per ogni 1>i e

l "1 T

T n N - : : .
ogni beM(l)= per cui “Y(E) = a. Nel caso A sia un enunciato, cioé

non contenga variabili libere, diremo che A & vena in M (e scrive-

remo M |=A). Questo significa che per ogni iel avremo ME=EA.

—

Esiste un rapporto tra soddisfacibilita classica ad un livello
e la soddisfacibilita ora definita. E' immediato infatti che se
A(x) & geometrnica (ottenuta cioé dalle atomiche con i soli ~,v )

per ogni iel:

e r—

*) Mi=_A [a] sse M(i) = Ala]
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Se invece (A~+B)(x) & un sequente geometrico (vale a dire, A, B so
no. formule geometriche) i € una successione di variabili occorren-

ti fra le i, allora:

xx) M F}Vi(A'*B)[él sse ¥j<i M () ==V£(A'*E)fui a ]

Chiameremo chiusure di sequenti geometrici le formule del tipo
Yi(A~rB}(i). Sorge naturale il problema di caratterizzare le for-
mule che godono di *) e *x), a meno di equivalenze rispetto alla
logica intuizionista. In questa nota, sfruttando due risultati di
Chang e Keisler sulla teoria dei modelli classica, daremo una ca-
ratterizzazione di questo tipo mostrando come le formule attuali
(che soddisfano cioé la *)) coincidano con le geometriche e come le
eneditarie (che soddisfano la x+)) coincidano con le chiusure di

sequenti geometrici.

1. Cominciamo col richiamare alcuni fatti.

PROPOSIZIONE 1. Se con l—,:: indichiamo La dimostrabilita intud-

zionista;, con |— quella classica e con |— La conseguenza nispet

to alle interpretazioni 4in prefasci, abbiamo che:

i) T'inﬂ sse T JFA

ii) Per ogni sequente geometrico A e ogni teoria T di sequenti
geometrici
T |.—ﬁ{_‘A sse THA

1ii) Per ogni M e ogni 1iel

a ]

Wi ATl =>Vi<i Mi=A[]
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E' immediato verificare che la ii) vale pil in generale per A e

T attuali u_ereditarie. Avremo cosi che:

LEMMA 1. Se A e A' sono attualsi o erneditanie:
P—£[A+ﬁﬂ'} sse = [A'<> A')

Possiamo ora fornire una caratterizzazione sintattica delle for-

mule attuali.

TEOREMA 1. La gformula A(i) ¢ attuale s4e esiste una formula geo-

metrica A'(i] per cud:
b A(X)++ A" (x)

Vim. Sia n la lunghezza della successione di variabili x e sia
a una successione di n nuove costanti individuali. Per il Lemma 1
par provare => bastera allora trovare una A’'(x) geometrica per la

quale |- A(a)«+A'(a). La direzione <= & ovvia.

Cominciamo col verificare che se A(i) e attuale (e quindi lo e
anche :A(§J]A{§) sara chiusa rispetto agli omomorfismi, vale a di-

re che se A =A(a) e u:A+B @& un omomorfismo avremo anche

B =A (a).

Consideriamo il preordine <I,<> dove T = {0,1}, < 1'ordine na-

turale. Sia M : <I,<>= E(L) il prefascio per cui M(0) = B, M{1)=A

=L|_

e u 1
0

In M, 1'interpretazione associata, avremo che M #aIA{é} poiché

A(a) & attuale e quindi, per la iii) di Pfﬂp. 1, anche M FEA(é).
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Sempre per l'attualita di A(é) concludiamo allora che B F=A(é)
Per il teorema di Chang-Keisler, una formula chiusa X & chiusa ri-
spetto agli omomorfisml sse esiste una X' geometrica per cul

|— X<+X'. Per la dimostrazione cfr. [1]. Abbiamo <cosl ' che
F—A{é}-ﬁ+ A'[é} dove A’{i) e geometrica e quindi, per 11 Lemma 1,

|-1A(i) <> A'(x) come volevasi dimostrare.

Per ottenere una caratterizzazione analoga nel caso delle formu
le ereditarie occorre indagare piu da vicino 1 rapporti tra limiti
diretti e interpretazioni date da prefasci su insiemi diretti. Per
un'analisi pit completa di quella che possiamo considerare la fuvgd-

ca dei sistemi dinetti cfr. [2].

Dato un preordine <I,<> diremo che & dirnetto sse Vi,jel esiste

un kel per cuil k < i,j. Un sdistema dinetto (di strutture per L) &

allora un prefascio M : I,<>-=Z(L). Indichiamo con 1lim M il suo
limite e sia yu. : M(j) - lim M, V¥jel, 11 morgdismo canonico associa
to.

Abbiamo allora 11 fatto seguente.

PROPOSIZIONE 2. Sia A(x) una foamula in cui non occorrne V. ALlo

.= . n
na per ognd aelim M—:

(+) lim M |= A[a] sse Jiel, HéieM(ijﬂ t.c.

Ui(éi] = [é] e M ]= iA [élj

Dim. Procediamo per 1nduzione sulla complessita di A(i).

I1 caso delle atomiche & ovvio. Sia A = (B:M). Se lim M|=(EnGLé}
avremo lim M #ﬁ%[é] e lim M F=C[é]. Per ipotesi induttiva, Ji,jel

t.c. h[#=iB[E%J e Mi=fi C [éi]. L'insieme <I,<> @& diretto e quin-
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ca. ],

di esiste k < 1,j. Per la iii) della Prop. 1 M|“k3[ﬂk_ﬂ_

ui(gi) = a = ui(gi) avremo che

M = C[p a |. Poiché per ipotesi

——

——

i - -
o ul(_(ii) - _a-_ -

1 - - i -
up(a.) = uk(a ). Quindi M = (BAC) [u_i E,i,:[ dove

ey

L'inverso & analogo.

1im M F=(B-+C)[é] supponlamo per assurdo

Sia A = (B+C). Se
sia M PZfB-+C}[Ei] se ui(gi] = a . Allora Viel M PEEB[EJ

lim M =B[a] e

che Viel

ipotesi induttiva avremo

e M #ic[éij' Per

1im M f=#= C[a]: assurdo.

Vv, 3 si trattano analogamente.

L'inverso-& ovvio. I casi per

Non & difficile verificare che 11 risultato di sopra non siesten

de a formule arbitrarie. E' perd immediato rafforzarlo nel seguen-

te:
non contiene occorrenze di ¥, Le y sono varia

COROLLARIO. Se A

bili Liberne in A, per ogni aelim M- :

sse Vbelim MEJiEI t.c.

M =Alb;.a,]

(c) 1lim M |= VyA[a]

8fruttando il corollario possiamo ora caratterizzare sintattica

mente le formule ereditarie del tipo VyA ove A non contiene quanti

ficatori universali.

TEOREMA 2. Una gormula del L4ipo ViA dove A non contiene ¥V &

ereditaria sse esiste una chiusura A' di un sequente geometrico
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per cui }—LA'++¥X#.

Dim. Un verso & ovvio. Sia ¥yA ereditaria e sia una formula n-
aria. Estendiamo il linguaggio introducendo n nuove costanti indi-

viduali a,,-..,8 la cui sequenza indichiamo con a. Proviamo che

: . + : : .
esiste un enunciato A , chiusura di un sequente geometrico, per

- ———— —— —— — —

cui F—Li43++?£4(§}.

Per il teorema di Keisler (cfr. [ 1]) un enunciato X equivale
classicamente alla chiusura di un sequente geometrico sse dato un
sistema diretto M su <I,<> di modelli di X allora lim M = X. Ci
basta allora provare che se Viel M(i)=VyA(a) allora lim M|=45§KE].
Sia M la struttura in prefasci associata a M. Per assurdo si sup-
ponga che }im M hﬁ=U£A(a}. Allora per il corollario }E&lim EEt.c.
Viel M IqﬁiA(g_J El] Poiché A(a,y) & ereditaria avremo che Jiel t.c

M(i)_=#=A(§}fEi] cioé M(i) |#= V¥yA(a): contro 1'ipotesi. Cosi

lim M ==¥£A(§J. Per 11 teorema di Keisler esisté allora A+! chiu-
sura di sequente geometrico, per cui pVyA(a) <> A". Varra anche

l_l ?iA(E) «>A' dove A' si ottiene da A" sostituendo le costanti

a con le variabili x.

I1 problema che rimane aperto & di estendere la caratterizzazio
ne ad ognd formula ereditaria, ma il principio di sopra & gia si-

gnificativo di per s&. Cfr. [3], [4].

Sullo sfondo, un problema pil generale. Le nostre caratterizza-
zionli sono state ottenute sfruttando risultati di preservazione su
strutture classiche. Si tratta di fare i'inverso, considerando le
classiche come casi limite di strutture in prefasci e ottenere i

risultati di preservazione come corollari della caratterizzazione
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di formule attuali ed ereditarie.

BIBLIOGRAFIA

[1] C.C.CHANG e H.J.KEISLER: "Teoria dei modefli",Boringhieri 1980.

2] S.BOZZI: "La fLogica des sistemi dinetti", in preparazione.

3] ©=.p077T1 e G.C,MELONI: "Ideal principles and intuitionssiic al-
gebra", Rendiconti dell'Ist. Lomb. Scienza e Lettere, Classe
di Scienze (A) vol. 111 {1977) pp. 145-150.

[4] S.BOZZI: "Princdpd Adeali e Logica intuslzionisita'", in corso di
stampa su Bollettino U.M.I.

Lavoro pervenuto allfa Redazione £ 16 Settembre 19§12
ed accetftato pen La pubblicazicne L& 17 Gennalo 1983
su parene pavorevole di G. LokfAL e R. Magara



