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*
CALOTTE COMPLETE IN PG(3,8) (*)

* *
Luca Maria ABATANGELO - Michele PERTICHINO (**)

Summary. In this paper we have constructed complete caps 4An

PG(3,8) having 37 points on an elliptic quadric.

INTRODUZIONE.

[1 problema della costruzione di calotte complete, non ovaloidi,
gia risolto per h > 3 (cfr.[1][2][4]) & tuttora aperto per h = 3.
Infatti vengono meno in tal caso i procedimenti adottati per la trat
tazione generale, tra l'altro 1'uso del teorema di Hasse-Weil nel-
la dimostrazione della completezza di talil calotte. In questo lavo
1o, gli autori si prﬂpmngdna di colmare tale lacunﬁ costruendo ca-
lotte complete, non ovaloidi, in PG(3,8). A tale scopo fanno vede-

re, in primo luogo, che & possibile scegliere 37 punti su una qua-
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drica ellittica di PG(3,8) in modo da ottenere, con l’aggiunta di
un punto, una calotta completa. Costruiscono inoltre una calotta
completa che ha ancora 37 punti su una quadrica ellittica ma che

contiene anche due punti che non vi appartengono.

1. Richiamiamo innanzitutto alcune proprieta del campo di Galois
GF(8). A tal fine consideriamo GF(8) come 1l'estensione algebrica di
terzo grado ottenuta mediante 1l'aggiunzione del simbolo u radice

della seguente equazione:

x3 + X+ 1 =20

irriducibile su GF(2). Gli elementi di GF(8) sono

)

. +1(=u®) 7.

2+u+1(=u5),u

{0,1,u,u ,u+1(=u3),u2+u(=u4),u
In particolare, ne segue, che u € un generatore del gruppo molti-

plicativo di GF(8). Al solito modo [3], definiamo

Co

‘1

{a € GP(8)|x2+x+a 0 ha due soluzioni},

{a e GF(3)|xz+x+a

0 non ha soluzioni}.

]

Si verifica facilmente che

CU = {D,u;uz,u4} C1 = {1,u3,u5,u6}.

Oltre alle solite proprieta di un campo di caratteristica due si ha:

(a) Per ogni x e GF(8)~-GF(2) risulta che x appartiene a Ci se e so-

lo se X appartiene axcj, essendo 1 # j.
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(b) GD - {0} = {abla,b € 61*{13na#b} C1 - {1} = {abla,b € CD-{O}ha#b}.

2. In questo numero costruiamo in PG(2,8) una classe di archi comple

ti, che interverranno nella costruzione della calotta del n.3.

. : . . 2
Siano I' la conica di equazione x +yz = 0 e

N 2 _ 2
Tg ={(t,t ,1) [ teC,} r. = {(t,t ,1) | te c1}

due suol sottoinsiemi tali che:

(i) [Tyl = 1T ] = 4

‘I'|

(11) U2(0,1,0) ¢ 1'unico punto all'infinito di T.
(1ii) U1(1t0,0) ¢ i1 nucleo di T.

(iv) I' = PD U F1 U {UZ}'

Proviamo ora la seguente

PROPOSIZIONE 2.1. L'insdieme

K =T,V {U,,D},

dove D & {& punto di coondinate (T,us,ﬂ),é un 6-arco completo.

Proviamo innanzitutto che K & un arco. Per le (ii) e (iv) basta

verificare che nonesistono due punti di Pg allineati con D. Siano P_,
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P2 due punti di FO' Dette (t1}t$,1) e (tz;t§;11 le loro coordinate,

l1'equazione della retta P1P2 e

(2.1) y = (t1+t2]x .t

Affinché tale retta passi per D deve essere

ma tale relazione non pu0 sussistere essendﬂ,t1 € t2 elementi'dicﬂ.

Verifichiamo ora la completezza di K. A tal fine basta provare

che per ogni punto del piano passa almeno una secante. Distinguiamo

percid vari casi:

(a) Per P(1,m,0) passa la retta DU2 secante di K.

(b) Per P(a,b,1), con HECU passa la retta,congiungente il punto

X[a,az,ij € TD con UZ’ secante di K.

(c) Per P(1,c,1), con ceGF(8)-{1}, passa la secante P1P2 di FU se

e solo se (cfr. (2.1))

E' facile verificare (cfr. anche la (b) del n.1) che al variare

di t1 e t2 in C0 descriver GF(8)-GF(2). Se c¢c = 0 si ha che per

(1,0,1) passa la retta,congiungente il punto (uz,u4,11 con D, secan-

te di K. Se c=1 si ha che per (1,1,1) passa_la retta,congiungente il
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punto (u4,u,1) con D, secante di K.

(d) Per P(a,c,1), con aeC,-{1}, passa la retta trasformata della se

1

cante s per (1,c,1) mediante la collineazione w di equazioni

px' = X+, py' = y+l2, pz' =z, con A = a+l € CU-{U}.

La retta w(s) & ancora secante di K, in quanto la collineazione

w lascia fissi i punti all'infinito e trasforma PU in sé.

PROPOSIZIONE 2.2. Detto

Fh = {(huzt,hz(u4t2+u2t+1),ﬁ|tEC0}:

L'insieme Kh = Fh U {U1,U2} ¢ un 6-arco completo pern un qualsiasd

h non nullo d4 GF(8).

Poiché 1'immagine di un arco completo mediante una collineazione
€ ancora un arco completo, l'asserto discende dalla Prop. 2.1 e dal

fatto che la collineazione di equazioni

2

px' = huzx, oy '= hzu x+h2u4y+hzz, pz' = z

trasforma K in Kh.

3. Costrulamo ora una calotta di PG(3,8) avente 37 punti su una qua
drica ellittica Q ed un punto non appartenente a Q. Fissato in.
PG(3,8) il tetraedro fondamentale U1(110,0,0], U2(0,1!D!0),q3(0,0,1,03
U4(0,0,D,1J siano:
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(a) Q 1la quadrica ellittica di equdzione x2+xz+zz+yt = 0.

2

(b) T' = {(w,w ,0,1)|w e GF(8)}

2

(c) ﬂj= {(uJ+2w, uzjtudw +u2w+1}JuJ,1)|WEC0} , con j e{1,...,7}.

(d) A = U A._.
i J

S1 verificano subito le seguenti

PROPOSIZIONE 3.1. U1 ¢ 4L nucleo di T.

PROPOSIZIONE 3.2. I' U A © Q.

PROPOSIZIONE 3.3. Sul piano z = ujt, L'insieme 'ﬂ_U{U1,U2} ¢ un
J

arco completo.

Siamo ora in grado di provare che:

PROPOSIZIONE 3.4. L'insieme X = {U1}U ' U A &8 una calotta con 38

punti.

Per le Prop. 3.1 e 3.2 sara sufficiente verificare che non esisto

no due punti di A allineatl con U1. Siann-P1 e P2 due punti di A di

coordinate

,uzj(u4wf+u2w1+1], uJ,1J e (wzu T fu W, tu W

- B | | I |
(wul R P S DIRE IR

.

rispettivamente. Affinché tali punti siano allineati con U, deve aver

1
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si, oltre che j=j’, anche

dove w1 = w2 sono elementi di CD'

Si prova infine

PROPOSIZIONE 3.5. K & una calotta completa.

Proviamo innanzitutto che per il punto A(a,b,c,1) passa almeno una

secante di K. A tal fine conviene distinguere 1 seguenti casi:

se ¢ = 0, A appartiene al piano z = 0 e quindi per esso passa alme-
no una secante, in quanto la sezione di K su tale piano &€ 1l'arco
completo T U’{U1};

se C = uj, il punto A appartiene al -piano z = ult e quindl per esso
passa almeno una secante, in quanto la sezione di K su tale piano &

data dall'arco completo ﬁj U {U1,U2L (cfr. Prop. 3.3).

Possiamo ora limitarci a considerare solo punti del piano t =0,

non appartenenti alla retta U Uz, secante di K. Tale punto A ha per

1

tanto coordinate (m,n,1,0).

Se m# 1 e n # 0, il punto A appartiene alla secante di K, con-

giungente 1l punto X(a,az,0,1) di I' con il punto Y(U,hz,h,1) di &h,
purché a = mn/(m2+1) ed h = n/(m2+ﬁﬁ

Se m=1ed n# 0, i1 punto A appartiene alla secante di K, con-

giungente i punti X di I' e Y di ﬂj’ ove

* - - 2
X(u3+2(w+u5),u23+4[w+u5)2,0,11 -€ Y (wu? :

. W +u2w+1),u3,1),

,uZJ (u
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purchétﬂ —

Rimangono infine da considerare solo i punti

u n/w, qualunque sia

W
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elemento di C

O—{G}.

Pertichino

della retta U.U

273"

L'appartenenza di tali punti ad almeno una secante € fornita dalla

seguente tabella:

(0,0,1,0) e XY,
(1,0,1,0) e XY,

(u,0,1,0) e XY
2

(u’,0,1,0) e XY,

(u3,0,1,03 =
(w*,0,1,0) e
: |
(u’,0,1,0) €

w?,0,1,0) e

XY,
XY,
XY,

XY,

dove
dove
dove

dove
dove
dove
dove

dove

X(1,u”,u°,1) e Ay Y(1,u°,u,1) e A,
X(uﬁ,u4,u ,}) € ﬂz, Y(u3,u4,u6,1) g ﬂﬁ
X(U,us,uS,T) e &5, Y(uz,us,u6,1) = ﬁﬁ

X(0,u",u”,1) e A
X(0,u,ut.1) e &

X(u,u”,0,1) e T,

2 3

X(u,u,u

X(u3,u6,ﬂ,1) € T,

,1) e A

5!

4!

6 3
6,

Y(uﬁ,u3,1,1) e A
Y(u®,u,u,1) e A
Y(us,uz,u2,1) e A
Y(u ,u }1,1) e A

Y(u4,u6,1,1} e A

7

1

2

7

7

4. Costruiamo infine una calotta completa di PG(3,8) avente 37 pun-

ti su una quadrica ellittica Q e due punti non appartenenti a Q.Fis

sato in PG(3,8) il tetraedro fondamentale UTCT,O,U,U),U2[0,1,U,U],

U3[0,0,1,D), U4[0,U,0,1) sia Q la quadrica ellittica di PG(3,8) di

: 2 2 -
equazione X +xz+z +yt = 0.

E' facile verificare che:

(a) 1 punti U, e U

1

2

non appartengono a Q e che la retta

A

U,U

3

& ester
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na a Q;

(b) le coniche A e A di equazioni rispettivamente:

sono contenute in Q.

(c) U, &€ 11 nucleo di A, ed U, & il nucleo di A ;

T 0 3 o0
(d) Dette ﬁl le coniche di equazione xz(lz + A+ 1) + yt =Ax+z =0
si ha: |
A= lectg{ﬂ}ﬁl Q.

PROPOSIZIONE 4.1. L'insieme F = {U1,U3} U &0 U A_ UA & una ca-

Lotta di 39 punitd.

Per le (a),(b),(c) e (d) basta provare che per U1 e per U3 non

escono secanti dell'insieme A4 U A, U A_. Infatti considerata la ret

ta UTP s1 ha che:

la retta U

(1) se P e A 1P ¢ tangente Q (cfr. (c));

d’
(ii1) se P e ﬂm-Uz, la retta U.P seca Q in un punto del piano di equa

zione x = z e quindi non appartenente ad F;

(iii) se P e A - {Uz}, cioé se P ha coordinate (a,b,Aa,1), con b =

= azilz + A+ 1) e X e C, - {0}, la retta U1P seca Q nel punto di

0
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coordinate ((A+1)a,b,Xa,1) appartenente al piano di equazione z

= Ax/(A+1), con l/(l+1) e C

I

1 - {1}; e quindi non appartenente ad F.

Analogamente considerata la retta USP si ha che:

(j) se Pe A, la retta USP e tangente Q (cfr. (c));

o0

(jj) se P e ﬂo-{liz} la retta U,P seca Q in un punto del piano x = z

e quindi non appartenente ad F;

(jjj) se P e A, (cfr. (iii)) la retta U,P seca Q in un punto di coor

3
dinate (a,b,(A+1)a,1) appartenente al piano di equazione z=(A+1)x,

con (A+1) e C, - {1} e quindi non appartenente ad F.

:

LEMMA- 4.2. In PG(2,8) due ovali hanno al pid cdnque punii 4in comu

ne.

Ricordiamo 1innanzitutto che un'ovale ((q+2)-arco) di un PG(2,q),
con q pari, e priva di tangenti. Supponiamo ora che esistono due ova

Ay, AL,A A AL ta

11 O, ed O, aventi sei punti in comune e siano A 208 A, AL ta

1 2 1’

11 punti. Proviamo che O1 ed 02 coincidono. Infatti detto P un punto

di 01, distinto dai punti Ai,_si ha che le sei rette PAi risultano

secanti sid 01

02 in quanto per un punto non appartenente ad un 10-arco di PG(2,8)

che 0,. Allora P deve necessariamente appartenere ad

passdano cinque secanti. Analogamente ngni-puntn di 02 appartiene ad
01.
PROPOSIZIONE 4.3. La calotta F 2 completa.

Proviamo 1'asserto verificando che non esistono punti dello spa-



Calotte complete in PG(3,8) 141

zio PG(3,8) per cul non passi almeno una secante di F. Tale verifi-

ca, ovvia per i punti della retta U1U2, verra fatta considerando i

punti del piani per tale retta.

E' lecito trascurare 1 punti del piano z = 0 in quanto F seca su
tale piano un 10-arco. Consideriamo i punti del piano t = 0, . per
quanto detto prima tali punti hanno coordinate (m,n,1,0). Se m # 1
e n# 0 tale punto appartiene alla secante di F congiungente i pun

ti X[mnK[m +1), mznzf(m +1J 0,1) di &0 e Y(O,nzf(m2+f)2,n/(m2+1),1)

di & . Il punto (1,n,1,0), per n # 0, appartiene alla secante di F,

congiungente 1 punti X((A+1)n, (l+1)2n2 0,1) di &D e Y(n,[12+1+1)n2,

rn,1) di A , dove X & un qualsiasi elemento di C.-{0}. Il punto

0

(m,0,1,0) appartiene alla retta U1U3 secante di F.

Consideriamo ora i 6-archi Pk.che F seca su ogni piano di equazio

ne z = kt, con k € GF(8) - {0}. Dalla definizione di F si ha che:

k
(4.1) I ={U1:U AU(O:kZ:kJ‘I): Al:(kuﬁjkzusrk!1): A}z{(kusikzuﬁik?T]!

k 2’

AE(kuB,kzus,k,1)}_

S1 verifica allora facilmente che la conica Ck di equazioni:

(4.2) x(y+k“t) + k°t% = z+kt = 0
: : . k  k  k | k |
contiene 1 punti U1,U Aj,ﬁ A ed ha come nucleo AU. Allora, per

il Lemma precedente, 1l'unica ovale Ok contenente Fk > data dalla co
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nica'Ck e dal suo nucleo AE. Ricordando poi che in un PG(Z2,8) non

esistono archi completi di cardinalitd diversa da 6 e da 10 (cfr.[9,
[3] p. 210), per completare la dimostrazione, occorre verificare che

per ogni punto di Ok - Fk passa almeno una secante di F, qualunque

sia k e GF(8) - {0}. Confrontando le (4.1) e (4.2) segue che

2 2. 4

Okﬂli = {D?[k,ﬂ,k,1), Dg(ku,k uz,k,1), Dg(kuz,k u ,k,T);DE(kuﬁkﬁ,u,k51)}.

k k _k

I punti D,,D,,D, appartengono rispettivamente alle secanti di F con

giungenti U, con ciascuno dei seguenti punti di A

3 0

2 2 4 4

X, (ku,k’u’,0,1), Xstkuz,k ut,0,1), x, (ku®,k%u,0,1).

k

Infine per D1

passa la secante di F congiungente il punto K2 di ﬂD

4 6

con il punto Y (ku ,kzud,ku ,1) di A
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