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TRASFORMAZIONI OLOMORFICAMENTE PROIETTIVE SU UNA VARIETA'
MUNITA DI UNA PSEUDOCONNESSIONE LINEARE CHE CONSERVA UNA
STRUTTURA QUASI COMPLESSA.

*
Luigia DI TERLIZZI - Anna Maria PASTORE (*)

Summary. Given a mandifold with an almost complex sthucture 7,we
study the holLomorphically profective trasformations of Zhe pseudo-
connections which presenve the structunrne. Moreover, we caracterndize
the vectorn fields which presernve the hoﬂamn&pﬁiaaﬂiy.pﬂaﬂai curves,
with nespect to a half-symmetric pseudoconnection, and we prove that

they form a Lie algebra.

$ 1. INTRODUZIONE E PREMESSE.

oD
In questa nota, assegnata una varieta M reale, C -differenziabi-

le, di dimensione 2n, munita di una struttura quasi complessa 7,si
introduce la nozione di curva olomorficamente piana rispetto ad una

pseudoconnessione V che censerva la struttura, e si studiano le pseu

(*) Istituto di Geometria - Universita degli Studi - BARI -
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doconnessioni half-symmetric, proiettivamente correlate. Infine si
caratterizzano i campi vettoriali su M che conservano le curve olo-
morficamente piane, rispetto ad una pseudoconnessione, e S1 prova

che essi costituiscono un'algebra di Lie.
Nel seguito si indicheranno con & 1'algebra delle funzioni Em-di_f_
ferenziabili su M, con I:, (r,s) e (NZ)*, 1' #-modulo dei campi

tensoriali Cm—differenziabili di specie (r,s), con AT 1' #-modulo
delle r-forme C -differenziabili su M, con h il campo tensoriale di
specie (1,7) canonicamente definito da Z e con K il campo tensoria-

le di specie (1,1) di Kronecker. Infine si porra Ig =%, I= I:) :

- - - - - o0 -
, € s1 omettera sistematicamente la locuzione C -dif

T
1= (r,,sJENEFIs
ferenziabile.

Sara utile considerare, nell'% -modulo 1;, q > 1, dei campi ten

sorialil di specie (1,q) identificati con le applicazioni #-q-linea-

ri di % in ¥ , 1 seguenti operatori:

1) per ogni ke {1,...,q} , ﬁi ¢ l'automorfismo di 11; definito da:

ﬁi{n)(xi;,.,xk,...,xq) = ﬂ(xl""’h(Xk)""’XqJ

1

per ogni E.Iq_ e per ogni (X ,...,qu e X1,

:

2) € 2 1l'automorfismo di ‘I;. definito da:

%Tﬁ](KT,...,Kq) = ﬂ(h(X1),...,h[Xq])

per ogni m € I; € per ogni {X1,.nn,xq) e 44,
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q
Evidentemente gli operatori # = k£1 i@k e ¥ sono estensioni degli
operatori.# e € definiti nel § 1 di [1].

E' immediato, inoltre, verificare le seguenti proprieta, per ogni

k e{1,...,q}:

yﬂ? =? . 2=—
(1.1) k{“) k(ﬁ’n T); 91: L.
Le notazioni &, &, C indicheranno rispettivamente le operazio
ni di altérn&zimne, simmetrizzazione e contrazione relative agli in

dici di volta in volta indicati.

Infine si denotera con T il campo tensoriale di Nijenhuis relati

to alla coppia (h,h), cioé la torsione della struttura 5’,[4]1[7];

Si ricorda che una pseudoconnessione lineare su M, indicatﬁ'cﬁﬁ'
v, & i;n'ap;il icazione #-lineare di & nell' $-modulo delle d?ariva'zi_c_i
ni di 7T . Resta pertanto canonicamente definita nun'applicazione,
¥-lineare, di & nell'algebra delle derivazioni di # e quindi un

campo tensoriale A e I:, che si dice il campo fondamentale di V.
In particolare se A = K, V @& una connessione lineare.

La forma-di torsione di V & la 2-forma vettoriale I , definita,
per ogni (X,Y)eZZ, da:

S(,Y) = 3 (Y - VX - L (X,Y))

ove L, (X,Y) = [AX,Y] + [X,AY] - A [X,Y].

Per le propriet2 delle pseudoconnessioni si confronti [2],[4].
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L 1
In particolare, se V € una connessione lineare, e se A EflT ,

si dice pseudoconnessione lineare di campo fondamentale A, canonica

L v L ~ L
mente associata a V, l'applicazione V =V o A, Denotate con £ e ' Z

"\ L
le forme di torsione di V e V rispettivamente, risulta:

_ L L I
=M T - A o I +&(VA)

v
"= A

(1.2)

ove -ﬁh ¢ definito come 1'operatore.# con 1l'uso del campo A in

luogo di h. Infine se V e V sono due pseudoconnessioni di campo fon
damentale A efi} , rispetto alle quali la struttura & €& parallela

(cioé Vh = Vh = 0), posto per ogni (X,Y) ef%z

(1.3) TX,Y) = TY - VY,
per la prop. 1.2 di [4],esiste una 1-forma di differenziale tenso-
riale o di specie (1,1) tale che, in ogni dominio coordinato U,
si abbia:

no= L (5. - h b ho)
U 2 U Uu u U
ove con 7 si & indicata la 1-forma differenziale tensoriale di spe-

cie (1,1) associata al campo tensoriale T e*j; definito in (1.3).

Ne segue- che, indicato con p il campo tensoriale di specie (1,2)

associato alla 1-forma p, risulta:

(p = Fo %(GJJ-

1
(1.4) m=
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§2. PSEUDOCONNESSIONI HALF-SYMMETRIC E SEMISIMMETRICHE SU UNA VA-
RIETA' QUASI COMPLESSA.

Deg. 2.1. Una pseudoconnessione V, di campo fondamentale A, si
dice half-symmetrnic se Vh = 0 e la sua forma di torsione I verifi

ca l'uguaglianza:
(2.1) L -6 -TGo ML= 0.

044. 2.1. La (2.1) equivale, per la prop. 2.3 di [4], alla:

ToMs = 2(A © T + §

con S = %JWS, ed S campo tensoriale di Nijenhuis relativo alla cop

pia (A,h).

PROP. 2.1. Siano V una pseudoconnessione di campo fondcmentale

—-— ar

A, tale che Vh =0e¢ I ZRa forma di torsione di V. La pseudo-
connessione V, di campo pondamentale A, definita ponendo, per ogni

(X,Y) Effz

V,Y =

- 1 - - -
. VY - 7(E -€L -T oy 1)(X,Y)

¢ half-symmethic.

L'asserto si stabilisce con una verifica diretta. Si ricorda,in
: : . 1 .
fine, prop. 2.1 di [4], che per ogni A € x1, esistono sempre, Su
una varieta quasi complessa, pseudoconnessioni di campo fondamenta

le A, tali che Vh = 0.

L
PROP. 2.2. Siano V una connessione Lineare, half-symmeinic, ed
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"\
ﬁ.E 11 tale che h o A = A o h. La pseudoconnessione V, di campo gon

L
damentale A, canonicamente assoclata a V & half-symmetric se e 50480

Ae nLsulta:

L L L
A (VA) - €(HF (VA) - T MF(VA)) = 0.

L "\
Si noti che Vh = 0 implica Vh = 0 e che nell'ipotesi h o A =

= A o h sussistono per ogni 2-forma Q a valori vettoriali, lke seguen

ti1 proprieta:

My ©€) Q) = (€ o) ()
(Mo M) Q) = (M o) ()

Risulta, allora, con ovvio significato dei simboli:

\ L L I, L L |
D -65 -Fo ML = M (I -L - T oMD)-A ° (3- GL-To ME) +

| L L L
+ A (VA) - €A (VA)) -T oM (A (VA)).

da cui segue 1l'asserto.

e F L . rd F mh
PROY. 2.3. Siano V una connessione Lineare e V. La pseudoconnes -
' J _ L L
sLone di4 campo fondamentale h canonicamente associata a V. V @
, v
haﬁé—agmmat&LC se ¢ soltanto se Lo ¢ ?h.

51 0sservil che:

'"'uh L
V. h=20 <==> Vh = 0

ed 1noltre risulta:

"y ", L L
To ¥ _ @5t _goms?y = -(z -€ -TouT).
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Essendo 4 di rango massimo, segue l'asserto.

Ded. 2.2. Sia V una pseudoconnessione di campo fondamentale A.

Si dice 1-forma di Einstedin relativa a V, la 1-forma ¢ = C;[E},

ove L €& la forma di torsione di V

L )
PROP. 2.4. Sianoc V una connessione Lineare e V' La pieudoconnes

. . 1 , . L .
sione d4 campo fondamentale A ECI1 canondcamente associata a V .RL

sulta allora;

'"L-A 1 L
(2.2) o = A(®) + Cz(ﬁ(m)),

"'LaA . L n""ﬁt
ove ¢ ¢ & sono Le forme di Einstedn relative a V e V .

L'asserto segue dalla (1.2).

Deg. 2.3. Una pseudoconnessione V di campo fondamentalc A € 1}1

si dice semisimmetrica se Vh = 0 e la sua forma di torsione I veri

fica 1a condizione:

(2.3) 5 =%ﬁ(¢éﬂ}{+h(¢) g h)

ove ® e 1la forma di Einstein relativa a V.

084. 2.2. Si verifica facilmente che 1la forma di torsione T di

una pseudoconnessione di campo fondamentale A, semisimmetrica, veri

fica le relazioni:

(2.4) L - 6L = 0; ML = 0.
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PROP. 2.5. Ogni pseudoconnessione semisimmetrnica € halg-symmetnic.

L'asserto segue dalle (2.1) e (2.4).

PROP. 2.6. Se V ¢ una pseudoconnessione di campo gondamentale
A E‘I} , semisimmetrica, nisulta: A o T + S = 0.

E' noto che, [4], poiché Vh = 0, la forma di torsione I di V ve

rifica la relazione:

(2.5) S -FL + T oL = 4(A o T + S).

Dalla semisimmetria di V , per la (2.4), segue l'asserto.

COROLLARIO 2.1. Se esdiste una pseudoconnessione d4L campo fonda-

mentale h, semisimmeirnica, nisulta T = 0

In effetti, per A = h, si ha:

—

(2.6) Ao T + 5 =90 T + %*A?T

e poiché AT = -2.9 o T, dalla proposizione 2.6 segue l'asserto.

L r"l-'h
PROP. 2.7. Sdiano V una connessdlone Lineare e V' La pseudoconnes-
L .
sdone di campo fondamentale h canondicamente associata a V. SL ha:

L s
. # # - h - * - ¥
1) se¢ V ¢ semisimmetrica, allora V ¢ semAsimmetrnica;

n, L
h L. # ] # ' -;. # F -
2) se¢ V ¢ semisimmetrsica e T = 0, allora V & semasimmefrica.

L . Vh
Per provare la 1), si osservi che, poiché Vh = 0, risulta V h=0;

pertanto dalla (2.2) segue, per le rispettive forme di Einstein:

Av
3" = h(o)
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e dalla (1.2),

n, L L ar
Zh = MY - T o ¥ = %ﬁ'(h("ﬂ 8 K -®d3 h) = %ﬁ@h HI{+h($h]Eh).

. . “h L h L
Perla 2), sinoticheda V h = 0 segue Vh = 0 e dalla Y M3 - Fo L

si ottiene:
L L
[27) FGE =fcﬂ2+2

Dalla 1ipotesi T = 0 e da Vh = 0, per le (2.5),(2.6), risulta:

L L L
(2.8) Y o - € v To HT =0
e quindi, -dalle (2.7),(2.8)
L “h L %h
€L = Jo L OVVETO Y = ¢ €L .

. h | e .l . - : ; .
Poiché V & semisimmetrica, dalla precedente relazione si ottiene:

L .
- 1

= E.ﬁ’(@ m K + h(¢)  h).

0s4. 2.3. E' noto, [10], che affinché una varietd quasi comples-
sa ammetta una connessione lineare % semisimmetrica occorre e bastd
che risulti T = 0. Dai risultati precedenti consegue che T = 0 &
condizione necessariae sufficiente affinché esista una pseudocon-

nessione semisimmetrica di campo fondamentale h.
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§ 3. CURVE OLOMORFICAMENTE PIANE RISPETTO AD UNA PSEUDOCONNESSIONE.

_ .
In quanto segue ogni curva y su M sara supposta di classe C e,
per semplicita, con immagine contenuta. in un dominio coordinato.

Si ricorda la seguente definizione, [2],[3].

Deg. 3.1. Siano y : J = M, J intervallo di IR, una curva su M,e
V una pseudoconnessione di campo fondamentale A E,I}. Si dice che
y & ammissibile per il parallelismo rispetto a V, se esiste un cam

po vettoriale X(t) = XY , lungo y, tale che:

(t)

(3.1) vVt e J (X(t)) = y(t).

A
y(t)
Fissato un tale campo X(t), si dice anche che y & X-ammissibile per

il parallelismo.

Deg. 3.2. Una curva vy : J - M, X-ammissibile per il parallelismo
rispetto ad una pseudoconnessione V, di campo fondamentale A, e ta

le che Vh = 0, si dice (h,X)-o0fomorgicamente piana, rispetto a V,

se esistono due funzioni f,g differenziabili lungo y tali che risul

ti:

(3.2) ¥t e J (?XXJY(tJ=f(t)X(t) + g(t) (hX) (t).

ove X € un campo vettoriale su M che estende (X(t))tEJ, ed inoltre
X(t) = X £(t) = £(y(t)), g(t) = gly(t)).

y(t)’

51 dice che y e ofomorficamente pLana rispetto a V se esiste un cam

po di vettori X(t) lungo y tale che y sia X-ammissibile per il pa-
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rallelismo ed (h,X)-olomorficamente piana.

044, 3.1. Se £ e g sono nulle, la curva y & una X-geodetica per
V e viceversa. Dalla proposizione 5, § 2 di [3], segue che per ogni

p € M, per ogni Xp € TP(M), esiste almeno una curva y : J=[-g,e]|=M,

e > 0, (h,X)-olomorficamente piana rispetto a V e tale che y(0)=p,

X(0) = X_.
(0) b

0456. 3.2. Se U & un dominio coordinato di M, tale che y(J)c U,

la (3.2) si scrive:

axt (1)
dt

(3.3) ; Fij(t)Xr[t)Xj(t)=f(t)Xi(t] + g()h: (DX (1),

Infatti, denotato con (Ei)!<i<2n il riferimento naturale associato

ad U, posto

X = X'e. , A = Ate. ® 33, V e. = Tﬁjek’ risulta, per la (3.1):

e. ]

.. . ) r k
L1.3 Sk 1,7 k.,  L1,].K dX” (y(t)) oX ~
(vIKJlU = XX Fijek + X Ai(BrX )ek—X X Pijek + P -;;;ek-

. k
v1.] Lk dX

Deg. 3.3. Sia y @ J - M una curva X-ammissibile per il paralle-
lismo rispetto ad una pseudoconnessione V di campo fondamentale A.
Per ogni t € J, si1 dice sezione X-ofomorga 1n y(t) e si indica con

(HS) X 11 sottospazio 2-dimensionale di T M) generato da

y(t)’ Y(t)[
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{X(t), hy{tJX(t)}‘

E' evidente che (HSJ? = ((HS) costitulsce una distribu-

e
vy(t) ted

zione differenziale di dimensione 2, lungo Y.

Peg. 3.4. Sia vy : J = M una curva X-ammissibile per 11 paralle-

mismo rispetto ad una pseudoconnessione V, di campo fondamentale A,

r

tale che Vh=0. Si dice che 1la distribuziﬂne-THS); e X-parnallela

: ., X :
lungo vy rispetto a V, se per ogni LY(t))tE € IéJ[HSjY risulta,

J t (t)

per ogni teJ, (V_,Y) € (HSJX ove Y €% estende (Y(t))

(t) (t)’ J’

PROP. 3.1. Sdiano V una pseudoconnessione di campo fondamentale
A, take che Vh = 0 e vy una curva su M, X-ammissibile pern 4L paral
Lelismo. v & (h,X)-olomorngLcamente pLana nispetto a V, se e soltan
to se La distrndibuzione delfle seziond X-oLomornfe Lungo v € X-paral-

Lela Lungo y, tdlspetto a V.

§ 4. PSEUDOCONNESSIONI h-PROIETTIVAMENTE CORRELATE.
Def. 4.1. Due pseudoconnessioni V e ¥ che conservano la strut
tura 7 si dicono h-proietitivamente cornelate se, rispetto ad esse,

sono olomorficamente piane le medesine curve.

044, 4.1. Se V e ¥V sono due pseudoconnessioni di campi foénda-
mentali A e B rispettivamente, h-proiettivamente correlate, esse de
vono avere le stesse curve X-ammissibili per il parallelismo, e quin

di deve risultare A = B, [5].
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PROP. 4.1. Siano V ¢ V due pseudoconnessioni di campi gondamen-

tali A e B nispettivamente, haf’-symmetrndic.V e V sono h-proietts

vamente cornelate se e s0lo se nisulta:

1) A =B,

2 - .
2) posto, pern ognd (X,Y) e X, n(X,Y) = ?XY - V.Y, esistono due,

X
1T-§orme w ed ® tatli che:

(4.1) m=%(wr K -Phw) mh) + omK+ h(e) ® h.

Se Ve V sono h-proiettivamente correlate, si ha, per l'osser-

vazione 4.1, A = B, Inoltre, per ogni p € M, per ogni XP € TP(M},

esiste una curva vy :[-e,e] = M, (h,X)-olomorficamente piana rispet-

to a V e, quindi, rispetto a V, tale che +v(0) = p ed X(UJ'= X

Risulta, allora, per ogni t e[-g,€]:

(H(K’K))Y(t] = H(Y(t),Xp)XEt) + b(y(t),XP)(hX)(t).

In particolare per t = 0, si ha:

X ,X = , X )X b(p,X )h (X ).
Mo (KpoXp) = a@uX )X, + B, X )hy (X))

Tenendo presente che per ogni X € T (M), h (X ed X sono 11
P P 5 P P P P] P -

nearmente indipendenti, si verifica che le due applicazioni
: T (M) » R e y T (M) - R
%} P P P

definite rispettivamente da:

Y T (M = X X ) =b
KP € pE ) ¢p(XPJ a(p, pJ wp{ p) (P,XpJ,
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sono lineari. Inoltre, ¢'= (¢ ) ey = (Y ) sono due 1-forme
¢P P PP

eM eM

differenziabili su M.

Risulta,.quindi, per ogni X e &
m(X,X) = (¢ =K+ym h) (X,X)

Segue che:

(4.2) L(n) = Lo 8 K) + LW = h)

Poiché V e V sono half-symmetric, e o/ (m)=E-% ove I e I sono

-

le rispettive forme di torsione di V e V, si ha, dalla (2.1):
(4.3) A(r) - €A (n)) -ToMH(n)) = 0.
Inoltre si ha, per la (2.5)

S -4% +TolM T = 4(A o T +8) =2 -¥% +T oML

da cui:

(4.4) () - € (1) +FT oM (1)) = 0.

Dalle (4.3) e (4.4) seguono le:

ToMA(TM)) =0, () = €(m)).

Inoltre dalla (1.4) si ha: @w + F o E%(w) = 0,

da cui, decomponendo w in parte simmetrica e parte alternante:
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(4.5) A(m) +T o P, (W)= - L(n1) -To P(S(1)).

Poiché si verifica direttamente che:

-ﬂfﬂ@MﬂN= ToMA(m)) = 0

o | —

dalle (4.5) e (4.2) si ottiene:
A1) = - AT P,(S(M))) = - 24K 5 (6-h(¥))+h 8 (Y+h($) D),

e quindi la (4.1) ponendo:

(¢+h ().

(6-h($)) ed o = %

_ 1
vo=73

La condizione sufficiente & di facile verifica.
COROLLARIO 4.1. Siano V e V due pseudoconnessioni di campo fon
dameniale A , halp-symmetrnic, ed h-prodettivamente corrnelate. Le

1-4orme w ed w defla (4.1) sono definite da:

1 T
(4.6) W = C1(W)
ovvero per ogni Y € X, w(Y) = nit traccia (VY - VY):
(4.7) 5=~ (3 - ¢
. = 4 ¢ ¢

ove ¢ ¢ ¢ sono Le 1-forme di Ednstedin d4 V e V, nispettivamente.

L'asserto segue dalla proposizione 4.1 applicando gli operatori

di contrazione C} e C% alla (4.1) e tenendo presente che
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traccia(h) = 0.

COROLLARIO 4.2. Due pseudoconnessioni simmetricheV ¢ V di cam-
pi fondamentali A e B nispettivamente, tali che Yh = Vh = 0, sono

h-prosiettivamente connelate se e s0Lo Ae:

1) A = B;

2) esiste una 1-forma w tale che, detto m il campo tensoniale di

Y - V.Y, per ogni (X,Y) e;%z, 54 ha

specie (1,2) defindito da ﬁX X

(4.8) T =FAw w8 K) - £ h(w) ® h).
L'asserto segue dalla proposizione 4.1 e dal corollario 4.1.

PROP. 4.2. Sianc V e V' due connessiond Lineand, half-symmetric.

Le seguenti proposdiziond sono equivalentd:

1) Ve V' sono h-procettivamente corrnelate,

N “h v h ,
2) Le pseudoconnessiond di campo fondamentale h, V' e V', canond-

camente asscocdate a V e V' so0no h-prolettivamente cornelate.

L'asserto segue dalla proposizione 2.3 e dalla osservazione se-

guente.

Se s1 pone:

v Y h, ©~h
= V! -V = ' - -
T(X,Y) XY XY e T(X,Y) V XE .?Xff,
_ v
si ottiene 7 = E%(ﬁ) e quindi, se V e V' sono h-proiettivamente cor

relate, con:
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Pl r K -Fhw ® h) + o & Kth(w) = h,

_—
risulta:
(4.9) m =% mK) -%Mh() 8h) +tm K+h(1) ® h
con 0 = h(w) e T = h(w).
v h Y *'v

Viceversa, se V' e V sono h-proiettivamente correlate, con mw

come nella (4.9), si ha:

v

T = - E?;'i('n) =P(wm K) - $hw) 8 h) + w ﬂK+hE$) ® h,

con w = ~-h(g) ed w = -h(1).

Def. 4.2. Sia ¥* il sottoinsieme dell' £-modulo &£ delle pseu-

doconnessioni su M, costituito dalle pseudoconnessioni half-symme-
, . - 1 ] . g , ,
tric. Per ogni (w,w) € A x A, si dice trasformazione olomorgica

mente prodettiva, o h-proletitiva, l'applicazione T(m &):ﬁf* - ¥
3

che ad ogni V € %¥* associa la pseudoconnessione V € ¥* definita po

nendo, per ogni (X,Y) € ﬁj:

ﬁ'}{’f = 9,Y + (H(w ® K) - #(h(w) 5 h) + w ® K+h(w) ® h) (X,Y).

Evidentemente, se ,Ezc:ﬁf* denota 1l'insieme delle pseudoconnessio

ni di campo fondamentale A E:L}, risulta: T(m

&}QEE)CJEE-

2

PROP. 4.3. Sia V una pseudoconnessione di campo pondamentale A,
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half-symmetnic. 1L campo tensorndale di specde (1,2)

1
LV = L - = H(d® m K+ h(®) 8 h)

¢ Anvarndante per thasformazioni h-prodettive di V.

1 1

Infatti, se (m,&) e A x A e V =T - (V), risulta:
(w,w)
&:%(5-@ e T =1 +%G 8K+ h(@ = h)
da cui segue L = L

<]t

PROP. 4.4. Sia V una pseudoconnessione di campo gondamentale’A,

halg-symmetrnic.

V ¢ semisdimmetnica se e s0Lo se ¢ h-proiettivamente corrnelata ad

una pseudoconnessione V di campo fondamentale A, simmetrnica e tale

che Vh = 0.

Si supponga V semisimmetrica e sia ¢ la 1-forma di Einstein ad

essa relativa. La pseudoconnessione V definita, ponendo, per ogni

(X,Y) € ﬁﬁ:

- 1
(4.10) V.Y = V.Y - —(¢ 8 k + h(¢) = h)

verifica la condizione Vh = 0 ed & h-proiettivamente correlataa V.

Inoltre, risulta:

P o= T - %af(¢ m K + h(¢) & h)

il
=
L

e quindi, dalla semisimmetria di V, segue z
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Viceversa, se V & h-proiettivamente correlata ad una pseudoconnes-

sione V simmetrica e tale che Vh = 0, dalla proposizione 4.3, segue

L = L? e, poiché V & simmetrica, si ha L = 0.
V )
S1 conclude che L? = 0 e quindi V & semisimmetrica.

§ 5. TRASFORMAZIONI CHE CONSERVANO LE CURVE OLOMORFICAMENTE PIANE
E CAMPI VETTORIALI h-PROIETTIVI.

E' noto che, se yu & una trasformazione differenziabile di M, si

.. . “ . .
pud definire un automorfismo u dell'algebra L, ponendo, per ogni

H e I;, per ogni p € M,

4V

AV
(UH)u(p) = up(Hp)

N
ove Up indica 1'isomorfismo, dell'algebra tensoriale relativa a

TP(M) sull'algebra tensoriale relativa a T (M), determirato dal

n(p)
differenziale (u*}p di p in p.

Deg. 5.1. Siano p una trasformazione di M e V una pseudoconnes-

sione di campo fondamentale A. Si dice pseudoconnessione trasforma

ta di V mediante 1, la pseudoconnessione V di campo fondamentale

" ..--_1 _1 . .
A=wuw (A) =y, oo Ao pu,, definita ponendo:

2 -1
V(X,Y)e & y U, {?u M Y).
>

<]i
e’
I

Si verifica facilmente che:

Lo - -
a) Il campo tensoriale 1(h) = h = u*1 o h o y, definisce su M
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una struttura quasi complessa J.
b) Vh = 0 <===> Vh = 0.

c) V & half-symmetric rispetto alla struttura 4 se e solo se V

@ half-symmetric rispetto alla struttura J .

Le a),b) sono immediate; per la c¢) si osservi che, indicata con

£ la forma di torsione di V e con I quella di V, risulta:

V(X,Y) € g.:‘z L(X,Y) = u:1(2(u*X,u*Y])

e quindi

F -FF - ol )X,Y) = u ((E - €~ TodI) (1. X,u.Y))

oveé4 e M sono gli operatori analoghi a ¢ ed # , relativi alla

struttura Z. Poiché u, & un isomorfismo, segue la c).

PROP. 5.1. Sianoc u una trasgormazione di M e V una pseudoconnes-

4idna, di campo fondamentale A , tale che Vh = 0. Siano, inoltre,

- ) - .r'h_
V La ftrasformata di'V mediante u ed h =ypyu 1(h].

1) u trasforma Le cunve (h,X)-oLomorficamente piane rispetto a V

in curve (h,u, X)-olomornficamente piane nispetto a V.

—:

2) u  trnasporma Le curnve (h,X)-olomorficamente pLane adspetto a V

- =1 ) , , . -
in curve Ch,u, X)-olomorficamente plane rispetto a V.

Se vy : J>Me (h,X)-olomorficamente piana rispetto a V, risul-

ta:
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Vt e J (X(£)) = ¥(£), (VX =F(OX(£)+g(t) (hX) (¢).

ALt ()

Sia y' =p oy la curva trasformata di y mediante u. Si ha:

Vt e J  y'(t) = (u,.) (Y(t)) = A (1, X)

Yy (t) y'(t) y'(t) ’

e quindi y' & p, X-ammissibile per il parallelismo rispetto a V,
Inoltre

(V X) = (ftu, X+gh(u,X))

w,XP ey () Y'(t)

ove si & posto £ = f o p e g =g o U

Per 1la 2) si procede in modo analogo, tenendo conto della rela-

zione:

- -1
VoY = u, (V M, Y)

X -1
M, X
Deg. 5.2. Una trasformazione p di M conserva Le curve olomorfi-

camente piLane rispetto a V se trasforma curve (h,X)-olomorficamen-

te piane in curve (h,u,X)-olomorficamente piane rispettm a V.

Con le notazionl sopra usate si1 ha:

COROLLARIO 5.1. Sia h = h. ALLora Le seguentd prOpPOSLZAONAL BAONC

equivalentdi:

-1 : ) :
1) u e yu consenvano Le cunrve clomorgicamente piLane rispetto a vV

2) Le pseudoconnessioni V e V sono h-proletftivamente corrnelate.

Ded. 5.3. Un campo vettoriale V e& si dice quasi analitico se
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risulta ,fbh = 0, ove .3; denota la differenziazione di Lie nella

direzione di V.

Def. 5.4. Un campo vettoriale V eZ conserva Le curve olomorgi
camente pdLane rispetto ad una pseudoconnessione V di campo fonda-

mentale A, se ogni trasformazione locale ¢5 dei gruppi ad un para-

metro generatli localmente da V, conserva le curve olomorficamente

piane rispetto a V.

Si pud facilmente provare, [8], che se V & una pseudoconnessio-
ne di campo fondamentale A, e V e¥, la derivata di Lie di V nella

direzione di V, caratterizzata da:
2
= - -

V(Y,Z) e X (&"Vv) (Y,Z) V(?YZJ ?Y(_?’VZ) ?H‘E’UY'Z’

& una pseudoconnessione di campo fondamentale ¢9}A e, quindi,
1
irm— ;f =
_fvvezz <==> ZA =0

Deg. 5.5. Sia V una pseudoconnessione, di campo fondamentale A,
half-symmetric. Un campo di vettori V e 4 si dice h-prodlettivo ri

spetto a V se 12%A = 0, ed esistono due 1-forme p,0 tali che:

EV? =% (p g K) - L(h(p) m h) +om K + h(o) & h.

0s44. 5.1. Se V & h-proiettivo rispetto a V si ha:

1

1A 1 1 _
C,(ZT) 5.0= = C (A LN =5 C (&1 =

n+1l

©
I
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PROP. 5.2. Sianoc V una pseudoconnessione d4 campo fondamentale
A, tale che Vh = 0, e V eZ. Se V consdenva Le curve olomorfica-

mente piane adlspetto a V, nisulta:

£, A= 0 , £ h=0.

Senza perdere in generalita, si pud supporre che il campo V sia
completo, e sia ¢5 11 gruppo di trasformazioni generato da V.

Poiché ogni ¢5 conserva le curve olomorficamente piane, dalla con

dizione di ammissibilita per il parallelismo, dalla osservazione 3.1
e dalla proposizione 5.1, segue, per ogni s:

(9 .), o A=A o (),

S
e, quindi qﬂ%ﬁ_= 0.

Risulta, allora:
LY E‘I1 .
Vv 2

Siano p € M, Xp € TP(M) e vy : J > Muna curva (h,X)-olomorfica-

mente piana rispetto a V, tale che y(0) =p e X(0) = Xp. Si ha:

(5.1) VteJ  (TyX) ) = a(t)X(t) + 8(t) (hX) (t).

t)

e

Poiché, per ogni s, Yo = ¢S oY € (h,(¢5)*X)—nlﬂmﬂrficamente pia-

na rispetto a V, risulta:

(5.2) Vted (

(tbS];K]Y (t) - uS(t)(¢SJ*XCtJ+BS{tJﬂh{¢5)gﬂ)(t)*

(0.0, .
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Dalle (5.1) e (5.2) segue, per ogni t € J:

[Lﬁ%?}(X,YJY = A(OIX(L) + B(t) (hX) (t) + B(t) (£,h) (X) (t)

(t)
ove B €& la stessa funzione che figura nella (5.1).

5-3* [,(Z ? 5 - G p :{ + B p}]]. l:}{ + B p [.9 h.h F\x :‘,

ove si noti che cs%v)p(xp,xpj dipende soltanto dal punto p e dal
vettore Xp e non dalla particolare curva y considerata, né dal par
ticolare campo X considerato, tale xhe X(0) = X

D'altra parte, per la Y-geodetica ¢ : J' - M con condizioni ini-

zialil (p,Xp), rispetto a V, risulta:

¥t e J' (vYY)c(t) = 0
e quindi:
¥Vt e J (&V?}(Y,mc(t) = a'(t)Y(t) + B'(t)(h(Y) (L),
da cui, pet t = 0, poiché Yp = Xp, si ha:
5.4 LAY X ,X = o' X ‘ h (X
(5.4) (U)p(pp) u(p)p+8(pJp(p)

clo0€ (E;EJP(XP,XPJ appartiene al sottospazio di TP(M) generato da

X ,h (X :
{ . p( p)}

Dalla (5.3) segue, allora, che per 11 fissato punto p, risulta:
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h X = X )X b(X h (X ).
L)) = a(X )X+ X Dh (X )

Dalla arbitrarieta di X e dalla IR-linearita di Lf%h)p s1 de-~

P

duce che a e b sono costanti, e quindil:
- (5.5) ¥X e T (M) “Z h) (X ) =aX + bh (X))
p p Viipp P P P

Applicando la (5.5) al vettore hp{xp) e ricordando che hmﬁ;h =

- - L%%h] o h, si deduce a = b = 0, da cui Qﬂath = 0.

Dalla arbitrarieta di p in M, si ottiene :E}h = 0.

PROP. 5.3..84ano V €2 e V una pseudoconnessione di campe gon
damentale A, half-symmetric. Affinché V conservi Le curve oRomorfi
camente piane nispetto a V, occorre e basta che V sia quasi analiti

co ed h-prosettivo.

Si supponga che V conservi le curve olomorficamente piane e sia

(¢S) 11 gruppo ad un parametro generato da V, supposto per sempli-
cita completo.

Sia v~ 1la pseudoconnessione di campo fondamentale AS, trasforma
ta di V mediante ¢g.

Dalla proposizione 5.2 segue che Q%A = 0, S%h = 0 e quindi poi

. . . S
ché h = hS, per ognl s, ogni V conserva la struttura h, & half-sym

metric e, per 1l corollario 5.1, & h-proiettivamente correlata con

V.
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Dalla proposizione 4.1 e dal corollario 4.1, segue che. posto

per ogni s,

V(X,Y) e @° S X,Y) = vy - vy
risulta:

S

1 =W s K) - hw) 8h) + o 8K+ h(e>) ® h

-

con w (Y) = nli traccia (VY - VY) e @ = L

Risulta allora, per ogni (Y,Z) e;fz

E’ (v Z)=11im —(v Z- (¢ ) {v 7)) = vf\yzw,f(fvzhlm --(¢- ) 4 (w (Y,Z)),
s=+( s—>+0

da cui
1 |
(5.6) (£,7) (Y,2) = lim —(¢ ), (" (Y,2)).
s->0
D'altra parte, risulta:

(5.7) 1lim —(¢ ), (W (Y)Z) = n—-(llm *—((d} ) & (C (VY- Y)))Z =

s> s-+0

"y
1 (1im —(E¢ 3. [c‘tqa 1(‘F(chJ*Y)-‘?(¢S)*Y+?(¢S)*Y—W).)))Z=

n+ 1 <50

.
(c (,Sf’ (VY))- C (?CSE‘ Y)))Z = -

1
.C1;2%?)(Y)Z.

n+1
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Analogamente, poiché (hfw®) ® h)(Y,Z) = (w = K)(hY,hZ), si ha:

: | S S 1,
(5.8) iiﬁ <00 ), ((h(w™)) (YDR(Z)) = —= (C, (&, V) (hY))h(Z).

Infine, risulta:
] -5 1
— = —( &
(5.9) iig 5(¢SJ*(m (Y)Z) n[. VcI:*](Y)Z.

Sostituendo le (5.7), (5.8) e (5.9) nella (5.6), si ha:

(5.10) G?f?) = P(p v K) - £ h(p) m h)+om K+h(g) & h
e si & posto - C1G? V) = l¢%?$'
ove s P TR R AT N e

11 che prova che V & h-proilettivo, poiché si & gia provato che

:ﬁ} A = 0.

Viceversa, si supponga i%ﬂ = 0, i%h =0 e 43;? della forma

(5.10), con 1 valori su indicati per p e o, in virtl della osserva

zione 5.1.

Per provare che V conserva le curve olomorficamente piane, basta
: : . oS . . .
provare, per il corollario 5.1, che ogni V° & h-proiettivamente cor
relata con V.
Per ogni s, si ponga:
- S

FS :tmis g K) ~t9Th(m5) B h) + w m K + h(&s) ® h,

con w ed w T-forme definite da:
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S

5> (° -3).

¥YY e mSEY) = 1 traccia (?SY~ Y); w =

1
n+l n

, . 2 .
Inoltre, per-ogni s, per ogni p € M, per ogni (Y,Z) e & , sia:

| S
W(s) = ((be]*{?YZ))p-(? (¢5)*Z)Pﬂ'[[¢53*(ﬂ (Y,Z))Jp € TP(M],

(¢5)*Y
e si osservi che, per provare l'asserto, basta provare che W(s)=0,
per ogni s. Infatti, risulta evidentemente W(0) = 0, e con calcol1l
analoghi ai precedenti:

d(i;5)= (¢SJ*((G9;?](Y,Z] - (Lo m K) - ¥#h(p) @ h) +6 8 K +

+ h(o) ® h)(Y,Z)) 1 )3
¢ (p)

S

... 4 W(s)
e quindi s = 0.

I
-

0s4. 5.2. Se la pseudoconnessione Vv & simmetrica, Vh e V

e h-proiettivo rispetto a V, allora si ha:

fV?= Lo m K) - £h(p) & h)

i
o
L]

poiché risulta ovviamente ¢ = 0, e quindi o

PROP. 5.4. L'insdieme ded campd vettoriali quasi analitici ed
n-proLettivae nispetto ad una pseudoconnessione V, di campo 4onda-

mentale A, half-symmetrnic, & una sottoalgebra di Lie dellf'algebra
a

Risulta ovviamente, per ogni (V,W) Ef%z, quasi analitici ed
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h-proiettivi,

, T ’ [" !['] ’
— e — i ——

Inoltre, si verifica facilmente che, da

L V=SpowmK) - %h(p) mh) + pw K+ h(p) ® h

e

fwv=sf(mm1<)-y(h(mjmh)+;mk+h(&)mh
segue:

ﬁﬁV,W}E?=”9TG 8 K) - Y(h(o) s h) + o m K + h(ﬁ} ® h,

- = ¥ - ¥ 5 = N - "
ove si & posto © y W w Ps O ‘2; W ;gh 0
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