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GRUPPI FINITI A FATTORIALI MUDULARI( )

(**)
Patrizia LONGOBARDI

Summary. A group G 48 calfed a modular group Lf§ the subgroup Lat

tice L(G) o4 G L5 modulanr.

In this papern, 4indte supersoluble groups whose propern factors

arne all maduﬂa& are defermined.

Sia IP una classe di gruppi, 1 suoi elementi vengono chiamati IP-
gruppi.

Un gruppo G & detto minimale non P-ghuppo se, e solo se, G ¢ IP

e H e IP, per ogni H < G.

Un gruppo G & detto a fattoriali IPP-gruppi, se, e solo se, G ¢ IP
e, per ogni H«q G, H # 1, risulta G/H € IP.

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.S:A.G.A. (C.N.R.)
(**) Istituto di Matematica "R. Caccioppoli" Via Mezzocannone, 8

80134 NAPOLI -
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Un gruppo G & detto modulare o M-gruppo, se, € solo se, il reti-

colo £(G) dei sottogruppi di G & modulare.

S1 determineranno tutti i gruppi finiti supersolubili a fattoria
11 modulari. L'analoga indagine su altre classi di gruppi finiti,
quale ad esempio quella dei gruppi risolubili non supersolubili,non
ha condotto ad una efficace classificazione, non potendosi control-
lare 1'azione del gruppo sul suo unico sottogruppo normale minimale
(cfr. Curzdio [1] e [2]). E' possibile ottenere, perd, caratterizza-

zioni riguardanti la struttura di Sylow dei quozienti non banali di

G.

Tra 1 gruppi ottenuti si ritrovano, naturalmente, 1 gruppi debol

mente modulari, non modulari, gia studiati da Foat [4].

Si ricorda che 1 gruppi finiti modulari sono stati caratterizza-

ti da Iwasawa [7],[9],[14]:

1. Un p-gruppo -f4inito non dedekindiano G e modulare se, e s0lo se,
esLste un sottogruppo noamale abelfiano A di G ed un elemento t inG
tafe che G = <A,t> e, per un gf4issato intero s, con s > 2 pern p=2,

t 1+p°
¢ a =a P ,pern ogndL a € A.

2. Un gruppo findito G & modulare se, e s0Lo0 se, & prodotio diretto

*

di gruppi a due a due coprimi, ciascuno ded quali ¢ un Pﬂ-gnuppa op

pure un p-gruppo modulanrne.

Si ricorda, 1inoltre, che:

3. Un gruppo G & detto un P*-gruppo se, e s0Lo se, 2 G = |[P| Q con -P
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p-gauppo abeliano elementare, Q q-gruppo ciclfico, p # q, Q = <x> e

X r

a” = a , pen ogni a € P, con r Andipendente da a e talfe che T#1(p)
e vz 1(p).
S1 osservi 1noltre che dalla 1. segue che:

LY

4. Un p-gruppo findito metaciclico non dedekindiano H e modulare a

centro cdiclico se, ¢ s0lo se, H 2 estensione ciclica di un s0ftogrup

D - n , : |
po ciclico <a> con |<a>| = p. mediante un elemento b che induce su
1+p°> -
<a> L'automonfismo a » a P , 0 < s <n, s> 2 per p =2, tale che
] n-s
e _ P :
D = a con j > n - s.

I gruppi finiti minimali non modulari sono stati caratterizzati

da Napolitani [10].

Nomenclatura e,notazioni sono quelle usuali in teoria dei gruppi
(cfr. ad es.[5] o [6]). In particolare la scrittura G = [A] B de-
nota che G € un prodotto semidiretto di A e B, con A 4 G, e lascrit
tura G = A Y B indica che G & un prodotto centrale di A e B (1 sot-

togruppl amalgamati saranno precisati qualora non risultino dal con

testo).
Inoltre si denotera con D4 11 gruppo diedrale d'ordine 8, Q8 11 grup
po del quaternioni, € si porra, con p primo, n € N, |
M(p) = <a,b,v/aP = bP = P = 1,[a,b]= v,[a,v] = [b,v] = 1>
n 1 i+ n-1
D .(p) = <a,b/a® =bP =1, b 'ab=a P > |

n, il

n-1
H(pn) = <c,d,z/cp = dp = z,zp =[c,d] ,[p,d}p = 1 >
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Da notare che ¢ D, v M(Z), che per pn =2 & N() n QE e per

n LY

p # 2 € N(pn) v D (p), e che per p = 2, n = 2, ¢ D

n+1,1

1. GRUPPI FINITI NILPOTENTI A FATTORIALI MODULARI.

I p-gruppi finiti a fattoriali abeliani, gia studiati da Rosats

[13], sono stati caratterizzati da Newman [11](cfr. anche KfLein[8]).

Sussiste pertanto il seguente

TEOREMA 1.1. Un p-gruppo ginito P ¢ a fattornials abeliand se, e

s0L0 se, € di uno ded tApi seguenti:

(k) P=A YA Y ... YA Y B

1 2 h
m
con A, v M(P) (i=1,...,h), B = <z/z2% = 1>, m > 1
I Il
(kk) P = C1 Y C2 Y ... Y Ch Y N(p ) o P = N(p)
con C. vM(p) (1=1,...,h), n> 1.

In particolare, si ha:

. |
1.2, Un p-gruppo g4inito G d4 rango 2( ),can p # 2, ¢ a gattornda-

L4 abeliandi se, e so0ko se, & di uno ded tipd seguentdi:

(j) G~ M(p), conp # 2

(33) G n N(pn), conp#2 e n> 1.

(*) Per range di G,-r(G), si intende il minimo numero di elementi
capaci di generare G.
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1.3. Un 2-gruppo g4indito G di @aﬁga 2 2 a gatltornialki abeliand se,

e s0lo se, & di uno ded Lipi &2 uentd:

(h) G v M(2)

(hh) G v.N(2™), con n > 1.

1.4. Un gruppo §inito nilpotente G a fattoniali modulari & un

P-garuppo.
Dim. Ovvia.
Si perverra al seguente:

- TEOREMA 1.5. Sia G un p-gruppo finito.

G @ a fattordials modulari se, e s0fo se, 2
G=A Y ...YA YK con Aj v M) (5= T,..0,h)

con K di uno ded tip4i:

1) caclico o QB

ii)  metaciclico modulare non dedekindiano a centro ciclico

o | | | n-1

iii) [H]<w> , H= <a,b> come 4in 4., wP = 1, a” = a1+P , bY = b,

uppﬁna .G = K con K del ztipo (iii).

Alla dimostrazione del Teorema 1.5 si premettono le seguentl pro

posizioni:

1.6. Sia G un p-gruppo finito a fattoriali modularni. ALLora G ha

un s0fo sottogruppo normale minimale.
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pim. Per assurdo, esistano. M, N 4 G, |M| = [N| = p, M # N.
G & non mudﬁlare, sicché esistﬁnﬂ A, B < G con B ﬂnﬁ;-|A/B| _ p3
e A/B non modulare (cfr. ad es.[14]). Risulta N, M < A(E]EaN,MﬁB(EJ
sicché %? e '%?.’ normali minimali in. %-, coincidono.

Allora & NB = MB, ed esiste b € B - {1} tale che n = mb, per oppor-

. | ) =1 A A/<b> )
tuni ne€e NemeM, dacuib=m ne 2(G) e B B/<b> quoziente

A < G
<b> — <b>

del gruppo modulare

1.7« Un p-gruppo finito G d4i rango 2, con p > 2, a’fattornialdl

abeliani & non modulare se, e s0f0 4e, ¢ G v M(p), con p # 2.

Dim. E' immediato verificare che un gruppo del tipo [jjj di 1.2
¢ modulare (cfr. 1) e che un gruppo del tipo (j) di 1.2 & non modu

lare, a quozientli propri modulari.

1.8. Un 2-gruppo §4indito G di rango 2 a fattorniali abeliani & non

modufare se, e so0lo se, & G ~ M(2).

Dim. I gruppi del tipo (hh) di 1.3 sono modulari (cfr. 1 pernxT)

mentre M(2) & banalmente a fattoriali modulari.

1.9. Un p-gruppo f4inito G a fattoriali abeliani, con r(G) > 2, ¢

non modulare.

G
() pa N £ A seguirebbe A YV ;r E'E e A modulare.
3 . A A/N el
() Da N < B seguirebbe E v B /N quoziente del gruppo modulare

A/N < G/N.
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Dim. Per assurdo, sia G modulare.
Da G hamiltoniano a fattorjiali abeliani, ségue G » QB e G di rango
2, contro le ipotesi. Allora (cir. 1), & G = A<t> con A 4 G, A abe-

S
L + L L]
liano e at = a1 P , per ogni a € A, per un fissato s; ma allora A

"
e ciclico ( ) e r(G) = 2, contro le ipotesi.

1.10. Sia G un p-garuppo finito aaﬁattﬂhiaii modulani, non a fat-
toniali abeliani, e sia N 4L suo unico soitogruppo normale minimale.

ﬁﬂtuua G/N & non dﬂdékindiana.

Dim. Se G/N fosse hamiltoniano, 1'assurdo seguirebbe dell'essere
A 5
G un p-gruppo a fattoriali T-gruppi ( )(cfr.Rﬂbinaan [12] N.3 pag.

192, o anche De Vivo [3]).

1.11. Sia G un p-gruppo finito a fattoniali modulari, non a fat-
tondialil abeliandi, N AL suo unico so0ttogruppo normale minimale e Ada,

S
<bN> con A a G, A abeliano, (aN]b = aj+prq, per ogni a € A,

Zla

A
con s > 0 Aindipendente da a.

ALLorna 2 G = K con K del tipo (iii) def Teorema 1.5 e con s <n-l.

Dim. Sia A = H x ... x H , H > N, una decomposizione di A" in

sottogruppi ciclici, Hi = <hi> (i=1,...,1r).

(*) G a fattoriali abeliani comporta G con un solo sottogruppo nor-.
male minimale | |

(%) Un gruppo G dicesi un T-giuppo se, e solo se, ogni sottogruppo

subnormale & normale.
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Dall'essere N l'unico sottogruppo normale minimale di G, segue che
| 6

ogni Hi (i=2,...,r) ha ordine p ( ); mentre da G/N non abeliano,

segue |HTXN |3p2,=|H1| = p" con n>3 e, con g opportuno generatore

S
di <b>, hf = hzfp , 0 < s < n-1,

| 7 . | n
Si verifica facilmente che & r < 2( ), sicché & G = <h1,h2,g/h?=
Y h S | n-1
- wP - P - 2 _ 8 _ n1*P 18 _ 4 4P con
= h2 = g° =1, h1 = h1,h1 = h1 , h2 = h2h1 > con n > 3,

Samre

0 < s <n-1 (s> 2per p = 2), oppure G = <—h1,g/1 = hl.? = g

g T+p5
h® = h

; : > conn >3, 0<s <n-1 (s> 2per p=2). Ma in tal

caso G & modulare (cfr. 1), contro le ipotesi.

Da Z(G) ciclico segue che <h, ,g> @ un p-gruppo metaciclico modu

E .
lare a centro ciclico ( ), sicché, per un opportuno turiEECEw{hT,g}=
t 14p° ' n=s
m <h1,t> con h1 = h% P , -con tIJ = h? , j>n-=s, e anche con [hz;g}=
= [h,,t].
| b 1+p=S b 1+pS o
(®) Sia H. = <h.>. Da (h.N)_ = h, P N seque h. = h. ° m, con meN
i i i i i i
| 1+ > i+ S
e (hPyb o P)'TP P o (nPy'TP e h® s
i i i i

() se fosse r>2, H_ e H_ si potrebbero ottenere come generati ri-

2 3
. . - -1
spettivamente da a e ¢ tali che ag = am, cg = Cm , con m € N,

sicché risulterebbe <ac> 4 G.

(®) ovviamente & Z (<L, ,g>) < <h

BPs .
1 fg,PECG(h).

1 2
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j-1 ; n-s-1
P (h Jp hZ’ si verifica che G €& del

it
o+

Ma allora, posto w

tipo richiesto.

1.12. Sia G un p-gruppo f4inito a fattorcaldi modulani, non a fat-

torniali abeliani, N L& suo unico sottogruppo normale minimale e §?=
A . o P b 1+ps _
* N <bN>, con A ¢ G,Aa fattorniali abeliandi, (aN) = a N per ognd

aeA, con s > 0 indipendente da a.

l,...,h), K ded

Il

Atlora 2 G = A, Y...Y AL Y K con A~ M(p) (r

tipo (ii) def Teorema 1.5 ¢ s < n-1, oppure del tipo (iii), oppure
2 G = K con K det tipo (iii).

Dim. Da 1.1, 1.2, dall'essere G/N non abeliano ¢ dall'essere Z(G)
ciclico, con g opportuno generatore di <b>, scguc subito che G & di
uno dei tipi:

1) G = <A,g> con A = A1 Y...Y Ah Y <2> del tipo (k) del Teoremal.l,

£ m-1

S
m>2, g¢ =1,[x,gle <P > per ogni x € ;’\I\f,...\".ih,[z,g}zp

con 0 < s <m-1 (s > 2 per P = 2), <z,8> p-gruppo metaciclico

modulare non dedekindiano a centro ciclico.

2) G = <A,g> con A = CT Y...Y ChY <c,d,z> oppure A = <c,d,z> del

€ n-|

tipo (kk) del Teorema 1.1,2(A) = <z>, gp = 1,[x,ghlequ > per

S
ogni xe CIY...Y Chlq{c_1d},[c,g] = cP ,n> 1,0 < s <n (s > 2

per p = 2), Z2(G) ciclico.
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Si supponga G del tipo 1). Ci si pud chiaramente ridurre al casc

in cui, in A, Y... Y Ah’ soltanto in un A. un generator¢ € non per-

1 1

m-1
mutabile con g; sia ad esempio A1 = <a,b> con [a,g]=zp =la,b],
[b,g] = 1. Allora, posto t = b_1g, risulta G del tipo richiesto,con

K del tipo (iii).

Si supponga adesso G del tipo 2). Si osservi innanzitutto che si

- 9
pud supporre[x,t=1per ogni x e C, Y...Y C, e anche (c 1d,t] - 1)

3

h
per un opportuno t tale che G = <A,t>.

n I1=5

P _ [C,tp

Supposto poi [c,d] = ¢ ], risulta Z(G)ﬁ<c-1d,t>=

-1 n-s n-s+1
= <C dtp > e Z(G)M<e> = <cp > sicché, per ¢ < n deve essere

—

1 n-s n-s+1 -1
¢ 'atP e <cP > < <c,t>, <c d,c,t>

Per € > n, & <c,c_1d,t> = [<c,t>] < ¢ las = K del tipo (iii)-

<c,t> = K del tipo (11).

1.13. S4a G un p-gruppo finito a fpattordiald modufarst, non a fat--

toniall abeliand, N 4L£ suoc undco sottogruppo normale mindimatle, % =
S
- A <bN>, con A 9 G, A non abeliano, A abeliano, (aN}b = aT+p N, pexn

N N

ogni a € A, con s > 0 Aindipendente da a.

Se esiste H <A, |H| = p, H#N, allora ¢ A =M x H, con M a fat

toniali abeliand.

n -1 ap”
(%) se @ [c,dJ = cp e [c_ d,t] = ¢ ¥ con o # 0, basta sostituire

t con tuc.
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10 -
Dim. Risulta A' = N, ¢(A) = A'Ap < Z(A) ") e (ap)h = (ab]p =

l+p°
=(ﬂp]p=

5
(ap)1+p , per ogni a € A, sicché, da H < ®(A), segui-

rebbe H ¢ G contro le ipotesi.

Allora ¢ H £ ¢(A) e A = M x H.

Per assurdo, esiste K ¢ M, [K| = p, K # N. Esisterebbero dunque

b

k € K - {1}, h e H- {1} tali che kb = kneh = hn-I'sicché <kh><G

contro le 1ipotesi.

Quindi M & a fattoriali abeliani.

1.14. Sia G un gruppo nelle 4Lipotesi di 1.13. Allora 2 G = K con

K def tipo (iii) def Teorema 1.5, oppure 2.G = A Y...Y Aﬁ YK con

1
Ar v M(p) (r = 1,...,h), K del tipo (ii) e s < n-1, oppure del ti-

po (iii).

Dim. Da 1.13, da 1.1, 1.2, dall'essere G/N non abeliano, G con
un solo sottogruppo normale minimale e quindi Z(G) ciclico, sempre
con t.nppurtunu genefatnre di <b> e f opportunoc generatore di H,'sg
gue subito che G & di uno dei tipi: |

1) G = <A,f,t> con A = A,Y...YA Y <z> del tipo (k) del Teorema 1.1,

€ m S.

-1
fP = P =[x,f] per ogni x e A,[f,t]= 2P ,[i;ﬂ-zg,

m> 2, 1 =

—
—

——

bile con Z(G) ™ (A x <f>);

0 < s <m=1 (s> 2per p=2),[x,t] e<z®? >, <tP > confronta

C CP
{1ﬂ] Per ogni a,c € A, ¢ a = an, con ne€N = A', sicché a = anP =

= ae ct e z(n).
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2) G = <A,f,t> con A = C1 Y...Y Ch Y <c,d,z> oppure A = <c,d,z>

£
del tipo (kk) del Teorema 1.1, Z(A) = <z>,n>1, 1 = £P = P , [x,f]=1
n-1 n-1

per ogni x € A, [f,t] = 2P , [x,t] € <z? > per ogni X% € CIY"'

S
Y Cth{c—]d}, c,t] =cP , 0<s <n (s > 2 per p = 2),

Z(G) rﬂ‘<:ur:_ltzi,,t> confrontabile con Z(G) ™ (A x <f>).

51 supponga G del tipo 1). S1 osservi innanzitutto che si puo®

esprimere A x <f> come (A1 Y...Y AL Y <z>) x <f> con ogni Ai gene

h
* (1)
rato da elementi ai,bi permutabili con t . S1 noti poi che &
m-s-1 -1 o
Z(G) M (A x <f>) = <zp f >. Infatti, detto af un elemento di.

Z(G) M (A x <f>), deve essere a permutabile con ogni elementnldi A,

ZB EBP'S

_ m-1
sicché ¢ a = zB. Deve pol essere t zBfmt = £470P = zBfu,

m-s-1

-— -1 n
m=1. - 0(p™), sicché risulta af® = (ZP £

da cui Bp5~+m1)

| m-s-1 -1 m-S
Allora, se & € > m, deve essere zP £ e <tP > < <z,t> e quin

di £ e <z,t> = K del tipo (ii).
Se invece @ m-s < € < m, & K = <z,t,f> del tipo (iii).
Sia ora G del tipo 2). Si pud ancora supporre [;,t] = 1, per ogni -

- | n-1 n-s |
x € Co Y..iY ChL*{c-1d} e [c,d] = ZP = [c,tIJ ], sicché risulta

(!') ci si pud chiaramente limitare a esaminare solo il caso hi =

m-1
p

<a,,bi> con fai,t] = Z

[b ,t].= 1 e considerare A, 6 .=
i { .

i

[
A
o
h
o
v
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1 e n-s n-s-1 -1
7(6) M<e 'd,t> = <c 'dt? > e 2(6)™ (A x <f>) = <zP £, e
_s pn—5*1 -1
<c_1dtp > € <z f > confrontabili.
n-s-1 1 -1 n-s
Se ¢ ¢ > n, e P f e <c dt? ><<c,d,t> e £ e <A,t>, sic-

ché G & del tipo richiesto con K del tipo (11ii).

n-s n-s-1 1
Se & £ <n, ec dtP e <zP f > e, per ragioni d'ordine,

¢ 'at? e <zP > < <C,t>, c-1d € <c,t> e G & del tipo richiesto,

sempre con K del tipo (1i1).
Si & ora in grado di dimostrare 11 Teorema 1.5.

Dim. del Teorema 1.5. Se G & a fattoriali abeliani, 1'asserto se
cue da 1.6, 1.7 e da 1.8, osservando che, per r(G) > 2, & G del ti-

po richiesto con K del tipo (i) oppure del tipo (ii), con s = n-1.

Se G & a fattoriali modulari, ma non a fattoriali abeliani, per

1.6 e per 1.10, & % = % <bN> con %‘ﬂ|%|, A abeliano, |N| = p, sic

ché & A' < N. Allora l'enunciato segue da 1.11, 1.12 e 1.14.

Viceversa, se & G = AT Y...Y Ah Y K, con Aj ~v M(p) (5 = 1,...,h),

con K del tipo (i), (ii) o (iii), o G = K e K del tipo (iii), G ha
un solo sottogruppo normale minimale; ed & banalmente a quﬂzienti

modulari.

Se fosse pol modulare, avendo un solo sottogruppo normale minima
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le, risulterebbe metaciclico (cfr. 1), generabile quindi con due

elementi, il che & assurdo.

OSSERVAZIONE. 1 p-gfuppi finiti non modulari debolmente modulari
caratterizzati da Foat [4] sono contenuti nei casi (i) e (ii) del

Teorema 1.5.

2. GRUPPI-FINITI SUPERSOLUBILI NON NILPOTENTI A FATTORIALI MODULARI,
CON UN SOLO SOTTOGRUPPO NORMALE MINIMALE.

Siperverrad al seguente:

TEOREMA 2.1. Sia G un gruppo f§4inito supersolubile non nilpotente,

con un s0lo sottogruppo normale minimale.

G 2 a fationialsi modulari se, e s0Lo se, 2 di uno ded Z4ipd seguen
L4
2
(i) G = <y,x/y’ =x1 =1,y

q

con p,q primi distinti, r Z 1(p), r" = 1(p), 0 <r < p

(ii) G = <P,x> con P = Al Y...Y Ah del tipo (k) def Teorema 1.1

T

D, p # 2, x1 = 1,p,q primi distinti, [ s,x] € s _1Z(PJ per ogni

(m

seP, r# 1(p), rd = 1(p)

(iii) G = [N] K con |N| = p, K cdielico non di ordine pnimo,Z(G)=1.

Premettiamo i seguenti risultati:
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2.2. Sia G un gruppo gfinito supersolubile non nilpotente, con
unico sottogruppo normale minimale. Se G 2 a gattoniali moduland

(G) # 1, allora ¢ |n(G)| = 2 e G/®(G) P*-gruppo.

Dim. G ha un solo sottogruppo normale minimale, sicché &(G) ¢

un p—gruppﬁ, con p massimo divisore primo di |G| ; inoltre G/¢(G)

_ T P b (G) P*-
@ “Z-indecomponibile come G, per cui 2 ¢?G} =150 ]Kzggg )

gruppo, con P p-sottogruppo di SyfLow di G e |m(G)| = Tﬂ('@?G]

Y= 2.

2.3. Sia G un gruppo gindito supensolubile non nilpoten*e a fgatio
niali modulari, G = [P] Q con |P| = p”, Q] = qB, P > q, p a primi,
d(G) # 1 ¢ H undieo sotfoghruppo noamale minimale di G.

ALLora & ¢(P). = N, exp P < pz_a B = 1.

Pim. E' G/N non decomponibile, sicché G/N & un P;~gruppc e P/N &

12
abeliano elementare; allora da %) d(P) # 1 segue ®(P) = N ¢

exp P < pz.

E' poi Q ciclico, Q = <x> e (yN)x = er, per ogni y € P, con

p P
r 21(p) e vl = 1(p), sicché x* induce 1'identitd. su o =

N - o) °©

quindi su P; pertanto & x 3 1.

2.4. Sia G = [P] Q supersolubile non nifpotente, |P|= p”,lQl= a,

(3 .
(12) ®(p)= 1 comporta P abeliano elementare d'ordine p con O > 2

sicché, per il teorema di Maschke, esisterebbe un sottogruppo
normale minimale di G distinto da N.
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P abeliano, N = ®(P) undco svttogruppo noamale mindimale di G.
AlLora, se G & a fattorniali modulani, G & del tipo (i) del Teo-

rema 2.1.

Dim. -% =1}§}~—9§— € un P;egruppn,_e quindi ogni sottogruppo di

@ normalizzato da Q; pertanto P ha un solo sottogruppo d'ordine

(**)

g Z2|d

& ciclico, di ordine p° (cfr. 2.3).

Detto P = <y>, si ha poi yx = yr, con 0 <r<per # 1(p), sic-

chée Y")* = P)F # yP e 2(6) = 1.

2.5. Sia G = [P] Q supensolubile non niipotaute,'lPl = p*,1Q}=q,
P nun-abtii&na,lﬂ = ¢(P) unico sottogruppo normale minimale di G,
Q = <x>.

ALlora, se G 2 a fattoniali modulari, P & un p-gruppo extraspe-
(1l
ciale () e G & del tipo (ii) def Teorema 2.1.

Dim. E' banalmente P' = N = &P): inoltre il centro di P & ci-

(5 . 2 ,
, sicché (cfr. 2.3) & |Z(P)| < p” .Ma allora P & un

p-gruppo a fattoriali abeliani, x induce in P un automorfismo d'or-

-clicn

dine primo con p che lascia invariato ogni sottogruppo normale inP,

per cui (cfr. ad es. [3]) P & di esponente p, e quindi Z(P) = P'.

{13] Se esistesse K < 1K| = p, K # N, si potrebbe considerare il

gruppo [KxN]Q, allara, per il teorema di Maéﬂhke, esisterebbe
K < K x N, K # N, iK|~ p, K normalizzato da Q e G avrebbe un sot

togruppo normale d'ordine p, distinto da N.

Si ricorda che un p-gruppo P & detto extraspeciale se &2 Pl=®P)
= Z(P) d'ordine p.

Basta ragionare come nella nota {(13).
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Segue quindi subito che G & del tipo richiesto.

2.6. Sia G un gruppo gindito supernsolfubile non nilpotente, con N

unico sottogruppe normale mindimale e ®(G) = 1.

ALRonra, se G & a fattoniali modulari, G & del Zipo (iii) del Teo

rema 2.1.

Dim. Detto p il massimo primo divisore di |G|, € G = [P] K, conP
p-sottogruppo di Sylow di G. Allora & ®(P) = 1 sicché, per il teore

ma di Maschke e per le ipotesi su G, & |P| = p, P = N.

Da G' nilpotente e K sottogruppo di Half di G, segue poi K' ¢ G
(cfr. [6], VI, 9.10) e quindi K' = 1, K abeliano. Pertanto Co (N) =N

Ng (N)
v S . 5 isomorfo ad un sottogruppo di Aut(N), e quindi ci-
=N C,(N)

e K
clico.

E' poi banalmente K d'ordine non primo, essendo G non modulare.

Dim. del Teorema 2.1. La condizione necessaria segue da 2.2,2.3,

2.4, 2.5, 2.6.

Viceversa, se G & del tipo (i) o (ii), banalmente G & a fattoria

1i modulari, con un solo sottogruppo normale minimale.

Si supponga ora G del tipo (iii); N & 1l'unico sottogruppo norma-
le minimale e quindi i quozienti di G distinti da G/{1} sono modula-

ri. Se G fosse modulare, per Z(G) = 1 e K ciclico, si avrebbe G P;—

gruppo, G = [P]K con |K| = qB,B> 1 contro 1l'ipotesi Z(G) = 1.
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3. GRUPPI FINITI SUPERSOLUBILI NON NILPOTENTI A FATTORIALI MODULARI,
CON PIU'" DI UN SOTTOGRUPPO NORMALE MINIMALE.

Si perverra al seguenti:

TEOREMA 3.1. Sia G un garuppo finito supernsolubile non nilpotente
con pdit d4 un sottogruppo normale mainimale, s4a p AL massimo prAmo
che divide |G| e non esistano sottogruppd normali minimali di orndi-

ne distinto da p.

ALLora G ¢ a fattorniald modulari se, e s0L0 se, & di uno ded Li-

pL seguentd:

P _ ,P

(1) G = [<n> x <£>]_<x>, con n- = 129,

X

X T

p,q primi distinti, n 1(p),

P = 2%, s 7 1(p), sz 1), r # s(p)

oo 9 9
(ii) G = [<n> x <2&>] (<a> x <b>), con n"=L"=a =b " =1,

P,4,,4, primi distintd, J A 1, nb = n,

b T

£=£:T¥1(P):Tq *=n°

1(p), n%=n", sz1(p), s'=1(p).

Hi

TEOREMA 3.2. Sia G un gruppo pindito éupaaénﬁubiﬂe non nilpotente,

avente due sottogruppi normali minimali di ondini coprimi.

ALLora G & a fattoriali modulari se, e s0ko se, 2 di uno ded Zi-

pL seguentd:
(1) G = <&> x[<n>]<x>, con nP = 29 = x4 = 1, p£q primi,

n* = nr, r 2 1(p), rq

I

1(p)
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(33) G = [<f>]<z>, con £ = 2% = 1,p,q,r primi distinti

£2 = £5, s 2 1(p), s # 1(xr), st = 1(pr).

Per pervenire alla dimostrazione dei teoremi, si premettono le

seguenti proposizioni:

3.3. Sia G un gruppo finito supernsolubile non nilpotente, |G| =

D!‘.rl ﬂz D';t
=Py Py ---P. Py > Py 45 poroognd ice {1,...,t-1}), G con pia

sottogruppd normali mindimali, tutti dello stesso ordine.

ALLora, se G @€ a fattordialdi modulart, ¢ t < 3 E'ui = 1, pex

ognd 1€ {2,...,t}.

o .
Dim. Sia H,,...,H_un sistema di SyLow di G, [H,| = pil per ogni

ie {1,...,t} ¢ N#L, Nd4G,L 4 G,|N|=|L]| = D,
K = HZ"'Ht ¢ un sottogruppo di Haff di G, G' & nilpotente sicché

(cfr. [6]) & K' 4 G; pertanto, per le ipotesi fatte sui sottogruppi

I

normali minimali di G, e K H.,...H abeliano.

2 t
. H:H
Se per assurdo fosse t > 4, esisterebbe i e{Z,...,t}taleJcne-mﬁ-
16
HiL : . s . . . G G( ), sicché
e siano fattori diretti rispettivamente di N €1

HiN 4 G, HTL 4 G e Hi =ZH1 rfﬂiLflﬂh contro le ipotesd.Quindi e

t < 3.

{'%) Ricordiamo che G/N e G/L sono modulari e quindi prodotti diret
ti di fattori che sono p-gruppi modulari o P;-gruppi.
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17
Inoltre ogni Hi‘ i > 1, € ciclico ) e {H(Hi) < G, sicché

v = | = i _
, (H.) 1 e ‘Hll p,, per ogni i > 1

[

3.4, Sia G = [H1]H2 con |H P, |H2| = q, Aupersolubile, tale

) |
che es48%ano N, L « G, |[N| = |[L] = p, N # L.

Se G/N e G/L 4ono P;-gnuppi, allorna G & del tipo (i) def Teorema
3.1, con r % 1(p).

Pim. I pgruppi G = H1 HZN e-g = H1 HEL sono P*-grup-
-+ BTUPPL g N N L L L o ETUP

b i b —

pi, sicché H1/N = H1XL sono abeliani elementari, e tale & quindi an

che HT; inoltre, dettu'Hz = <X>, S1 ha:
T
(h1N}x = h1N“ con r Z 1(p) e rq = 1(p) e

(h1LTK = hJL con s # 1(p) e s = 1(p), per ogni h, e H. .

[1 B)

s(p) e G P;—gruppu, contro

I

Se fosse a > 2, si avrebbe r

le ipotesi. Quindi G & del tipo (i) del Teorema 3.1, con r # 1(p).

H N H L
1

(1?} Considerati o , almeno uno dei due & 11 fattore non

L

normale di un P*~gruppo, sicché & H, ciclico. E' poi
O i

5 (H )N 9 G, p.(H JL 4 G e guindi o (H ) 4 G.
1 i 1 i 1 i

(*®) Infatti, per il Teorema di Maschhe, si avrebbe

G = {N x L x Al X +..X Ausz, con Ri 4 G, |Ri1 = p, per ogni

b4 r S

ie {1,...,u} e a, = a, = a , per ogni a,_ € A1
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3.5. Sia G = [H1]H2 con |H. | = p ,\Hz[ = q, dupensclubile, e N

. |

e L sottogruppd normald minimala distanti d4 G,

Se 4 quozaenti G/L e G/N sono L'uno nildpotente e L'alitro P;-gauﬁ

poe, alklora G & del tipo (i) def Teorema 3.1, con r = 1(p).

=<X>,

Dim. Siano G/N P;—gruppu e G/L nilpotente sicché, detto H2

si ha: h, = h> m, conme N, s Z 1(p) e hT - h

1 1 f, con £ € L, per

1

ogni h1 e H,.
, s-1 - (') _
Se h € H1 - (NUL), e h = fm e L x N c H1 = N x L, da
cui G del tipo (1) del Teorema 3.1, con r = 1(p).

. B _ a _
3.6. Sia G = [H1]H2H3, \H1| =p, |H, q1’|H3}’ d,,P>4q,,4,

praimi dLsXintd, H2 e H3 non noamaldl in G,N e L due so0ttogruppd nox

mallL minAimoali distiniti di G.

AlZora, se G e a fattorniald modularni, G ¢ del fipo (i1i) delf Teo-

rema 3.1.

Dim. Per le ipotesi fatte su H H, e G, &€ necessariamente

2’ 3
G H | H)L ) H. L .G H,| H.N ) H,N . H, | H,L *Hl _ﬁgﬁ_
L~ | L] L L N N | N S IS A R P AV B
* ‘ - {EU)
Pﬂ-gruppl, da cuil e H1 = L X N
(*°) B hx = hf = hsm per opportuni f€L e mé€N, da cui hsn1 = fm-l.

E' poi h di periodo p per le ipotesi fatte su r.
(20 E'¢FHH1} < NMAL = 1 e quindi & H1 abeliano elementare.

Detto poi H2 = <a> e H3 = <b>, si ha: h1 = hlf = hlm, per ogni
-1 -1
hleHI' con f€L, mé€N e r Z 1(p), sicché hf = fm €LxXN, e H1=

= LxN.
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E' poi Hsz = H2 X H3 e G ¢ del tipo (ii) del Teorema 3.1.

Dim. del Teorema 3.1. La condizione necessaria segue subito da
3.3, 3.4, 3.5, 3.6, osservando che almeno un quoziente non banale
di G & un P;-gruppn, per le ipotesi fatte sul sottogruppi normali

di G.

I gruppi di tipo (i) e (ii) sono poi banalmente a fattoriali mo

dulari.

3.7. Sia G = [H1] H,, lH.| = p, [H2| = qB, supensolfubile, con

|

N e L sottogruppi noamali minimali d<i G,|N| = p, |L| = q.

Se G 2 a fattorniali modulari, G & def Zipo (j) def Teorema 3.2.

, | L
Dim. E° H2 4 G, sicché &8 B > 1, e e P;-gruppn e H1 abe
liano elementare.
) (21) )
Da G non modulare, segue H2 non abeliano e H1 = N : H2 non ci

clico comporta anche Lrj¢[H2) = 1 e H, = [L] A con A ciclico.

(*%)

2

Ma allora & H2 abeliano H2 = L x A.EEEH(A) normale in H2 e in

* .
§1A, poiché G/L & un Pﬂ-gruppu. Quindi & U1(A) 4 G, e tﬁ(ﬂ] = 1,

H H N
G 1 2
[21 Se fosse H »N, allora — =|—— sarebbe un P*-gru
) 1 - N N | N O gruppo ©

quindi H2 sarebbe ciclico.

(22) H2 € un g-gruppo modulare con un sottogruppo massimale ciclico,
-1
sicche e H2 = [B]C con [B| = qB ’ IC| = g, B > 2 per H2 non

abeliano, contro l'essere H2 = [L]A, con A ciclico.
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N J (A)]

d G _ L . .
essendo u1 (A) -_ ;_11 (A) L o (A) ] U1 (A)

Pertanto G & del tipo richiesto.

) non modulare.

3.8. Sia G un gruppo ginito supersolubile non nilpofente, con

|m(G)|> 3, ed esistano due sottogruppi N,L normali in G, |N|=

= p, |L| = v, con p massimo primo che divide £'ordine di G.

AlLLora, se G & a fpattondali modularni, AL p-so0ftogruppo di Sylow

P di G ha ordine p.

Dim. £(G) & ZL-indecomponibile, e cosi £(G/®(G)); pertanto, se

fosse @®(G) # 1, si avrebbe G/¢(G) modulare, con lw(étg)')fg 3.
Allora ¢ o®(G) = 1, P abeliano elementare e, per 11 teorema di Ma-

schke, P = N1 X oo0 X Nt, con Ni 4 G, per ogni i e {1,...,t}.

Per assurdo, sia t > 1.

Detto Q un gq-sottogruppo di SyfLow di G, Q £ CG(P), e considerati 1

tre gruppi modulari ﬁﬁ_’ "%"’ % , 1n almeno due di essi la copia
1 2 .

omomorfa di Q non centralizza P. Cid0 succeda, per esemplo, 1n % e
1

G . G A B A ‘ o B A B

—~ . Allora @¢ — = — X —, con |—| =p q ,(|— ,*h——‘) = 1,

N2 N1 N1 N1 N1 N1 N1

6 _ ¢ b . ]c ' KN [‘L il[) _

— y - ) » - .
Ny Ny By N, Nt Ny

Ovviamente & B = [Nf]K e, detto S un qualunque sottogruppo di Sy-
SN,

N2

3
D
Low di K, si ha < N pertanto &€ K < D.
2



96 P. Longobardi

Ma -allora K < BMD = N1KfWD = K(N1FTD) = K e quindi & K = BMD «4 G
(2%)

e G = Ax K , contro le ipotesi.

Non esdiste un gruppo G gindito supersolubile a fattoriali mo

3.9.
Im(G) > 4 e G dotato di due sottogruppi normali minima

dufani, con
LAi N e L di ornddind coprimd.

Dim. Sia p il massimo primo che divide |G].
Detto P un p-sottogruppo di Sylow di G, per 3.8 risulta | P |
N. Sia Q un gq-sottogruppo di Syfow di G che non centralizza P;

=

P =
G | [BL) @ T AT ey oy LG A B
allora e T = [ 3 ] 3 X cnn(l ,P) = [{L ,q) = 1 e PP X p?
A, QP B _
con P-i P # | s I IJ = 1.
' (%)
Allora @ B = [P]K per un opportuno K < B e K < T, sicché @
G=AXK, con A# 1, K# 1, contro le ipotesi.
3.10. Sia G un gruppo finito supernsolubile con |[m(G)| = 3 e con
sottogruppi noamali minimald coprimd.
ALLora, se G & a fattorndiali modularni, G & def Lipo (jj) del Teo
rema 3.2
Dim., Sia G = [PJQR con |[P| = p, p massimo divisore primo di|G|
(cfr. 3.8), |Q] R| =1’ e Q 2 Cu(P).
(2% E' ANK < aNK =N MK =1 e G = AB = AN K = AK.
SL
e (lﬁu'rP] =

2 Cnmunque preso un sottogruppo di Sylfow S di K,

. SL T
| |q} = 1, sicché — < — e K < T.
L — L -

(

E' poi BAT=PKNT=K(PNT)=K4G, G=AB=APK=AK e AMK<ANBNK = 1.
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Per ipotesi, esiste un sottogruppo L normale minimale di ordine

primo con p.

Si supponga sia |L| = r.

Allora ¢ % =[ i}] %} X ? , R @« G e quindi PQ A G, sicché e

:{RP 1 QP Q ciclico e R abeliano elementare.

P p’
(**®)
Ma allora & |R| = r
' (**)
Inoltre & |Q] = g , T >qge G & del tipo (jj) del Teorema
con <f> = P x L e con s opportunamente determinato.

avi oy
i

3.2,

S1 supponga ora, per assurdo, che non esista un sottogruppo nor-

male minimale d'ordine r.

Allora & |[L| = q, L < Q, % ={—%%]% X —%%, da cul PQ 9« G e RL
L

: P RP P
E' po1 % = %]_ p - {%;—} —%?, non potendc essere RP 4 G.

4 G.

E' R = <a>, Q abeliano elementdre, Q = L x B, con B # 1, sicché per

. . a u .
ogni b e Teb =Dbf =Dbn, con £ el, ne Peu£ 1(q), da cui
u~1 . .
b e P xL, il che & assurdo.
(*°) sia Q = <z> e, per assurdo ‘R[ > ¥, R=L x S con S # 1. Allo-
. . : b b
ra, per ogni s€S, s1 ha s L = sL,s = EE, con £ e L e s P=stP,
t t-1 ~1
tZ1(r) e s = s n, con n€P, sicché s = £n ~€LxP, contro
l"ipotesi.
ﬁ G PD RD
(26) Se fosse U (Q0) = D # 1, allora — =|— Q X — e O centrali-
1 D D D D

zerebbe R contro le ipotesi.
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Dim. del Teorema 3.2. La condizione necessaria discende da 3.7,

3.8, 3.9 e 3.10.

E' poi immediato verificare che i gruppi di tipo (Jj) e (Jj) sono

a fattoriali modulari.

OSSERVAZIONE. I gruppi finiti supersolubili, non nilpotenti, non
modulari, debolmente modulari, caratterizzati da Foat [4], sono.con
tenuti nei casi (iii) del Teorema 2.1, (jj) del Teorema 3.2 e (11)

del Teorema 3.1.
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