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SUI RETICOLI DI CONGRUENZE DI STRUTTURE ALGEBRICHE
MODELLI DI TEORIE UNIVERSALI POSITIVE

(*)
Sauro TULIPANI

Summary. LetX T be a countable {inst ornder theory with posditfive
axLioms and Zhe congruence extension property. The main result of
this papen 44 the follLowing. 14 T has a model whose cardinality Ls
greaten than the continuum and whose congruence Lattice L 48 0f §4
nite Length, then T has in every Anfinite cardinality a model whose
congruence Lattice is Asomoaphic to a filtex aﬁ.L. Some othern ne-

sults about subdinectly Airnneducible models are also given.

The nesults stated above are a generalization forn the theonrnies

considened 04 a Ltheorem o4 McKenzie and Shelah.

1. INTRODUZIONE.

Un teorema di W. TAYLOR [10] mostra che se una varietd ¥ possie

de un'algebra A sottodirettamente irriducibile e di cardinalita mag
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giore di quella del continuo ¢ allora ¥ possiede un'algebra sotto
direttamente irriducibile B per ogni cardinalita infinita. Tutta-
via, tale teorema non da alcun legame tra il reticolo Con(B) delle

congruenze di B ed il reticolo Con(A).

In seguito R. McKENZIE e S. SHELAH hanno mostrato che, se una teo
ria universale e positiva ammette un modello A semplice e di cardi-
nalita maggiore di ¢ allora essa possiede un'algebra semplice B di
ogni cardinalita infinité; in tal-caso si ha nvviﬁmente Con(B)=Con(A)]
‘S1 precisa che 1 risultati sopra esposti e quelli che seguono si ri

feriscono a strutture e teorie in linguaggi contabili.

In questa nota noi proveremo, tra i principali risultati, che se
una teoria universale e positiva T avente la proprieta di estensio-
ne delle congruenze ammette come modello un'algebra A di cardinali-
ta magginre di ¢ e con Con(A) contabile e di lunghezza finita allo-
ra per ogni cardinale A infinito esiste un modello B di T di cardi-
nalita XA e-tale che Con(B) & isomorfo ad un filtro di Con(A). Sipubd
inoltre ottenere un B come sopra e con Con(B) = Con(A) quando si so
stituisce 1'ipotesi di "Con(A) contabile e di lunghezza finita" con
"A sottodirettamente irriducibile e 1l'unica congruenza minimale di

A ha almeno una classe di cardinalita maggiore del continuo'.

Tali risultati vengono poi adoperati per valutare il numero di
Hanf (Cfr. [6][9][11]) di una famiglia (K } di classi di strutture
dove KT @ una sottoclasse particolare di modelli della teoria del
primo ordine T e dove T varia tra tutte le teorie universali positi

ve in linguaggi contabili.

2. NOTAZIONI E PRELIMINARI.

In questa nota si considerano strutture algebriche di tipo conta
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bile e teorie del primo ordine in un linguaggio contabile e senza sim
boli relazionali. Una teoria sara detta universale e positiva se es-
sa ammette come assiomi un insieme di enunciati universali e positi-
vi.

Diremo che un'algebra A ha la proprieta di estensione delle con-
grﬁenﬁe (abbr. CEP) se per ogni congruenza R su una sottostruttura
B di A esiste una congruenza R’ su A tale che R = R'fWHZ. Una clas-
se di strutture ha la CEP se ognli struttura della classe ha la CEP;
una teoria ha la CEP se la classe dei suoi modelli ha tale proprie-

e

ta.

Una n-formula debole di congruenza in un certo linguaggio & una

v_; X,y) vnelle

formula esistenziale positiva w(u1,.. us vl,... o

2n+2 variabili libere u U 5Vasee V 5X,Y tale che risulti logi-

1°° n

camente valido l'enunciato ottenuto dalla seguente formula

((w, = v I)A(u, =vIA ... Nu =v IAg) > (x =y)
quantificando universalmente le sue variabili libere. La definizione
di tali formule per n=] € stata data e usata per la prima volta 1in
[1] ,[10]. Per ogni n denoteremo 1'insieme delle n-formule deboli
di congruenza con I (Cfr. [11]). L'importanza delle n-formule debo

1i di congruenza sta nel seguente fatto (Cfr. [5],[12]) noto nella

letteratura come Lemma di Maf'cev: - (c,d) appartiene alla minima
congruenza di A contenente (31,b1),... [an,bn} se e solo se esiste
una formula ¢ di Fn tale che A = w(a1,,.. an;b1,... bﬁ; c,d). -

La minima congruenza di A contenente le n coppie (a;;b),..(a ,b )

verra denotata con 6. (a

A ..bn).Ji'ben noto che le congruenze

a ;b
n

-'ll“ "I!'
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finitamente generate, di un'algebra A,dette anche compatte, formano
un semireticolo rispetto all'unione reticolare di congruenze. Esso
verra denotatﬁ con Comp(A); mentre Con(A) denotera il reticolo delle
congruenze di A. Il medesimo simbolo A indichera una struttura e il

suo insieme sostegno U i, denoteranno rispettivamente la congruen

e
A A
za massima e la minima della struttura A.

Un reticolo sara detto di lunghezza finita r se in esso esiste al
meno una catena di lunghezza r ed ogni catena ha lunghezza minore o

uguale ad r.

Nel Lemma 1 verra adoperato un teorema di partizione di Erdds-Rado

(Cfr.[ﬁ][10j). A tal proposito, seguendo la notazione usuale, denote-

L2 . . ) .. . ) . )
remo con [AJ 1'insieme dei sottoinsiemi di A formati da due elementi

Infine assumeremo il lettore familiare con la notazione standard
e i principali risultati di Algebra Universale e di Teoria dei Model

1i; si rimanda pertanto a [2],[4],[5].

3. PRINCIPALI RISULTATI.

LEMMA 1. Sia T una teornia undivensale positiva con CEP e sia A un
modello sottodinettamente inniducibile di T. Se L'unica congruenza
minimale di A possdiede almeno una classe di carndinalita pii grande
def continuo, allora per ognd cardinale A Ainginito T possiede un mo

delfo B di cardinalitd maggiore o uguale a X ¢ tafe che Con(B)=Con(A)

Dim. Si denoti con D una classe dell'unica congruenza minimale di
A tale che card(D) > ¢.Si fissino due elementi distinti di D e sia-

no a bU' Per ogni «ao,B € I', si consideri 1’insieme seguente

0’ 1

- 2 — .
(3.1) EmB-{(a,b) : (a,b) € A", A |—u(ao,bﬂ,aﬂ,a)hs(a,b,aD,bUJ}
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Sia F_ o, il sottoinsieme di'[i]z definito da

3.2 ,b} e F se e solo se a,b) € E & b,a) e E
(3:2) (2,0} e F g (@;0) ¢ Eg & (5:2) e B g

Dalla definizione possiamo verificare che

3.3 U
( . a,Bel’, mB — [D]
Infatti se a,b e D, a # b allora per il Lemma di Mal'cev esistono

u1,m2,81,82 di FZ tali che

A = o, (a

0’ a] A uz[ao,bo,ao,h) A 81 (a,b,au,bo)ﬂBz(b,a,aﬂ,boj.

Da cid si deduce che {a,b} e F con a=0, V O

oB 17 72 _B=B1V.BZ'

Da (3.3) e dal fatto che P1 ¢ numerabile, usando un teorema di par
tizione di Erdds-Rado [6], si ha che esiste un sottoinsieéme infinito
G di D ed un FmB tale che

(3.4)

> [6]°

uB —

Si consideri ora un insieme di costanti C = {cY : Yy < A} di car-
dinalita A e si formi il linguaggio L' ottenuto dal linguaggio L
della teoria T aggiungendo le costanti di C ed una costante per cia-
scun elemento di A. Per non appesantire troppo la notazione si deno-

teranno con lo stesso simbolo le costanti e le loro interpretazioni.

Sia T' la teoria in L' cosi definita

| - - e
(3.5) T -Th(ﬁ,a)aaA U {m(aﬂ,bg,aﬂ,cT),B(cy,ca,ag,bﬂ),—(qf-cﬁ}nﬁm<l}
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Sia S un sottoinsieme finito di T'. Con 1’uso di (3.4) si pud ri
cavare da A un modello di S interpretando le costanti di C, che vi

compaiono, in elementi di G.

Per il teorema di compattezza T' ha allora un modello che deno-
teremo con M'. Si noti che A & sottostruttura elementare del model-
mo M' ridotto al linguaggio L. Sia M la sottostruttura di M' gene-
rata dagli elementi di A e dalla interpretazione in M' delle costan
ti di C. Poiché costanti distinte di C hanno interpretazione distin

ta, esiste una congruenza R di M massimale rispetto alla condizione
(3.6) (CY’Cﬁj ¢ R per ogni y < 8§ < A
Sia B = M/R. Abbiamo allora i seguenti fatti

(3.7) - M & un mndellp di T -

Infatti T @& una teoria universale e T ¢ T!'.
2 )
(3.8) = R M A" =i -

Se fosse R N AZ # 1 allora (a

2 ) .
A bﬂ) e R N A . Poiché

D.l'

M'|==u(aﬁ,b ) per ogni y < A, per la CEP di T risulterebbe

O’HG’CT

che (a cy) e R per ogni vy < A, contro la (3.6).

UI
(3.9) - A & isomorfa ad una sottostruttura di B -

Cio & immediato dalla (3.8).

(3.10) - La cardinalita di B & maggiore a A. -
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Discende da (3.6).
(3.11) - B & modello di T -

Cid discende da (3.7) e dal fatto che T & positiva.
(3.12) - BB(aU;bU) ¢ l'unica caﬁgruenza minimale di B -~

Sia p e Con(B), p # 1 allora per (3.6) esistono ET,C tale

B’ d
che (EY’C ) € p. Poiché per (3.5) M' |= B(CT,EG,ao,bD] si ha che

( ,b ) € o ). Quindi

M’ S
b.) € 6 (c cﬁj da cui (ao,bU) € p.

( ,C.). Allora per la CEP (aD,bﬂ) = GM(CY,Cﬁ

(U,

(3.13) - Per ogni x e B esiste x' e A tale che per ogni peCon(B),
p #_iB risulta (x,x') € p

Se xeB allora x=p/R dove p & il valore che assume in M un termi

ne suil generatori di M. Sia p=t(a 5.0 Cs ) e sia p' =
1

S

17777 m

- | ' = 5! 1 L
t(ai,.. am,a aU) e X p'/R. Poiché M u(aﬁ, U,ao,c ) per

00"
ogni 8<A, si ha che (aﬂ,ca} & BM(aU,bG} da cui (ao,cﬁ) 2 BB(aU,bﬂ).

Essendo p # iB’ per (3.12) p & maggiore o uguale a BB(ao,bU). Allo

ra (a,,c ) € p per ogni &6<A; ne segue (x,x') e p.

D?

(3.14) - L'applicazione da Con(B) a Con(A) definita da: p + p* =

= p N Az ¢ un isomorfismo reticolare. -

Tale applicazione & surgettiva per la CEP, preserva 1l'ordine per-
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ché chiaramente vale [p1 N pzj* = p¥ M pz. Essa & inoltre iniet

tiva per il fatto (3.15) che segue

(3.15) - p; < p implica Py 2Py, =

*
2
Assumiamo p¥ < pE. Per dimostrare 0, E_pz possiamo supporre
P # iB' Allora necessariamente (au,bo) € p, e quindi (ao,bd) € 0,
Possiamo allora usare la (3.13) e affermare che (x,y) € o, implica

(x',y') e p? implica (x',y') € p* implica (x,y) € p

f/ 2"

I fatti (3.10), (3.11), (3.14) sono la tesi del lemma.

LEMMA 2. Sia B un'algebra inginita di cardinalitd B 4in un Tinguag
gio contabile e con 4L semineticolo delle congruenze compatte di can
dinalita o (o < B). AlLora per ognd cardinale Aingindito A con
a < A < B esiste una sottostruttura elementare A di B di cardinals

ta A e tale che Con(A) = Con(B. -

Dim. E' ben noto [5] che il reticolo delle congruenze di un'alge-
bra & isomorfo al reticolo degli ideali del semireticolo delle sue
congruenze compatte. Allora, per dimostrare il lemma, bastera deter
minare una sottostruttura elementare A di B tale che Comp(A)=Comp (B).
Per ogni R € Comp(B) si fissi un insieme di generatori finito. Sia
A una sottostruttura elementare di B di cardinalitd A che contiéne
tutti gli elementi che compaiono nelle coppie di generatori per qual
che R € Comp(B). Cid & possibile perché a < A < B. Per ogni ReComp(B)

sia R' = R N Az. Se a a ,b.... bn e A allora

1:"' nl 1:
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2
bn) N A = SA(ET"' an,b .. b )

op (e 1° n

. :b
B 1’ “n’

T
perché A risulta sottostruttura elementare di B. Quindi resta defi-
nita una funzione surgettiva f da Comp(B) a Comp(A) che manda R

in R'. Inoltre, sempre per il fatto che A & sottostruttura elementa
re di B, per ogni R,S € Comp(B) si ha che: Rg S se e solo se R'«S'.
Ne segue che f @& biettiva e preserva l'ordine; dunque essa deve

essere un 1somorfismo tra 1l semireticolo Comp(B) ed il semiretico-

lo Comp(A).

TEOREMA 1. Sia T una teoria univensale positiva con CEP. Supponia
mo esdsta un modellLo A di T che sia scttodinettamente irniducibile,
con seminetdicolo delle congruenze compatte di cardinalita o e Lale
che L'undieca congruenza minimale abbia almeno una classe di cardina

Lita maggiore del continuo. ALLora per ognd cardinale X > max{u,ﬁb}

esdste un mﬂdﬁiﬂﬂ B di T di cardinalitd X e con Con(B) = Con(A).

Pim. - Discende dal Lemma 1 e dal Lemma 2.

TEOREMA 2. Sia T una Zeordia undiversate positiva e con CEP. Suppo-
niamo esista un modelfo A di T di cardinalitd maggiore del coniinuo
e con neticolo delle congruenze Con(A) di Lunghezza findita e di car

dinalitd o. ALLora, pen ogni candinale A con X > max{a, Qh} esiste

un modelfo B di T di cardinalitd X e tale che Con(B) & Lsomorfo ad

un 4LLtrno di Con(A).

Pim. Distinguiamo tre casi.

1° Caso0: - A & sottodirettamente irriducibile e 1'unica congruen
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za minimale ha una classe di cardinalita maggiore del continuo.

Si usi in tal caso il Teorema 1 osservando che ogni congruenza di

A risulta compatta.

Nei casl che seguono procediamo per induzione sulla lunghezza di

Con(A), osservando che, se non 'siamo nel primo caso, allora A possie

de piu di due congruenze.

2° Caso. A & sottodirettamente irriducibile,ma non si trova nel Ca

so 1°.

Se R & 1'unica congruenza minimale di A, allora la cardinalita di
A/R & maggiore del continuo. Ma Con(A/R) ha lunghezza minore di Con(A)
ed A/R & modello di T. Cosil dall'ipotesi dei induzione segue che per

ogni X > max{|Con(A/R)|, ﬂh} = max{ |Con(A)l|, ﬂb} esiste un modello B

di T di cardinalita X e tale che Con(B) & isomorfo ad un filtro di

Con(A/R). Quindi Con(B) & isomorfo ad un filtro di Con(A).

3° Cas0: - A non e sottodirettamente irriducibile.

In tal caso esistono almeno due congruenze minimali R,S, per cuil
A risulta prodotto sottodiretto di A/R e di A/S. Allora A/R oppure
A/S deve essere di cardinalita maggiore del continuo. Ora, applicando

1'ipotesi di induzione come nel Caso 2°, per ogni A > max{]Cun(AM,gh}

si ha un B di cardinalitad XA e tale che Con(B) & isomorfo ad un filtro
di Con(A).

COROLLARIO 1. Sia T una Zeoria univernsale positiva e con CEP. Sup-

poniamo esista un cardinale & maggiore del continuo ed un -modeflo A

di T di cardinalita & con Con(A) di Lunghezza finita r.
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AlLora esiste un reticolo L di Lunghezza minore o uguale ad r tale
che pern ognd cardinale X > § esdiste un modello B di T di cardinali

L.

11

£td A e con Con(R)

Dim. Sia L un reticolo di lunghezza minima per cui esiste un mo-
dello M di T di cardinalita ¢ e tale che L = Con(M). La dimostrazio
ne segue ora dal Teorema 2 e ddal Lemma 2 osservando che L ha necéssg

riamente cardinalita minore o uguale a &.

4., ALTRI RISULTATI.

Pegpindizione 1. Sia R una classe non vuota di reticoli con zero ed
uno, di lunghezza finita maggiore o uguale ad uno. Inoltre R sia ta-
le che L e Re F & un filtro di L allora F e R . Per ogni teoria T
denotiamo con K(R,T) 1la classe dei modelli A di T tali che Con(A) e

isomorfo ad un reticolo di R .

Ossenvazione . Ad ogni classe R definita come sopra appartiene sem
pre 11 reticolo con due soli elementi. Da ¢id si pud dedurre che se
T & una teoria universale positiva allora K(R,T) non & mai vuota. In

fatti essa possiede sempre algebre semplici di cardinalita maggiore

di uno.

La dimostrazione che ogni teoria equazionale possiede almeno un mo
dello semplice non banale, cioé di cardinalitd maggiore di uno, & sta
ta data in [7]. Una siffatta dimostrazione si pud generalizzare per
ogni teoria universale positiva. Diamo ora una linea di dimostrazio-

ne che si basa sui seguenti punti

(4.1) Essendo T una teoria universale positiva basta dimostrare che
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esiste un modello di T con una congruenza massimale.

(4.2) S1 fissi un A che sia modello di T e non possegga congruenze

massimali. Allora la massima congruenza U, non €& finitamente genera

A
ta.

(4.3) Sia allora ¢ un elemento fissato in A. Siccome U. non & finita

A
mente generata allora per ogni n ed ogni Y € Fn ed ogni a,b € A"

1'insieme
H(y,a,b) = {d : A |= ¢(a,b,c,d)}

non & finito.

(4.4) La famiglia & = {H(y,a,b) : esiste n,y € Pn , a,b € A"} ha

la proprieta dell'intersezione finita.

(4.5) Sia D un ultrafiltro su A contenente &% . D & non-principale

per (4.2).

(4.6) Sia M la sottostruttura di AA/D generata dalle costanti di A
e dall'elemento j=id/D con id funzione identica da A ad A. Allora M

€ un modello di T perché T & una teoria universale.

(4.7) La minima congruenza R di M in cui tutti gli elementi di A
stanno in una medesima classe non & totale. In caso contrario (c,j)e

Quindi esiste un n ed esistono a,b € Al ed un ¢y € Tn tale che

AA/D =y (a,b,c,j) da cui {d : A =vy(a,b,c,d) e DL Cid & assurdo
perché H(y,a,b) € D.

(4.8) Sia allora R' una congruenza di M contenente R e massimale ri-
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spetto alla condizione (c,j) ¢ R’.Risulta che R' & una congruenza massi-
male in Con(M). Se infatti esistesse una congruenza S contenente pro
priamente R' allora (c,j) € S. Siccome M & generato da A U {j}, per
ogni x € M esisterebbe y € A tale che (x,y) € S. Ma SFWAZ = Az

perché SOR' D R. Ne segue che S = UM'

Esempio 1. - Esiste una teoria T equazionale e con CEP tale che,
per ogni classe di reticoli R descritta nella Definizione 1, K(R,T)
possiede membri di ogni cardinalita infinita minore o uguale al con-

tinuo, ma non di cardinalita superiore.

Sia infatti, T 1'insieme delle equazioni valide nella struttura
S =([0}1],@,',0,1), dove [0,1] & 1'intervallo chiuso reale di estre

mi 0 ed 1 e le operazioni ®,' sono definite da
X & vy = minimo{1,x+y} , x' = 1-Xx

E' noto che T ha la CEP. e che 1 modelli semplici di T sono tutte
e sole le sottostrutture di S (Cfr. [8]). Allora K(R,T) possiede mem
bri di ogni cardinalita infinita minore e uguale al continuo perché
il reticolo con due soli elementi appartiene ad R. Sia ora A un mo-

dello di T sottodirettamente irriducibile. Si dimostra (Cfr. [3] p.
75) che A & una J-catena. Ora si pud notare facilmente che se A ¢
di cardinalita maggiore del continuo, il suo reticolo di congruenze

non pud essere di lunghezza finita e quindi non pud appartenere ad R.

Sia ora A tale che Con(A) abbia lunghezza finita,-vediamo che A
ha cardinalita minore o uguale al continuo. Procediamo per induzio-

ne sulla lunghezza r di Con(A). Se A & sottodirettamente irriducibi-

le 1'asserto & vero per quanto osservato sopra. Altrimenti r>] ed
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esistono almeno due congruenze minimali R1 ed RZ'

dotto sottodiretto di A/R1 e A/Rz. Poiché A/R1 e A/R

Allora A & pro-

5 hanno retico

11 di congruenza di lunghezza r-1 e sono modelli di T nel caso che
A lo sia, ne segue che essi hanno entrambi cardinalitd non superio

re al continuo. Quindi a fortiori anche A ha cardinalita non supe-

riore al continuo.

Ricordiamo che 1l wnumero di Hangf di una famiglia di classi di strut

ture {Ki : 1 e I}indigiate . da un insieme I & il minimo c¢ardinale o

tale che per ogni i se Ki possiede una struttura di cardinalita

maggiore o uguale ad o allora essa ne possiede di cardinalita gran

de quanto si vuole (Cfr. [6]). Si pud allora formulare un corollario

del risultati precedenti.

COROLLARIO 1. Pexn ogni classe di reticoli R , come nella defini-
zéione 1, 4L numero di Hang della famiglia {K(R,T) : T varia tra
Le fLeorde undvernsald positive con CEP 4in Linguaggd contabifdi} nisul

. . - ,
fta essene LL candinale ¢ successore del continuo.

. . i +
Dim. I1 Teorema 2 mostra che tale numero & minore o uguale a ¢ ,

mentre l'esempio 1 mostra che esso € maggiore o uguale.
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