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ANELLI TERNARI DI LISTER SEMISEMPLICI

- (*)
Luigi PROFERA

Summary. We A{nvestigate Lister teanary rings ‘which are semisimple

innome details. Structural a n d classification theorems are given.

W.G.Lister [S] ha definito gli anefliternarni,ha dato una oppor_
tuna definizione di radicale, affrontamdone |0 studio, e ha fornito,
tra |'altro, alcune informazioni sulla struttura degli anelli terna
ri semplici e artiniani a destra classificando, tra questi, quelli
che sono algebre ternarie di dimensione finita su un canmpo al gebri-
camente chiuso o sul canpo reale.

Successivanente H C Mung [7] ha dato una caratterizzazione imtnin
seca di tale radicale e noi [9] abbianmp classificato gli anelli ter
nari senplici e artiniani a destra (e a sinistra).

(*) L' autore appartiene al GNS. AGA del CNR



2 L. Profera

Il presente lavoro € dedicato allo studio degli anelti zernari
di Lister (L-anefli) semsenplici.

Proviano, innanzitutto, dopo aver fornito una opportuna definizio
ne di rnmodulo e una conseguente caratterizzazione del radicale, che
un L-anello é semsenplice se e solo se & (isomorfo a)una somma sot

todiretta di L-anelli primtivi 0 quasi primtivi oppure opposti di
L-anel i primtivi 0 quasi primtivi.

Forniamo, quindi, per gli L-anelli primtivi e per quelli quasi
primtivi teoremi di densita e classifichiano gli L-anelli prinmti-
vi e quelli quasi primtivi con ideali destri mnimli. In particola
re classifichiamo gli L-anelli senplici con ideali destri minimalie,
tra questi, anche quelli artiniani a destra ritrovando risultati da

noi gia stabiliti in [9].

Otteniamo, cosi, teorem analoghi a quelli ben noti relativi -ad
anelli (binari) associativi senmisenplici, primtivi e, in particola-
re, primtivi con ideali destri mnimli (cfr. [4]).

Anal oghi agli L-anelli sono gli anelli ternari di Hestenes (H-anel
G). Vari Autori si sono occupati, 0 si occupano attual mente, di pro
blematiche relative agli Hanelli simli a quelle qui trattate per

1
gli L-anelli®).

1. DEFINIZIONI-, NOTAZIONI E' R SULTATI PRELIM NARI.

Nel nurmero 1.1 diamo le definizioni che userem nel seguito. In
particolare introduciamo il concetto di mawo (destro) sopra un L-

(1) cex.[t],[2].[3].[6].[e],[t0],[t1] e [12]. A caggegi, in una no
ta in corso di redazione, classifica gli E-anelli prinitivi con idea
l'i destri minimali.
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anello, forniamo per esso le nozioni di irriducibilitd e ai quasi fe
delta e, coerentenmente, dianmo, per gli L-anelli, le nozioni di primn
tivitd e di quasi primtivita.

Nel numero 12 proviampo che un nodulo irriducibile sopra unL-anel
lo definisce una coppia di corpi (non necessarianente comutativi) e
un loro isonorfisno; essi costituiscono |'analogo del corpo deglien
donorfism ai un nodulo irriducibile sopra un anello associativo (lem
ma di Schur). Inoltre caratterizziamo i noduli irriducibili, associa
M a una.coppia di opportuni ideali destri nminimali di un L-anello
un nodulo irriducibile e otteniano, per 1'L-anello, una decomposizio
ne ai tipo Pierce.

1.1. Un anello ternario di Lister (L-anellfo) A(+,w), 0 soltanto A
€ un gruppo abeliano additivo A(+) con un'applicazione triadditiva
w: AX AX A+ Aper cui, posto Xyz = (x,y,z)w S€ X,y,z € A risul-
ti (xyz)uv = x(yzu)v = xy(zuv) Sse x,y,z,u,v e A ([5], p. 37).

Sia A un L-anello. Un sottogruppo G del gruppo additivo di A &
ideale destrodi A se GAA ¢ G e ddealesinistrodi Ase AAGc G é
ideale bilatero di A se €& ideale destro e ideale sinistro di A e
ideate di A se & ideale hilatero di A e se AGA c G inoltre, Ge
ideale bilaterno effettivo di A se e ideale-bilatero ma non ideale di
A. Se G & sottogruppo del gruppo additivo di A la struttura algebri
ca di L-anello si trasporta da A al quoziente A/G se e solo se G e

ideale di A

Sia A un L-anello. Un ideale destro G di A émodufarerispetto a
una coppia(d,s) di elenenti di Aserisulta G# A e x-déx e G per
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.

ogni x e A, osserviamb che G &, allora, ideale destro nodulare nell!
anello (binario) associativo che ha |o stesso gruppo additivo di. A
e la cui noltiplicazione & definita da a ¢ b = asb se a,b e A (cfr.

[4], p. 5).

Sia A un L-anello. Se X e Y sono parti non vuote di A ponianm
o(X,Y) = {z e A|zXY = (0)}, u(X,Y) = {z e A|XzY = (o)}, &(X,Y) =
={ze AJ|XYz=2(o)}. A& L-anello senplice se (0) e A sono i suoi
soli ideali e se AAA # (o). A & L-anello astiniano a destra Se ogni
famglia non vuota di ideali destri di A ordinata per inclusione,
amette elementi minimali o, equivalentemente, se si stabilizzanotut
te le successioni descrescenti di ideali destri di A [Inoltre, se
e,e € A,{e,e} ¢ identitd di A se eca = cea = aec = ace = a per ogni
aeA

Siano A un L-anello, V e Wgruppi abeliani additivi, p:A—»Homz,(v,W)

e o:A > Homz(w,V) ononorfism additivi. Con tali dati (V,W,p,0} &

modufo (destro) sopra 1'L-anello A 0 brevenente A-modufo, se (abc)p=
= (ap) (bo)(cp) € (abc)o = (ao)(bp)(co) per cui a,b,c e A Risulta
A(Kerp)A ¢ Keru, A(Kera)A ¢ Kerp, Kerp e Keru sono ideali bhilate-
ri di Ae [p,0] = Kerp N Keru & ideale di A Questa definizione di
modul o &€ analoga a quella data da R A Stephenson ([12], p. 92) per
gli Hanelli, nentre WG Lister ([5], pp. 40 e 43) da due definizip
ni di nodulo (destro), tra loro opportunamente legate, alle quali ri
ferisce le sue definizioni di radicale e di prinmtivita.

Siano A unL-anello (V,W,p,0) e (U,T,A,u) A-noduli. (V,W,p,0) e
(U,T,x,u) sono Lsomorngi se esistono isomorfism additivi o: V + U
€ B : W~ T tali che, per ogni a e A risulti o(al) = (ap)B e
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B(ap) = (ac)a Oppure se esistono isonorfismi additivi vy : V & T ¢
§ : w-+u tali che, per ogni a e A risulti y(ap) = (ap)§ e &(ar) =
= (aoc)y . Osserviam che (W,V,o,p) € A-npdulo isonorfo in maniera na
turale a (V,W,p,0).

Siano A un L-anello e (V,W,p,0) un A-nodulo. Se D, risp. A & sot
togruppo del gruppo additivo V, risp. W e se D(Ap) <A e A(Ac) < D,
allora" p, risp. o, &, di fatto, ononorfisno additivo p:A =+ Homz(D,,A),

risp. o: A - Homz(A,D), e 1'A-modulo (D ,A,p,0)

& sottomodulo dell'A-modulo (V,W,p,0). (V,W,p,0) € A-nodul o <irrdiducd-
bike se & privo di sottomoduli non banali e se V(Ap) # (o) e W(Ao) #
# (o) (i sottonoduli banali sono ((o),(0),p,0) e tutto (V,W,p,0)).

LEMA 11. Se (V,W,p,0) &€ modulo sopra £'L-anello A, sono equiva-
Lenti:

1) (V,W,p,0) & inrndiducibile;

2) V. (@), W # (o), v(Ap) = W se VeV, v # o, w(Ao)=V se weW,
w # 0

Dimostrazione. 1) => 2). Dalla definizione di irriducibilita se-
gue V # (o) € W# (o). B =1{x e V|x(Ap) = (0)} & sottogrLzlppo proprio
del gruppo additivo dell'L-anello A e (B,<B(Ap)>,p,0) ) & sottomo-
dulo di (V,W,p,0), percid B = (o) e, se veV v #o0, risulta v(Ap)#
# 0, in piu v(Ap)= Wperché (<v(Ap)(Ac)>, v(Ap),p,0) € sottonodulo
non nullo di (V,W,p,0). Analogamente w(Ao) = V se we W w # o.

(%) Qui e nel seguito, Se G & uUn Qgruppo e H uUna sua parte, con <H> in
dichiamo il sottogruppo di G generato da H



Profera

2) = 1). Se (D,A,p,0) € sottomodulo non nullo di (V,w,p,0) risul
ta D# (o) oppure A#(0). Se D#(o)eveD v#o, risulta W=
= v(Ap) cAe (o) #A- W sewe W w #0, € V=w(Ao) cDe D=V
Allo stesso nmbdo, se A 4 (o) e D=Ve A=W

[l lenma € provato.

Siano A un L-anello e (V,W,p,0) un A-nmodulo. (V,Wp,a) € quabife-
dete se [p,o] = Kerp N Kera = (o), & fedele se Kerp = Kero = (o), &
propriamente quasifedele se € quasi fedele e se risulta Kerp# (o) €
Kero# (o).

LEMVA 1.2. Se (V,W,p,0) & A-modulo 4inriducibile e quabi fedele ti-
sulta Kerp = (o) 4e e s0Lo se Ker o = (0), cioé (V,W,p,0) & (innidu-

cibile €) f{edele oppure propriamente quabi fedele.

Dimostrazione.Sia Kerp = (o) e Kera # (o). Se x e Kera , X # o,ri
sulta x ¢ Kerp = (o) ed esiste ve V, v #0, tale che v(xp) # 0. Per
il lemma 1.1 & v(xp)(Ac) = Ve risulta v = v(xp)(yo) con y ¢ A. Allo-
ra 0 #v = vixp)(yo) = v(xp)(yo) (xp) (yo) = v(xp) ((yxy)o) = 0 (infatti
risulta A(Kero)A c Kerp= (o) e, percid, yxy = 0), assurdo. Allo stes-
so modo si raggiunge un assurdo se Kerp # (o) e Kera = (o).

11 lemm & Provato.

LEMMA 1.3.Se A €& un L-anello e se (V,W,p,0) & un A-modulo {rnidu

cibile ¢ quasi fedele, s0n0 equivalenti:

1) A possiede ideati bilateri effettivi non contenenti 4{ideafdi non
nulli di A
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2) (V,W,p,0) & (inriducibife e} phophiamente quasi fedele. Per-
tanto, 4se L'L-anelfo A pobbiede moduti L{rrdducibifi e quabi fedeld,

questi o sono tutti fedefd oppuhe dono tutti phophiamente quabi fe-
deli.

Dimostrazione. 1) == 2). Supponiamo che B sia ideale bhilatero ef
fettivo di A non contenente ideali non nulli di A Ragionando per as
surdo supponiano che (V,W,p,o) sia fedele (cfr. Lemma 1.2). Da Kerp=
= Kera = (o) segue V(Bp) # (o) essendo B # (o).

(<V(Bp) (A0)> , <V(Bp)>,p,0) & sottomodulo non nullo di (V,W,p,0), per
tanto <V(Bp)> = W Anal oganente <W(Bo)> = V. Allora W= <V(Bp)> =

= <W(Bo) (Bp)> = <V(Bo) (Bo) (Bo)> = <(V(BBB)p> € BBB # (o). <ABA>NE ()
e ideale di A contenuto in B e non nullo perché contiene BBB,' assur-

do.

2) = 1). Risulta Kerp # (o) e Kera # (o). Si verifica che Kerp
¢ ideale bilatero effettivo di A Sia Hideale di A contenuto in Kerp.
Risulta AHA ¢ H < Kerp e AHA c Keru (perché A(Kerp)A ¢ Kero); quin
di AHA c Kerp N Keru = (o) € AHA = (o). Allora V((AHA)p) = (0),
cioé V(Ap) (Ho) (Ap) = (0); (<V(Ap)(Ho)>,(0),p,0) € sottonmodul o di
(V,W,p,0), quindi W(Ho) = V(Ap)(Ho) = (o) (cfr. lemma 1.1) e H cKero.
Pertanto H < Kerp N Keru = (o) e H = (o). Abbiam provato che Kerp
e ideale bilatero effettivo di A non contenente ideali non nulli di
A. Anche Keru gode di questa proprieta.

Il lemma e provato.

Stante il lemma 1.3, ponianp le seguenti definizioni. Un L-anel-
lo & primitivose possiede un modulo irriducibile e fedele, & quass

(*) <aBa> 2 il sottogruppo del gruppo additivo di A generato da ABA
(cfr. nota (2)).
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primitivo se possiede un modulo irriducibile e propriamente quasi
fedele.

Sia A = A(+,w) un L-anello. L' applicazione &* : AXx AX A > A
definita da (x,y,z)o* = (z,y,z)o S& x,y,z e A rende il gruppo ad

ditivo A(+) L-anello A°P = A(+,w*) che chi am anmo oppostodell'L-anel

lo A Ovwianente risulta A = (a°Py°P,

Sia A un L-anello. Una coppia (x,y) di elementi di A & quabi in-
ventibile, 0 X € quabi {inventibile rispetto a y, se esiste z e A ta
le che z « x = xyz = zyx, z &, allora, quabi{nverso della coppia
(x,y) o quabi 4nversodi x rispetto a y; osserviano che z & quasiin
verso di x nell'anello (binario) associativo che ha |o stesso gruppo
additivo di A e la cui noltiplicazione & definita da a o b = ayb se
a,b e A Un elemento di A épropriamente quabi {nvertibilese & qua-
si invertibile rispetto a ogni elemento di A L'insieme J(A) degli
elementi di A propriamente quasi invertibili & il radicale dell'L-
anello A osserviamp che risulta J(A) =J(A°P). Questa definizione di
radicale & quella data da HC Mung ([7], pp. 228 e 232) equivalente
a quella data da WG Lister ([5], pp. 43) (alneno nel caso di carat-
teristica diversa da due). A & L-anello semisemplicese J(A) = (o).

Siano A un L-anello e (V,W,p,0) un A-nodulo. Un elemento a e Aan
nufla 1'A-modulo (V,W,p,0) S€ a e [pso] = Kerp N Kera.

1.2. LEMMA 1.4. Siano A un L-anello, (V,W,p,0) un A-modufo <irnddu
cibile, T , nisp. L', il sottoanello defl'anello (binario)assoclati=
vo Homz(V,V), hibp. H-omz(w,W), genenato da { (ap) (bo)|a,b € A}, nisp.

{(ao) (bp) la,b e A},
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1L gruppo additivo V, hibp. W, acquista struttura di modulodebtho
inniducibile bopha L'aneflo associativo L, hhbp. L', e, percdd, strut

tura di bpazio vettordiale debtho bopha L corpo ks{teHomz(V,V)|ts =
= st S€ s e L}l= {t e Homz(V,V)It(ap)(bc) = (ap)(bg)t Se a,b e A},

hibp. k' = {t' e Homz(W,W)|t's' = St' se s'e I'} = {t'eHomz(W,W)|
| t' (ag) (bp) = (ac) (bp)t' se a,b e A}.

Uimobthazione. L'irriducibilita dell'A-modulo (V,W,p,0) conporta
V(Ap)(Ac) # (o) e, percio, VC # (o). Inoltre, se U & sottonodul o non
nullo del Gnodulo destro V, € UL c U percio U(Ap)(Ac) c U ¢
(U <Ap>,p,0) & sottonodulo non nullo di (V,W,p,0). Pertanto & U=V,
V ha struttura di Cnmodulo destro irriducibile e, per il lenmma di
Schur, anche struttura di k-spazio vettoriale destro. In nodo analo-
go si provano le altre affernazioni del |enmm.

[l lemma & provato.

LEMVA 15 Con 4 dati ¢ Le notazioni def Lemma 1.4, £ conpi K ¢
K' dono £80mongd.

Dimostrazione.Siat e k. SeveV v #o0, risulta v(Ap) = W.Allo
ra, se we We w = v(@p)con a e A ponendo w* = (v(ap))t*=vt(ap)=
= w', si definisce un applicazione t* : W + W Infatti, se fosse
v@ap) = v'(a'p)(v'e V, v' 40, a'e A e vt(ap) # v't(a'p), esiste-
rebbe b e A b # o0, tale che (vt(ap)-v't(a'p))(bo) # 0, quindi
o # vt(ap)(b 9-v't(a'p)(bu) = v(ap)(bolt-v'(a'p)(bo)t = (v(ap)=
- v'(a'p))(bo)t = 0, assurdo. Risulta t* e k'. Infatti, si verifica
che t* ¢ Homz(W,W); inoltre, tenendo presente che € v(Ap) = W con
veV, v£0 seweW w= v(ap)con a e A ,per ogni b,c e Asi ha
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wt*(bo) (cP) = v(ap)t*(bo) (cp) = vt(ap)(bo)(cp) = vt((abc)p) =

= v((abc)p)t* = v(ap) (ba)(cp)t* = w(bo) (cp)t*, cioé t*(bo)fcp)=
= (bo) (cp)t*. In nodo analogo sia, ora, t*e k'. Sewe W w # o0,
risulta w(Ac) = V. Allora, sev eV, v = w(ad) con a e A ponendo
vt! = (w(ao)t]! = wt'(ao), si definisce un'applicazione t! : V > V

e risultati e k.

Set eke (t"), =t. Infatti, conveV,vfo,weW w#o,¢e
v(Ap) = We w(Ag) = V, percid w= v(ép) con s e A e V = v(8p)(Ad);
allora, se v' e Ve v'= y(sp)(bo) con b e A risulta v'(t*), =
= v(8p) (bo)(t*),= w(bo) (t*), = wt*(bo) = v(8p)t*(bo) = vt(8p)(bo) =
= v(8p)(bo)t = v't. In nodo anal ogo, se t' e k', € (t})* = t'. Ponen
dot-r =t* set ek, risp. t’tr' =t} se t'e k',si definisce un'ap

plicazione t : k » x', risp. ' : k'+ k. S verifica che te t'
sonoononorfism di corpi e, per quanto gia provato, sono isonorfi-
smi uno inverso dell"altro.

[l Iemma & provato.

O0ssenvazionel.1. Stanti i lemm 1.4 e 1.5 |'imersione di k in
Homz(V,V) definisce sul gruppo additivo V una struttura di k-spazio

vettoriale destro e |'isonorfismo t: k = k' (cfr. la dinostrazione
del lemma 1.5) &, di fatto, mononorfisnmo di k in Homz(w,W) e defini-

sce sul gruppo additivo Wuna struttura di k-spazio vettoriale destro.
Perciv, V e W hanno entranbi strutture di k-spazi vettoriali destri

e p, risp. o, & ononorfisnm additivo p: A = Homk(V,W), Tisp.

g. A= Homk(W,V).

LEMVA 1.6. Se G ¢ ideate destrodell’L-anello A modulare rnispetio
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a (d,8) attora T = {x e A |dxA c G} ¢ ideate destro di A modulare n4
spetto a (6,d) e ndisulta dTA c G e 6GA ¢ T; 4noltre, pe G ¢ ideate
destro massimale dI A anche T Lo 2 e nisulta G = {x e A|éxA c T}

Dimostrazione. Si verifica che I e ideale destro di A Risulta
I # A perché dAA ¢ G conporta déA ¢ G e, per la nodularita di G ri-
spetto a (d,8), A = G assurdo. Per la modularita di G rispetto a
(d,8), per ogni x,a € A risulta d(x-8dx)a = dxa-déxa e G quindi
X -8dx e e I' @ nodulare rispetto a (8,d). Per definizione di r e
drA ¢ G risulta d6GAA € d6G ¢ G quindi 6GA c T. Sia, ora, G idea
le destro massimale di A Se T' & ideale destro di A con I'c r'c_A(:')
risulta r* = A |Infatti, se x e T* - T, per definizione di T, risul
ta dxA ¢ G Alora GcG+dxA, con GrdxA ideale destro di A e GrdxA=A
Risultad=Db+dxacon-beG aeA Alora, seyeAz¢g §dy =
£8(b+dxa)y = Sby+ddxay e édy-68dxay = &by e §GA cTI, 8d(y-xay) e [ e,
per la nodularita di T rispetto a (8,d), y-xay e T; quindi y-xay eT'
con xay ¢ I''e, percid,y eTr'eTr' = A {x e A|SxA c T}e ideale de-
stro di A contenente G da 8éAA c T segue éDA C T e A =T, assurdo.

Quindi G={x e A[éxA c T}.

[l lemra € provato.

Siano A un L-anello, G un ideale destro di A modulare rispetto a
(d,8),T={x e A|dxA C G}. Stante il lemm 1.6, si considerino i grup
pi additivi A/G e A/T. Sia a e A ponendo (x+G)(aX) = éxa+l , se
x e A si definisce un onmonorfisno ax: A/G + A/ & |'applicazione

(*) col sinmbolo ¢ indichiamo |'inclusione propria.
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A A Homz(A/G,_A/I‘-'_) che manda zeA in ax e Homz(A/G,A/I‘) e omomor

fisno additivo. Allo stesso modo, ponendo (x+I') (ap) = dxatG se xeA,
si definisce un ononmorfisno au @ A/T + A/G e |'applicazione
po Ao Hom, (A/T, A/6) che manda a e Ain ape Hom, (A/T,A/G) €& oOrng

norfism additivo. Allora (A/G,A/T,A,u) € A-nodulo che chiamano xe
Lativo a Ge a(d,s). Con tali dati sussiste il

LEMVA 1.7. Sono equivalenti:
1) G & ldeale debtho massimale di A

2) (A/G,A/T,x,u) & A-modulo inriducibile.

Dimostrnazione. 1) ==> 2). Per il lemm 1.6 T & ideale destro di
A messimale nodulare rispetto a (8,d). Risulta (A/G)(AX) # T/T per-
ché da (x+G) (al) = éxa+I = o+T per ogni X, aeA segue d&da e T e, per
la modularita di T rispetto a (§,d), a e re I = A assurdo. Alo
stesso nodo si prova (A/G) (Au) # G/G. Sia (P/G,Q/T,Xx,u) un sottomo-
dulo di (A/G,A/T,A\,u). Se x e P e ab e Arisulta (8xa+l')(br) =
= déxab+G e P/G, déxab € P e, siccome xab-déxab e G ¢ P, € xab e P.
Quindi P & ideale destro di A Allo stesso nodo si prova che Q ¢
ideale destro di A Tenuto conto che Ge I sono ideali destri massi
mali e osservato che 8 P = Gse ¢ solo se Q =T , si conclude che
(A/G,A/T,x,u) € A-nodulo irriducibile.

2) ==> 1). Sia G' ideale destro di Acon G € G'C A Se xeG'-G
risulta (x+G)(AA) = A/T, cioé 8xA+T= A/T. Percid §&+I = &xa+T con
aeA cioé § - sxa e T.Qindi, per definizione di TI', se z e A &
d(8- 8xa)z € G cioé déz = déxaz € G C G'; siccome xaz e G'e G &
modul are rispetto a (d,8) come G risulta déxaz e G', quindi dézeG!'
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e z e 6. Abbianp provato che G €& ideale destro massinale di A

[l lemma & provato.

LEMMA 1.8. se (V,W,p,0) & modulo bopha £'L-anello A, sono equiva

Lentdi:
1 (V,W,p,0) & irnndducdbile;

2) esdiste un ideate destrno ¢ di{ A massimale ¢ modulare rispetto
a una coppia (d,8) db elementi di A tafe che (V,W,p,0) € 4isomornfo al-
L'A-modulo relativoa G e a (d,8).

Dimostrazione. 1) ==> 2). Fissiano v e V, v#o, We W w#o. Per il
lemma 1.1 risulta v(Ap). =W w(Ag) = V. Siano d,s e A tali che
v(sp) = w, w(do) =v; allorav = v(sp)(do) e w = w(dg)(8p). L'appli
cazione n: A+ V che manda x € A in w(xg) e V & ononorfisno ad-
ditivo. Proviamo che G = Kern- € ideale destro di A massimale e no-
dulare rispetto a (d,s). Verificato che G é ideale destro di A ri-
sulta G # A perché w(Ag) = V # (o) (cfr. lemma 1.1) e, se x e A si
ha (x-déx)n = w((x-dsx) o) = w(xg)-w((dsx) o) = wixg)-w(dg) (§p) (Xo)=0
e x-déx e G Se G' e ideale destro di Acon GcGg' c A allora
(w(G'o), <w(G'0) (Ap)>,p,0) & sottomodulo non nullo di (V,W,p,0), quin
di w(G'g) =V = w(Ag). Se a ¢ A esiste x € G- tale che w(ag) =
= w(xg), cioé w((a-x)g) = 0, quindi a-x e GCG',ae G, G'= A
Stante il lemma 1.6 si consideri r = {x e A|dxA c G} . L applicazio
ne v : A+W chemnda x e Ain v(xp) e W & ononorfism additivo
erisulta Kerv =T.Se x erT e dxA c G= Kern, w((dxA)g) = (0),
w(do) (xp) (Au) = (0), v(xp)(Ag) = (0), quindi, per il lemma 1.1,
v(xp) = 0 e X e Kerv. Viceversa, se x e Kerv & v(xp) = 0,
w(do) (xp) = 0, w((dxA)g) = w(do) (xp) (Au) = (0), dxA c G cioé x el.
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L' appl i cazi one a:. v+ A/G che manda w(xc) e V (con x e A) in
x+G e A/G & isonorfismo additivo come |'applicazione g : W + A/T
che manda v(xp) e Win x+I' e A/T. Si consideri 1'A-modulo (A/G,
A/T,\,u) relativo a Ge a (d,8). Si verifica che risulta a(aX) =
(ap)B e Bfauw) = (ao)a per ogni a € A quindi (V,W,p,0) € (A/G,
A/T,x,p) sono isonorfi.

2) => 1). Seque dal lemm 1.7.

[l lemma & provato.

LEMVA 1.9. Sia A unL-aneflo possedente ideali destni minimali D
e A taltiche DAD # (o).

Esistono d e D, & e A tati che déx =xsexe D ¢ 8dy = y 4e
y el

Dimostrazione.Da DAD # (o) segue che esistono d e D, 6§ e A tali
che d'8D # (o). d'6D & ideale destro non nullo di A contenuto in D,
quindi d'éD =D Siade Dtale che d'éd = d'. E' d = d'6d=(d'sd)
éd = d'(éds)d = d'6(déd), percio  §dé# 0, déd # 0 e risulta 46D = D
e 6da = A Da d'sd = d'6(dsd) segue d = déd perché {z e D|d'sz=0}
€ ideale destro di A contenuto in D e diverso da D perché d non vi ap
partiene e, percid, & |'ideale nullo. Se x' e D esiste x e D tale che
déx = X'; risulta déx' = dé(dsx) = (déd)éx = déx e, percio, x' = X.
Se y' e Aesistey e Atale che sdy = y' e risultay = y.

[l lemma & provato.

Stante il.lemma 1.9, con i suoi dati, definiamp il seguente modu-
10 sopra 1'L-anello A Sia a e A Ponendo x(a)x) = 6xa se€ X e D si
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definisce un omonorfism additivo ax : D =+ A e |'applicazione
Ao A Homz(D,A) che manda a e A in  g) e Homz(D,A) & omonorfi-

m additivo. Allo stesso modo, ponendo y(ap) = dya se y e A Ssi
definisce un onmonorfisnmo additivo auw : A -+ D e |"applicazione
oA Homz(A,D) che mnda ae A in ape Homz(A,D) & omonorfi-

smo additivo. Si verifica che (D,A,A,u) & nodulo sopra 1'L-anello A
Con tali dati, sussiste il

LEMVA 1.10. L'A-modufo (D,A,x,u) € inndducibile.
(1-d6)A = {a-dSéalaeA} & ideate destro di A massimale (e modulare ri-
spetto a (d,8)) e, a Livelloadditivo, xisulta

A = dsA @ (1-d8)A

con D = dsA.

L'A-modulo (D,A,A,n) & Lsomornfo alkl'A-modulo nelativo a (1-dé)Ae
a (d,8).

Dimostrazione. Provianp che se x e D, X # 0, risulta x(Ad) =6xA=A.
x(A\) = 6xA € ideale destro di A contenuto in A Da éxA = (o), sic
come {z e D|6zA = (o)} € ideale destro di A contenuto in D e non
nullo perché contiene x, risulta {z e D|6zA = (0)} = D e 6DA = (o),
assurdo. Percido & x(AX) = 6xA = A . Alo stesso modo si prova che se
yeA y #o0, risulta y(An)=dyA=DPer il lemma 1.1 (D,A,A,p) & irri-
duci bi l e.

Per quanto gia provato risulta d(Ax) = A e 6(Ap) = D; inoltre €
d(s1r) = 8dé=6 e §(du) = déd = d. Cone nella dinostrazi one del |em
ma 1.8, pensando V=D, W=A,p=2, o=u, COnVv =de w=§¢,
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duli irriducibili sopra il suo supporto.

Nel numero 2.2 proviamo che un L-anello & semisemplice se e solo
se & (isomorfo a una) somma sottodiretta di L-anelli primitivi ¢ qua
si primitivi oppure di loro opposti.

2.1. LEMMA 2.1. Se JA) ¢ {£ radicale defl'L-aneflo A ¢ de d e A,
sono equivalentdi:

1) de JA);

2) d annulla ogni A-modufo Linndiducibile e ogni AP pmoduto inndidu-
cibile.

Dimostrazione. 1) => 2). Sia (V,W,p,0) un A-modulo irriducibile
non annullato da d e A, cioé d ¢ [p,0] = KerpMNKero; allora d ¢ Kerp
oppure d ¢ Kera. Se d ¢ Kerp esiste § e A tale che (d,§) non & qua-
si invertibile e, percio, d ¢ J(A). Infatti, se d ¢ Kerp, esiste veV,
v # o, tale che v(dp) # o. Per il lemma 1 .1 risulta v(dp) (Ag) = V
ed esiste § e A tale che v(dp)(8g) = v. Allora, per ogni a e A,
risulta v(dp) (8¢) (ap) = (ap), v(dsal)p)-v(ap) = o0, v(désa-al)p) = o.

B = {a-dsala e A} & contenuto in N = {a e A|v(ap) = o} . Siccome
d ¢ N risulta d ¢ B; percio, per ogni a e A, d # a-dsa, a-d#dsa e
(d,8) non e quasi invertibile. Se d ¢ Kera si ragiona allo stesso mo

do e si conclude d ¢ J(A). Analogamente si prova che, se (U,T,x,u) €

A%P_modulo irriducibile non annullato da d e A, risulta d ¢ J(A).

2) =>1). Se d e A ed¢ JA) esiste § e A tale che (d, §) non
¢ quasi invertibile. B = {x-déx|x e A} & ideale destro di A modulare
rispetto a (d,s§) oppure C = {x-x8d|x e A} e ideale destro di AOpgmodg
lare rispetto a (d,§). Infatti risulta B # A oppure € # A perché, se
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fosse B = C= A risulterebbe d = x-dbx, d = y-ysd con x,y e A e

X #y perché (d,8)-non & quasi invertibile; quindi, x-déx = d=y-yéd=
= y-y8(x-déx) = y-ydx+yddsx = y-(y-ysd)éx = y-déx € X = vy, assurdo.
Sia B #A Alora B & ideale destro di A nodulare rispetto a (d,$) e,
usando il lemma di Zorn, si prova che B & contenuto in un ideale de-
stro Gdi A massimale e nodulare rispetto a (d,8). L' A-nodulo
(A/G,A/T,x,u) relativo a Ge a (d,8) e irriducibile (cfr. lemm 1.7).
Risulta d ¢ Kery = {a € A|dAa c G}; infatti, dAad ¢ G conporta déd e G
allora d e G perché d-déd e G e, per ogni x e A, x-déx e Ginplica
x e Ae A= G assurdo. Quindi d ¢ [A,u].Sia C= A. Allora C & idea_
le destro dell'L-anello A°p, opposto di A, nodulare rispetto a (d,8)
e, cone prima, si prova che esiste un A°P-nodulo irriducibile non an-
nullato da d.

Il lemma & provato.

Osservazione 2.1. || lemm 2.1 assicura che ogni L-anello primiti
vo 0 quasi primtivo & semsenplice.

LEMA 2.2. ([s],p. 44;[7], p. 231) 1t/radicale J(A) defl'L-anello
A & 4ideatedi A A)J(A) ¢ L-anello semisemplice.

Dimostrazione, Osserviamp che se x e A annulla ogni A-nodulo irri
ducibile e ogni A°P-nodulo irriducibile e se a,b e A anche xab, abx
e axb godono di questa proprieta; percio, per il lemm 2.1, J(A €
ideale di A

Supponi ano che x+J(A) € A/J(A) (con x e A) annulli ogni A/J(A)-mo
dulo irriducibile; ci proponiano di provare che x annulla ogni A-no-
dulo irriducibile. Sia, percid, (V,W,p,0) un A-nodulo irriducibile.
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Ponendo (a+J(A))p! = ap se a e A si definisce un'applicazione

p' 1 NJA =+ HomZ(V,W); infatti, a+J(A) = b+J(A) con a,b e A cioé
a-b e J(A), conporta a-b e Kerp (cfr. lemma 2.1), (a-b)p= 0, ap=bp.
Si verifica che p' ¢ onpnorfisnmp additivo. Allo stesso modo, po-
nendo (a+J(A))g' = ac se a e A si definisce un ononorfisno additi
vo g¢' : A+Homz(W,V). Si verifica che (V,W,p',0') & A/J(A)-nodulo
che risulta irriducibile perché e V # (0), W# (0), v((A/J(A))p") =
= v(Ap) = WseveV, v.40e w(A/JA))o'= w(Ao) =V sewe W

w # 0 (cfr. lemma 1.1). Risulta (a+J(A))p' ap se a e A quindi
a+ J(A e Kerp' se e solo se a e Kerp e percio x e Kerp . Allo
stesso nodo si prova che x e Kera. Quindi x e [p,o]. Abbiam provato

che x annulla ogni A-modulo-irriducibile. Allo stesso nodo si prova

che se x+J(A) e (A/J(AN%P = A°P/y(a) annulla ogni  (A/J(A))°P-modulo
irriducibile allora x annulla ogni A°P-modulo irriducibile. Pertan-

to, per il lemm 2.1, se x+J(A) e J(AVJ(A)) allora x e J(A); dunque
x+J(A) = o+J(A) € AVJ(A) & L-anello senisenplice.

[l lemma & provato.

2.2. Per gli L-anelli, come per gli anelli (binari) associativi (cfr.
[4], # 13 e 14), si da la definizione di sommasottodiretiacesi
prova che un L-anello A & somma sottodiretta della famglia di L-anel
li {Ai}ieI (1 & un insiene d'indici arbitrario) se e solo se per

ogni i e I esiste un ideale Hi dell'L-anello A tale che 1'L-anello

A; risulti isomorfo all'L-anello quoziente A/H; e, inoltre :{;}Hi=(o).

TECREMA 2.1. Se A ¢ L-anello, sono equivalenti:
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1) A ¢ semisemplice;

2) A & (isomonfod una) somma sottodiretta dl L-anelli primitivi
0 quabi primitivi oppure oppostidi L-anelli primitivi o quabi primi

tivd.
Dimostrnazione. 1) =>2). Se x e A X # o, per il lemm 2.1, esi-
ste un modulo irriducibile (V_,W_,p',0 ) sopra |'l-anello A o sopra

X" X' 'X" X

il suo opposto A%P tale che x ¢ [px,,cx] = Ke‘rpanerox. C proponia
mo di provare che |'l-anello A/ [px,ox], oppure il suo opposto
o] 0 N Lo . L

(A/ Toy 1 0,]) p=Ap/[px,o’x:|’ @ prinmitivo 0 quasi primtivo. Se
(V. ,W ,p_,0.) & nodulo irriducibile sopra |'lI-anello A ponendo

X X X X
(a+[px,0x__|)p;( =ap se ae A si definisce un'applicazione
p;( . A/[px,ox] -»Homz(Vx,Wx); infatti, a+[px,o'x]= b+[px,0x:| CorT‘pOI’ta
a-b e[px,ox], a-b e Kerp , (a-b)p = 0, ap = bpx. Si verifica che

. . A 1=
p)'( ¢ ononorfisnp additivo. Allo stesso nodo, ponendo (a+[px,ox])gx—
= ag se ae A, si definisce un ononorfism additivo ay A/[px,cx]
-> Homz(wx,vx). Si verifica che (Vx,Wx,p;(,o)'() ¢ nodulo sopra 1'L-anel

lo A/[p,,0,] i1 quale risulta irriducibile perché v _# (o), W # (0),

v((A/[p,50.1)p3) = viAp ) =W seveV,vio,e w((A/[p ,0D0y) =

w(AoX) = VX sewelW, W # 0 (cfr. lemma 1.1). Inoltre, se a e A

foo

' + Kerg!
+[o 0] e Kerp! se esolose aekKerp ¢ at [o,0]e Kero) se

1 1)
e solo se a e Kero,. Allora a+[px,ox] e[px ,0.] se e solo se
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a e[px,ox], cioé se e solo se a+[px,0x] = o+[px,ox]. Abbi anp prova-
1 t A i H H - m
to che (Vx,Wx,px,cx) € quasi fedele e, quindi, che A/[px,OX] & Le

anello primtivo 0 quasi primtivo. Allo stesso nodo si ragiona se
(Vx,wx,px,ox) € nodulo irriducibile sopra 1'L-anello AOP, oppost o

di A, e si prova che 1'L-anello (A/[px,ox])°p= AOp/[px,Ox]é pri -

mtivo o quasi primtivo. Resta da osservare soltanto che risulta
M =
xeA- (o) [px' Ox] ().

2) => 1). L'L-anello A risulti somm sottodiretta della famglia

di L-anelli {Ai}ieI dove ciascun L-anello Ai g primitivo o quasi

primtivo oppure opposto di un L-anello primtivo.0 quasi prinmtivo.

Allora, per ogni i e 1, esiste un ideale Hy dell'L-anello A tale che
1'L-anello A; & isomorfo all'L-anello A/H, e risulta ir?I H, = (o).

Se x e A & proprianmente quasi invertibile anche x + H; e A/Hi lo e
allora, osservato che A/H., oppure il suo opposto (A/Hi)op, ¢ L-anel
lo primitivo 0 quasi primtivo, risulta J(A/Hi) = J((A/Hi)OP) =

= (o+Hi) e da x e J(A) segue x + Hi e J(A/H)) = (0+H. ) cioé X e H, .

Pertanto x e QI H, = (0), x =0 e Aé L-anello senisenplice.

Il teorema & provato.
3. ANELLI TERNARI DI LISTER PRIMTIVI.
Nel numero 3.1 classifichiano gli L-anelli primtivi dando, per es

si, un analogo del teorema di densita di Chevalley-Jacobsonrelativo
ad anelli associativi primtivi.
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Nel nunero 3.2 classifichiamo gli L-anelli prinmitivi con ideali
destri minimali.

Nel numero 3.3 classifichiamogli L-anelli senplici, con ideali de
stri mnimli e privi di ideali effettivi; tra questi classifichiam
anche quelli artiniani a destra ritrovando un risultato da noi gia
stabilito in [9].

3.1. Siano k un corpo (non necessarianente commtativo), V e W k-
spazi vettoriali destri non nulli, &, risp. %', un sottogruppo denso
nella topologia finita di Hom, (V,W), risp. Hom, (W,V), ¢ F +F'un

isonorfisno additivo, #g'gcg, F FF' cF' e 9‘3’, Tisp. 97'¢_1,

la struttura algebrica che ha cone insieme sostegno (quello di) &,
risp. &', e come operazioni |'addizione di ¥, risp. #', e 1l'appli
cazione w ! Fx FxF+F , Iisp. w' :F'xF' xF' + F', definita
da (f,p,qQ)w = f(p¢)q se f,p,q e#, risp. (£f',p',q")w’ = f’(p'¢-'1')q'
se f',p'e %', Con tali dati, sono equivalenti:

1) (f(p9)q)d = (£¢)p(q¢d) se f,p,q €F;

2) la struttura algebrica 9‘&’ é L-anello;

3) ¢ : 3'&) + 347'4)_1 ¢ isonmorfism (di strutture algebriche).

Classe 1. Con i dati gia specificati, la struttura algebrica %

sia L-anello.Un L-anello appartiene alla classe 1 se e solo se e (iso

morfo a) uno degli L-anelli A siffatti.

LEMVA 3.1. O0gni L-anello apparténente alla clLasse & primitivo.

Dimostrazione. Se % e L-anello appartenente alla classe 1, con i



Anelli ternari di Lister senisenplici 23

dati specificati per definire tale classe, ponendo fp = f', risp.

fo=f, se f € &, si definisce un omonorfism additivo p:%*Homk(V,W),

risp. o: f(b > Hom, (W,V). (V,W,p,0) € (g-mdulo irriducibile e fe-

del e. Infatti,verificatoche (V,W,p,0) @ ?-modulo, se v e V, v# 0,

per 6egni w e Wesiste f e tale che vf = w cioé v(fp) = w e
v(%p) = W Alo stesso modo si prova che, se we W w # o, risulta
w@) = V. Inoltre & Kerp = Kero = (0).

Il lemma & provato.

Siano A un L-anello primtivo e (V,W,p,0) un A-nmodulo irriducibi-
le e fedele. Con le notazioni dei lemm 1l4e 1.5 stante 1'osserva-
zione 1.1,p, risp. o, € omonorfism additivo o : A + Hom (V,W), risp.
. A~ Homk(W;V). Con tali dati, sussiste il

LEMMA 3.2. Siano F = Ap, #' = AU e definiamo L'isomonfismo addi
s -
tivo ¢: F+ F' ponendo f¢p = f¢~lo se f eF ),

F, nisp. F', & pottoghuppo dcnbo nelfla ZLopologia fginita di
Homk(V,W), risp. Homk(W,V), La struttura algebrica %, RABP. 9'(;_1 ,
€ L-anello ¢ p : A = f¢, nisp.a: A + y&)_l, ¢ isomonfismo d i L-
anelli.

Pertanto, & assicurata La commutativita del seguente diagramma

(°) Indichiano ancora con p, [risp. g, la restrizione codominiale
dp ad ap, risp. a ¢ ad Au.
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5 Z,

A [ 1‘9

=~ P
J"p-1

incui tutte Le applicaziond sono Lsomonfismi di L-anelldi.

Dimostrazdione. Proviano che & e sottogruppo denso nella topologia
finita di Homk(V,W). Sia U un sottospazio di dinensione finita del
k-spazio vettoriale destro V. Vogliam provare che, se x e V-U, esi-
ste a e A tale che U(ap) = (o) e x(ap) # 0. Ragioni amo per induzio
ne sulla dinmensione di U. Se U = (o) dobbiano provare che esiste
a e Atale che x(ap) # 0; ci0 segue da x(Ap) = W (cfr. lemma 1.1).

Sia, ora, dimU =1t > 1, x e V-U e supponiam vera la tesi per ogni

k
sottospazio di V la cui dimensione & minore di t; ci proponiamo dirag

giungere un assurdo negando la tesi per Ue x. Sia U = U,c , @ U, con

Ut—l e U] sottospazi di U di dimensioni t-1 e 1 rispettivanente;
inoltre, siaveUlU, v 0. Per ipotesi induttiva esiste a e A tale

che U _,(ap) = (0) € v(ap)# 0. C= {ae AU, _,(ap) = (o)} & idea-

le destro di A e risulta (o)#{v(ap)|ae C} = v(Cp)S W allora
(<v(Cp) (Ac)>,v(Cp),p,0) €& sottomodulo non nullo di (V,W,p,0) €
v(Cp) = W Se- y e Wy = v(ap)con a e C, ponendo yh = (v(ap))h =
= x(ap), Si definisce un'applicazione h : W » W Infatti, v(ap) =
= v (bp), con a,b e C, conporta v((a-b)p) = 0 ed essendo a-b e C ri-
sulta Ut_1((a—b)p) = (o) assiene a U1((a—b)p) = (0), percibd
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U((a-b)p) = (0); allora, avendo negato la tesi per Ue x, &€ x((a-b)p)=
= 0, cioé x(ap) = Ax(bp). Risulta hek'; infatti, se w,w' ¢ W, w=v(ap),
w' = v(bp) con a,b e C,si ha (w+w')h = (v(ap)+v(bp))h=(v(a+b)p)h=
= x((a+b)p) = x(ap)t + x(bp)=(v(ap))h+(v(bp))h = wh+w'h, inoltre,
se c,d € A, e wh(co)(dp) =x((acd)p) = (v((acd)p))h = v(ap) (co) (dp)h=
= w(co) (de)h, cioé h(co) (do) = (cu) (dp)h. Per il lemma 1.5 esiste
(uno e un solo) h1 ¢ k tale che h1‘r = h; = h (cfr. la dimostrazione

del lemma 1.5) ; allora, se a ¢ C, si ha (v(ap)) (h’1‘ = (v(ap))h,

vh1 (ap) = x(ap) € (vh, -x) (ap) = o, quindi vh, -X € Ut , e X ¢ U per-

1
ché vh1 € U1 ; assurdo.

Siano X = {x1""’xr} una parte libera finita di V, Y={y1,...,yr}
una famiglia di vettori di W, Ui il sottospazio di V generato da
X - {xi} (ie {1,...,r}). C, = {aeAIUi(ap) = (0)} & ideale destro di

A e, come gia provato, risulta v(Cip) = W. Allora esiste a; € Ci ta-

le che xi(aip) =y Posto a = a1+.. A, risulta xi(ap) = xi(aib)=

=y Quindi %=nar é sottogruppo denso nella topologia finita di
Homk(V,W). Analogamente si prova che &' = Ao € sottogruppo denso
nella topologia finita di Homk(w,V).

Tenendo presenti le considerazioni fatte per definire la.classe
1, resta da provare soltanto che la struttura algebrica 57»‘4) e L-
anello, cioé che risulta (f(p$)q)¢ = (£¢)p(qd) se f,p,q eF, e veri
ficare le altre affermazioni del lemma. Se f = ap , p = bp, q = cP
con a,b,c e A, risulta (£(p$)q)® = ((ap) (bo)(cp))$= ((abclp)ld=
= (abc)o = (ao) (bP) (co) = (£9)p (q9).

Il lemma é& provato.
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1 lemmi 3,1 e 3.2 permettono di enunciare, il

TEOREMA 3.1.Se A & L-aneflo, sono equivalentdi:

1) A2 primitivo;

2) A appartiene alla classe 1.

3.2. Siano k un corpo (non necessariamente commutativo), V un k-

spazio vettoriale destro non nullo, £ = Homk(V,V) I'anello associa-

tivo delle applicazioni k-lineari di V in sé, ¢ un automorfismo ad-

ditivo di ¥ e % , risp. $¢_1 )

me insieme sostegno (quello di) ¥ e come operazioni l'addizione di %
e l'applicazione w : & x¥ x% + £, risp. v' :Lx¥x¥ 2, defini
ta da (f,p,q) = f(p¢)q, risp. (£,p,qw' = f(P¢-1)q,se f,p,q e Z.
Con tali dati, sussiste il

LEMMA 3.3. Sono equivalenti:

la struttura algebrica che ha co

D (£(peda)e = (£6Ip(ad) se £,p,q e¥;

2) esdstono un automorfismo v del corpo k 4L cui quadrato 2 £'auto
mongismo Anterno di k fLegato a un elemento non nullo c di k(s) fis4a
to da t(t? = Yoo CT = c)eun'applicazione biettiva g di V sopra se

stess0 semilineane rispetto a 1 taliche £¢ = c gfg (=gc fg=gfc g =

7
- gfgc) se f el

(®) Qui e nel seguito, se c & elemento non nullo di un corpo k, indi
chianmo con i |"autonorfismo interno di k legato a c: xy, = cxe-1 se
x€k.

(7) Qui e nel seguito, se V & spazio vettoriale destro sopra un corpg
k e cek, indichiamo con ¢ _la noltiplicazione scalare per ¢ : xc =xc
se xev 8 s
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3) fo = a(fy) se fe £ can o = 14 e¥ inverntibile ¢ Y automorn-
§ismo dell'anello associativo £ fali che ap = o e fyY? = a‘lfa
se T e&

4) La struttura al_gebuca%é L-anello (pencid (V,V, 1 ,¢) ¢
%—modu!.o inndducibile e fedele);

5) ¢ : ."f¢ -+ %_1 ¢ isomonfismo (di strutture algebniche).

Dimostrnazdione., La prova del lemma & analoga a quella del lemma 1

di [9] (p. 42) ; si tenga presente. la nota 3 a pié di pagina 45 di [4].

CLasse 1.1. Un L-anello R appartiene alla classe 1.1 se e solo se
esistono un corpo k, un k-spazio vettoriale destro non nullo V e un

automorfismo additivo ¢ dell’anello associativo £ = Homk (V,V) per

cui la struttura algebrica $¢ risulta L-anello (cfr. lemma 3.3) tali.
che R & (isomorfo a un) sotto L-anello dell'L-anello % che sia den

so nella topologia* finita di £ e contenga applicazioni lineari non

nulle di rango finito.

LEMMA 3.4. Se R & L-anello appartenente alla classe 1.1, risulta:
1) R¢ & sottogruppo denso nella topologia finita di ¥

2) ogni jdeale bilatero non nuflo di R & denso nella topologia fi-
nita di £ econtiene F = {feR dimka ¢ finita), ideale (non nuffo)
di R;

3) F « "-anello semplice e privo di {deali bilateni effettivd.

Dimostrazione. 1) Risulti f¢ = csgfg se f ey, dove ¢ e g hanno

il significato a essi attribuito in 2) del lemma 3.3. Siano {x1,..,xn}
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una famglia di vettori di V. Siccome {x1csg,...,xncsg} ¢ parte li-

bera finita di V e R e denso nella topologia finita di £ , esiste
f e Rtale che, per ogni ie{1,...,n}, xicsgf = yig_l, qui ndi

x, (£ =y e R¢ & denso nella topologia finita di ¢,

2). Sia Bideale bilatero non nullo di R Fissiamn f e B, f # o,
x,y ¢ V, Y # o, tali che xf =vy. Se {xq5000x ) e parte libera fini

tadi Ve se{x,, . . AN € una famglia di vettori di V, poiché R e
R¢ sono densi nella topologia finita di & , per ogni ie{l,...,n},

esi st ono ai’bi e Rtali che x;a.(b.¢) = X € xjai(biq’) = 0 se

je{l,..., n}, j#i, ed esistono ci,dieR tali che y(ciq))di =y Risul

ta f, = a (b, o)f(c, 0)d, e B, Xifi =¥ x.;.lz 0e conp-= f1+..fneB,
risulta Xp = xif-i =y; e B e denso nella topologia finita di ¥ .

Si verifica che F & ideale di R e, per quanto gia provato, € denso
nella topologia finita di ¥ . Se B & ideale bilatero non nullo di R
risulta F ¢ B. Intanto & FNB # (o). Infatti, FMB = (o) conporta
F(R$)B C FNB = (o)e, se b e B, fissato x e V, x #0, per ogni yev
esistono f e F, r e R tali che xf(r¢) =y e, percio, vb=xf(r¢)b=o
e B = (o); assurdo. Allora FNB & ideale bilatero non nullo di R e,
perci0, € denso nella topologia finita di # . Se f e F, sia dim, Vf=n.
Esiste una parte libera finita {x1,...,xn} di V tale che, se U ¢ il
sottospazio di V da essa generato, risulta V=Ker f @ U e {x1f,...,xnf}
e parte libera di V. Esistono r e,R, p e FNB tali che xif(r¢)p =
= x,f se i e{1,...,n}. Gsservato che & anche xf(r¢)p = xf se

x e Ker f, si conclude f = f(r¢)p e FNB, F c FNB e F ¢ B
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3). Osserviamo che F & sottoL-anello dell'L-anello ,E,Pd) denso nel

la topologia finita di ¥, quindi F appartiene alla classe 1.1. Ri-
sulta F(F¢)F # (0); se B & ideale bilatero non nullo di F, per 2)
(pensando R=F), dev'essere B = F e, percid, F & L-anello semplice

e privo di ideali bilateri effettivi.

I1 lemma €& provato.

LEMMA 3.5. Ogni L-anello appartenente alla classe 1.1 € primitivo
e possiede idealsi destri minimali.

Dimostrazione. Sia R un L-anello appartenente alla classe 1.1. Os
servato che R appartiene alla classe I (cfr. 1) del lemma 3.4), per

-

il lemma 3.1 R & L-anello primitivo. Siano f e R, f#o, dir‘r’ka =n
n eNj, {y1,...,yn} base di Vf e x, e V tale che x1f =y Esistono
a,b e R tali che y,(a¢)b =x, e y.,(a¢)b = o se i e{1,...,n}, i#1.
Se U1 e il sottospazio di V generato da x
Xp = X1s Vp=1U

;€ sep= f(a¢)b, risulta

1 V = Ker p @ U1 e Ker p ¢é iperpiano di V.

‘D = {reR|Ker p ¢ Ker r} & ideale destro minimale dell'L-anello R.
Infatti, si verifica che D & ideale destro di R; risulta D # (o) per-
cht? p e D. Se D' 2 ideale destro di R con (o) cD' ¢ D, fissato feD',

f#o, se r e D, siano s,u e R tali che x1f(s¢)u = x1r. Osservato che

anche xf(s¢)u = xr se x e Ker p perché f,r e D, siccome V = Ker p ¢ U 1t

si conclude r = f(s¢)u € D' e D' = D.
Il lemma & provato.

Nei seguenti lemmi 3.6,...,3.11 A € un L-anello primitivo con idea
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le destro mnimle D
LEMWA 3.6. Risufta DDD # (o).

Dimostrnazione. Se (V,W,p,0) € A-nodulo irriducibile e fedele risul
ta V(Dp) # (o) € W(Dg) # (o) perché e D # (o), Perci0 esistono v eV,
viéio,WeW w¢o, tali che v(Dp) # (0) € w(Dg) # (0). (<v(Dp) (Ag)>,
v(Dp) ,p,0) e (W(Dg), <w(Do) (Ap)>,p,0) sono sottomoduli non nulli di
(V,W,p,0), quindi v(Dp) = We w(Dg) = V. Allora da DDD = (o) segue
(0) = V((DDD)p) = V(Dp) (Dg)(Dp) = W(Do) (Dp)=V(Dp)= Wassurdo.

[l lenmma & provato.

Stante il lemm 3.6, con |le notazioni dei lemmi 1,9 e 1.10, pensan
do D = o escegliendo d,seD tali che (déx =8dx = X €) xdé= 7x8d Se
x e D (cfr. osservazione 1.2), sussistono i seguenti lemm 3.7,3.8,
3.9 e 3.10.

LEMA 3.7. L'A-modulo (D,D,A,u) € ianiducibife ¢ fedele.

Ogni A-nmoduto 4inndiducibife ¢ fedele & Lsomorgoa(D,D,r,u).

Dimostrazione. Sia (V,W,p,o) un A-nodulo irriducibile e fedele.Ri
sulta v(Dp) # (0) € W(Do) # (o) perché & D # (o). Perci 0 esistono
veV,v#0 weW,w#0 tali che v(Dp) # (o) e w(Dg) # (o).
(<w(Dp) (Ag)>, v(Bp),p,0) € (w(Do),<w(Do) (Ap)>,p,0) sono sottonoduli
non nulli di (v,W,p,0), quindi v(Dp) = We w(Dg) = V. Siano d',8' €D
tali che v(8'p) = we w(d'o) =Vv. Rsultav = v(§'p)(d'o) e w=w(d'sc)
(8'p). L' applicazione n: A+ Y che manda x e Ain w(xo) e V& orno_
morfimo additivo. Ker n & ideale destro di A massinmale e nodulare ri_
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spetto a (d',s') [cfr. la dinostrazione del lemma 1.8). La restri-

zione nDdi' na D e isonorfisno additivo D+ V. Infatti, ri

D
sulta Dn = w(Dg) = V e Kern, = KernND = {xeD|xn= o} ={xeb|w(xa)=0}
¢ ideale destro di A contenuto in D e diverso da D perché w(Dg) =

=V # (0), percio é Kern, = (o). Allo stesso nodo si prova che 1'ap

plicazione § : A » Wche manda xeA in v(xp) € W ¢ onmonorfisno addi
tivo. Kerp € ideale destro di A mssimale e nmodulare rispetto a
(6',d'). La restrizione op di g a D & isonorfismo additivo

9 D+ W Se xeD risulta x-d's'xeKernMD = KernD = (0) e x-§'d'xe

D
eKero MD = Ker oy = (o), quindi d's¢'x = §'d'x = X. Si consideri 1'
A-modulo (D,D,A',u') dove, con aeA, gli omonorfism additivi A': A »
+ Homz(D,D) e vu' : A= Homz(D,D) sono definiti da x(ax') =

=§'xa e x(ap') = d'xa se xeD. Qi isonorfisnm additivi np D »V

e o D » Wrealizzano isonorfismo tra gli A-nmoduli (D,D,A',u")

D:
e (V,W,p,0).

Resta da provare che gli A-noduli (D,D,r,u) € (D,D,A',n') Sono
isonorfi. Ponendo xa = d'sx sSe xeD Si definisce un automorfisno
additivo o di D Infatti, verificato che o & endonorfisno addi-
tivo di D,d'sD & ideale destro di A contenuto in D. Da d'sD = (o)
segue d'6DAA = (o) mentre {zeD|d'zA = (o)} & i deale destro di A con
tenuto in D e diverso da D perché 6 non vi appartiene (infatti ¢
(o) # D= d's'A). Allora {zeD|d'zA = (o)} = (0), 6DA = (o) ¢
(0) # D = 8dD ¢ DA = (0), assurdo. Quindi Da =d'éD = D, Kero
{x e D|d's6x = o} & ideale destro di A contenuto in D, non & Kera

1

= D perché da'sdD = D # (0), cone gia visto, quindi Kere = (o).
L" aut onor fi sno additivo o di D e |'applicazione identica di D rea-
lizzano isonmorfismo tra gli A-moduli (D,D,A,u) € (D,D,A',u'").
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sulta x(tt?) = x((to)t) = §@d(tr))x = §(8(dt)d)x = §6(dt)dx ¢
x(ty) = xcte b= X14qtlss = 68(ddx)t) = ss(dt)dx, quindi x(tr?)=

= x(ty ), tr? = ty,, 12 =y Si verifica che cr = c.

[l lemma € provato.

Ossenvazione 3.1. Stanti i lemm 3.8 e 3.9, |"imersione di k in
Homz(D,D) definisce sul gruppo additivo di D una struttura di k-spa

zio vettoriale destro V e |'autonorfismo < del corpo k-&, di fatto,
mononorfisno di k in Homz(D,D) e definisce sul gruppo addivito di
D una struttura di k-spazio vettoriale destro W L'insienme Homk(V,W),

risp. Homk(W,V), delle applicazioni k-lineari di V in W, risp. di
Win V, 'coincide ¢on |'insieme 2, risp. 2', delle applicazioni di
Vin sé semlineari rispetto a t, risp. T'l ; quindi x| risp.y,
¢ monomorfismo additivo x» : A =+ Homk(V,W) =9 , risp. u:A+Homk(W,V)=

=9', Rsulta dimkv = dimkw; infatti, |'applicazione identica di

D & applicazione biettiva'di W sopra V semlineare rispetto a «
(d'altra parte, ogni applicazione biettiva di V sopra se stesso
semilineare rispetto a <7 & applicazione lineare biettiva di V so
pra W. Inoltre risulta Homk(V,V) = Homk(W,W).

LEMVA 3.10. Si 44iss4 lad anrbitrio) un'applicazione biettiva ¢

di V sopra se stesso semilineare rispetto at e sia £ = Honk(V, V)=
= Homk(W,W).

Ponendo pv = pg'1 se p el , nisp. p'E = gp' e p' eg, Al de-
§inisce un Lisomonfis mo additivov: @ =+ % nisp. £ . D > £

Inoltne, ponendo pn = cP se P €9 conc = Idd(cﬁn. Lemma
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Il lemma € provato.

All'A-modulo (D,D,A,u), in quanto modulo irriducibile, possiamo
applicare le argomentazioni dei lemmi 1.4 e 15 pervenendo ai risul
tati esposti nei seguenti lemmi 3.8 e 3.9. Osserviamo, intanto, che,
se ab e A, risulta (aX)(bu) = (ap)(br) = Pap CON Py D + D de

finita da xp = xab se xeD.
ab

LEMMA 3.8. Sia I 4L sottoanello dell'anello associativo Homz(D,D)
generato d a {pabla,b e A},

12 gruppo additivo di D acquésta bthuttuha di modulo debtho Lrri
ducibile bopha L£'anello associativo L e, percdd, bthuttuha di spazdo
vettoniale debtho V sopra 42 corpo k = {teHomz(D,D) |ts=st se s el}=
= {te Homz(D,D)ltpab = p,pt se ab e A} = {teHomz(D,D)I(xt)ab=

= (xab)t se xeD e a,b e A}.

LEMMA 3,9. Sia t € k; se xeD, ponendo xt* = §(dt)x s4 definisce
un elemento t* e k. L'applicazione 1 : k =+ k,definita da tt= t*
se t e k, & automongismo del cohpo k AL cui quadhato & £'automor-

§48mo intenno del cohpo K Legato all'elemento ¢ = 1dd di k f§issato

da t(1%= Yo CF =c) dovel,,:D + D ¢ definita da x1,.,=ddx 4e¢

dd dd

xeD.

Dimostrazione. Come nella dimostrazione del lemma 1.5, pensando
V=W=D v=4d,w=8 p=2x,0=1yu, Si prova che t & automorfi-

-1
smo del corpo k. Osservato che cek, si verifica che ¢ = 156 con

166 : D =+ D definita da X166 = 66x se xeD. Se tek e xecD ri-
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3.9), 44 defindisce UN isomonfismoadditivo n: @ +» 2'., Perntanto,

2'isomongismo additivo ¢=v ni: P+ & & definitoda £¢ =

= csgf‘g se T e & e fa struttura algebrica ,Sf; nisulta L-anel

Lo (cgr. Lemma 3.3).

1L gruppo additivo 2(+), hibp, 9! (+), acquista bthuttuha di
L-anello 2P(+,w), hibp. @' (+,w'), CcONn tapplicazione v :9x92x2+9,
hibp. @ ' : @' x @' X @' » @' , definita da(p,q,r)w= plan)T Se'
pP,a,r €9, risp. (p',q',r 0" = p'(a'n "' sep'q',r' €D .

L'isomorngismo additivo v , adisp. g, & 4somonfismo di L-anelli

V 19 (+,0) * % MLsp. £ D' (+,0") %-1 . Inoktre, L'isomorfismo

additivo n & isomongismod i L-anelli n :D(+,0) » 2 (+,0').

Pentanto & assicurata La commutativitd def seguente diaghamma

2 (+,0) L &

I s

A R A

in cui tutte Le applicazioni sono isomonfismi di  L-anelfld.

Dimostrazione. Si verifica che v, £ € n sono isonorfism addi
tivi. Se f e& risulta f¢ = f v'lng = (fg)ng = (csfg)g = gcsfg=

= c gfg; quindi, per il lemma 3.3, la struttura algebrica .% ri-

sulta L-anello e ¢ : ,<£¢-> %_, ¢ isomorfismo di L-anelli. L'opera
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zione ternaria che conpete a ) risp. .‘Z’q\"l', in quanto L-anel-

lo, si trasporta da 5% a 2 nediante v-* , risp. da %_1 a

. -1 , . . .
9" mediante & , ottenendo |'operazione ternaria w , risp. w',
dell"enunciato del lemm. Le altre affermazioni del‘lemma si verifi

cano.

[l lemma & provato.

LEMMA 3.11. TIL monomorfismo additivo A, aisp. ¥, & monomorfi-
Amo di  L-anefli X : A +D (+,w), risp.u: A +D' (+,0").

A\, ndisp. Ay, & sottoL-anello di D(+,w), risp. @'(+,«') ben-

r0 nella topologia §inita di 9 = Homy (V,W), xisp. 9' = Hom (W,V),
¢ contiene applicaziond Lineari @i V in W adisp. di W4in V) non
nulle di rango finito. Quindi AAv , ndsp. AuE , & sottoL-anello di

g¢ , RAsp. g¢ 4, denso nella topologia finita dl Lecontiene ap

‘plicazioni Lineard non pufle di tango finito.Inoltre rnisulta v =in.
I n definitiva & assicurata La commutativitd del seguente diagram_

ma

P (+ 0t ) 2
®
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Dimostrazione. Per il lemma 3.2 AX, risp. Au, & denso nella to
pologia finita di Hom, (V,W), risp. Homk(W,V). Provi ano che AX con
tiene applicazioni lineari non nulle di rango finito. Se a e D, a#o,
|"applicazione lineare ax : V + W ha rango uno. Esistano x,y eV
con x(ax) € y(aXx) vettori di W linearnente indipendenti. Alora

esistono a eA tali che x((aa1az))\) = x(ak)(a1u)(a2>\) =0 e

a
1'"2
Y((aa1az) A=y (aX) (a1u)(a2>\);!o per la densita di Ax e di Au'.

Inoltre D' = {z e D|x(zx) = o} e ideale destro di A contenuto in
D e diverso da (o)perché contiene aa 13274 0; quindi D' = D. Ne se
gue a e D'e, percid, x(aXx) = 0; assurdo.

[l lemma & provato.

0sservazione 3.2. Con i dati e le notazioni dei lenm 3.6,...,3.11,
se e,eeA, sono equivalenti:.

1) xee = Xee = X se x e D
2) {e,e} g identita dell'L-anello A

: : -1
3) exe®d & applicazione biettiva € eu= (ed) .

Questa osservazione, che riguarda gli L-anelli primtivi con idea
[i destri mnimali, era gia stata da noi fatta per gli L-anelli sem
plici, artiniani a destra e privi di ideali bilateri effettivi ([9],
osservazione 1.2, p. 48).

1 lemi 3.5,...,3.11 pernettono di enunciare il

TEOREMA 3.2. Se A & L-anello, sono equivalentdi:

1) A & primitivo e possiede ideali destri minimali;



Anelli ternari di Lister sem senplici 37

2) A appartiene alla classe 1.1.

0ssenvazione 3.3.Le tecniche qui usate per classificare gli L-
anelli primitivi con ideali destri minimali, che ‘ci consentiranno,
in particolare, di classificare gli L-anelli semplici, con ideali
destri minimali e privi di ideali bilateri effettivi (cfr. il se-
guente numero 3.3), estendono, nel senso che precisiamo in questa
osservazione, quelle usate in [9] (pp. 42-49) per classificare gli
L-anelli semplici, artiniani a destra e privi di ideali bilateri ef

fettivi.

Con i dati e le notazioni dei lemmi 3.6,....,3.11, si possono
scegliere d,6 e D tali chedsx =6dx = x € xd6 = x&d se xeD
(cfr. osservazione 1.2). Allora si prova che il sottogruppo Déd
del gruppo additivo dell'ideale destro minimale D dell'L-anello A
acquista struttura di corpo, Déd(+,°), con la moltiplicazione defi
nita da ae¢b = adb se a,b e Déd. Se x48d ‘e Déd, xeD, ponendo (xé&d)x=

s 1 dove 1
X

X8 D + D & individuata da z1x = x6z se zeD,

8 3

si definisce un’applicazione x : D§d + k che risulta antimonomor
fismo del corpo Dé&d(+,°) nel corpo k. y &, di fatto, antimonomor
fismo di D§d(+,0) in Homz(D,D) e definisce sul gruppo additivo di

D una struttura di Dé8d(+,0)-spazio vettoriale sinistro.

Allo stesso modo, il sottogruppo Ddé (= Déd) del gruppo additi-
vo di D acquista struttura di corpo, Ddé&(+,*), con la moltiplica-
zione definita da a«b = adb se ab e Dds . Se xd§ e Dds , xeD, po-

v . e _
nendo (xd§) x'= 1Xd dove 1xd : D+ D é individuata da zI xd—Xd'z

se ze D, si definisce un’applicazione x': Dd§ = k che risul-

ta antimonomorfismo del corpo Ddé§ (+,#) nel corpo k. x'e, di fat
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to, antimononmorfism di Dd§(+,*) in Homz(D,D) e definisce sul grup

po additivo di D una struttura di
stro.

Dd& (+ *)-spazio vettoriale sini

Inoltre, ponendo tf = 6t$ se t e D&d, si definisce un isonor-
fism del corpo D8d(+,s) sopra il Corpo Dd&(+,+); il diagramma

Dod(+,0) —Ks k

1 lT

DAS(+) ) ———& k

¢ commutativo.

Infine, ponendo tf' = §td se teDsd si definisce un'automor-

fismo f£' del corpo Déd(+,.) e il diagranm
D8d(+,0)  —2As k
|« I
' X
Déd(+,0) —_— k

¢ commutativo.

3.3. TECRENA 3.3. Se A 2 L-anello, 40no equivalenti:

1) A 2 semplice, con

Ideati destri minimali e privo di {deali
bilateri effettivi;
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2) A appartiene atta classe 1.1 ed & formato da applicazioni L4

neard di tango finizo.

Dimostrazione. 1) ==> 2), Sia D un ideale destro mnimle di
A Da DDD = (o) segue D c&(D,D) con &(D,D) ideale bilatero di A
percid & 6(D,D) = A e DDA = (o). Da DDA = (o) segue D c n(D,A)="
= A e DAA = (o). Da DAA = (o) segue D ¢ ¢(A,A) = A e APA = (o0);
assurdo. Percib risulta DDD # (o). Per i lemm 19e 1.10,con le
loro notazioni, pensando D = A e tenendo presente |'osservazione
1.2, (D,D,A,u) & A-nodulo irriducibile, Kerx = {a e A|D(4X)=(0)}
e ideale bilatero di A Da Kerx = A segue (o) # D = §dD c 8DA =
= D(AA) = (o0); assurdo. Quindi Kerx = (o) e (D,D,A,p) & irriduci-
hile e fedele (cfr. lemma 1.2). Abbianp provato che A & L-anello
primtivo, ad esso possianmp applicare |le argonentazioni dei |enm
3.8,...,3.11. Con le notazioni di, tali lemi, {aeAladv e ha ran
go finito} & ideale dell'L-anello A non nullo perché A contiene ap

plicazioni lineari non nulle di rango finito (cfr. lema 311) e
per |'ipotesi di senplicita, coincide con A

2) =>1). Per il lenmmm -3.5 A(® L-anello primtivo e) possiede
ideali destri nminimali; per il lemm 3.4 A e senplice e privo di

ideali bilateri effettivi.

Il teorema & provato.

TECREMA 3.4. Se A 2 L-aneflo, soncequivalentdi:
1) A 2 semplice, con ideali destri mindmati, phivo dl ideati b4
Lateni effettivi ¢ possiede Lidentitd;

2) A ¢t semplice, artiniano a debtha ¢ privo di 4deali bilateri
effettivd;
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3) A appartiene alla classe 1.1 ¢ dimkV ¢ finita.

Dimostrazione, 1) => 2). A & L-anello primitivo con ideali de
stri minimali (cfr. la dimostrazione di 1) => 2) del teorema 3.3).
Ad A possiamo applicare le argomentazioni dei lemmi 3.8,...,3.11.

Allora se {e,e} ¢ identita di A, possiamo pensare g = e)

(eg-1 = ep ; cfr. osservazione 3.2) e risulta eiv = gg'1= 1.
Da 1) ==> 2) del teorema 3.3 V1 = V deve #&vere dimensione fini
ta e, percio Ax = ,5% Resta da notare che 3:15 ¢ L-anello sem

plice, artiniano a destra e privo di ideali bilateri effettivi-(cfr.
teroema 1 .1 di [9] , p. 43).

2) => 3) A & L-anello primitivo con ideali destri minimali
(cfr. la dimostrazione di 2) ==> 1) del teorema 3.3). Ad A possiamo

applicare le argomentazioni dei lemmi 3.8,...,3.11. Sia {Vi}ieN
parte libera numerabile di V. Di = {f e A)\\)Iv1f s, ..=vif = o} &

ideale destro dell'L-anello AAv , sottolL-anello di ¥ denso nella

¢
topologia finita di <. Quindi la successione {Di}ieN ¢ stretta-
mente decrescente ; assurdo. Si conclude che dim V & finita e, per-
cib, A = % .

3) => 1). Da 2) =a> 1) del teorema 3.3 A & semplice, con ideali
destri minimali e privo di ideali bilateri effettivi. Poiché dimkV

1

¢ finita risulta A = £ ; {1,1¢ =} @ identita di A.

¢ 1

Il teorema & provato.

0ssenvazione 3.4. L'equivalenza 2) &=> 3) del'teorema 3.4 ? stata
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da noi gia stabilita in [9] (teorem 1.1 e 1.2, pp. 43 e 48).

4. ANELLI TERNARI DI LISTER QUASI PRIMTIVI.

Nel numero 4.1 classifichiano gli L-anelli quasi primtivi dando,
per essi, un analogo del teorema di densitd di Chevalley-Jacobson
relativo ad anelli associativi primtivi.

Nel nunero 4.2 classifichiamo gli L-anelli quasi prinitivi con
ideali destri mnimali.

Nel numero 4.3 classifichiam gli L-anelli senplici, con ideali
destri mnimali e ideali bilateri effettivi; tra questi classifichi?2
mo anche quelli artiniani a destra ritrovando un risultato da noi gia
stabilito in [9].

4.1. Siano k un corpo (non necessarianente comutativo), V e W
k-spazi vettoriali destri non nulli, & = dimkv e B = dimkW (con
o e B numeri cardinali non necessarianmente finiti). Il gruppo ad-

ditivo T = Homk(V,W) ¢ Hom, (W,V) acquista struttura di L-anello k(a,B)
con |'applicazione w: T x T Xx T + T definita da ((f‘1,f2) ,
(py5P,)» (a;,4,)) w = (£,p,9,,f,p,4,) se £,,p,,q, € Hom (V,W),

fz,pz,q2 € Homk(W,V) q

CLasse 11. Un L-anello R appartiene alla classe II se e solo se
esistono un corpo k e nuneri cardinali o e g8 non nulli (e non ne-
cessariamente finiti) tali che R & (isomrfo a un) sottoL-anello del
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|"anel o k(a,8) per cui p, ={f1__ € Homk(V,W)l(fl,o) e R} , risp.
Py ='{f2 € Homk(W,V) | (0,£.) e R} , sia sottogruppo denso nella to
pologia finita di Homk(v;m; risp. Hom (W,V). R = {(£;,0) e R}

e R, = ‘{(o,fz) e R} sono ideali bilateri effettivi di R e risul-

ta R1 () R2 c R
LEMVA 4.1. 0gni L-anello appanrtenente alla classe IT & quabi pri

mitivo.

Dimostrazione. Se R & L-anello appartenente alla classe 11, con
i dati specificati per definire tale classe, ponendo (f1,f2)o =

= f" risp. ff1’f2)o = f_, se (f1,f2) e R si definisce un omomor-

2’
fism additivo p . R =+ Homk(v,w), risp. ¢ : R * Homk(w,V).

(V,W,p,0) & R=modulo irriducibile e.propriamente quasi fedele. In-
fatti, verificato che (v,W,p,0) 8 Rmodulo, se v e V, v # o, per

ogni we Wesiste f1 k(V,W), con (f1,o) e R tale che vf1 =W

cioé v((f1,o)p) = W e v(Rp) = W Alo stesso nodo si prova che,

€ Hom

se we W w #£0, & w(Ro)=V. Rsulta R1: Keru , R2= Ker p e

_ NR =
R, = Kerp e R, OR, = {(0,0)} .

Il Iemma & provato.

Siano A un L-anello quasi primtivo e (V,W,p,0) un A-nmodulo ir-
riducibile e proprianente quasi fedele. Con le notazioni dei |enmni
1.4 e 1.5, stante |'osservazione 1.1, p, risp. o, & ononorfisno ad-
ditivo o : A~ Homk(V,W), risp. o : A » Hom (W,V). Con tali da
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ti, sussiste il

LEMVA 4.2. Se a e A ponendoa® = (ap,ad), 4{definisceun mo-

nomonfismo di L-anetli w : A + k(a;8), dove o = dimkV e B =

= dimkW. Se A, = Kera , hibp. AZ = Kerp, aflora A1p , nAsp. Azo,

¢ bottoghuppo denbo netta topologia finita di Homk(V,W), nisp.

Homk(W,V). Pentanto A appahtiene allfa classe 11.

Dimostrnazione. Si verifica che = & nononmorfisno di L-anelli.

Proviamb che A ,p & denso nella topologia finita di Hom, (V,W).

1
Sia U un sottospazio di dinmensione finita del k-spazio vettoria-
le destro V. Vogliamo provare che, se xeV-U, esiste aeA, tale che
U(ap) = (o) € x(ap) # 0. Ragionianp per induzione sulla dinensione
di U Se U= (o) e x # o dobbianmp provare che esiste aeA, tale che
x(ap) # 0. Per assurdo, sia x(A1p) = (o). M= {VeVIV(A1p) = (o)} &

sottogruppo di V non nullo perch¢ contiene Xx; inoltre M(Ap) (Ao) c
¢ M perché, sebceAeaeA, risulta bca e Ay (A ¢ ideale bila

tero effettivo di A e, sev e M v(bp)(co)(ap) = v((bca)p) = O,
cioé v(bp)(coy e M Alora (M,<M(Ap)>,p,0) € sottonmodulo non nullo

di (v,W,p,0), M=Verisulta V(A1p) = (0); qui ndi A1 c Az, assur-

do. Sia, ora, dim U = t > 1, x e V-U e supponiano vera la tesi per
ogni sottospazio di V la cui dinmensione & mnore di t; ci proponia-
mo di raggiungere un assurdo negando la tesi per U e x. Sia U=Ut_1o

oU, cONU ., e U, sottospazi di U di dinensioni t-1 e 1 rispet

! 1
tivamente; inoltre, sia vel . v#o. Per ipotesi induttiva esiste
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aeA1 tale che Ut-1 (ap) = (o) e v(ap) # 0.C = {aeA1 |Ut_1 (ap)=(0) }

¢ ideale destro di A e risulta (o) # {v(ap) |aeC} = v(Cp) C W; allo
ra (<v(Cp)(Ag)>, v(Cp),p,0) &€ sottomodulo non nullo di (V,W,p,0)

e v(Cp) = W. Se yeW, y=v(ap) con aeC, ponendo yh=(v(ap))h=x(ap),

si definisce un’applicazione h : W-W. Infatti, v(ap)=v(bp), con

a,b eC, comporta v((a-b)p)=o ed essendo ab e C risulta Ut_1((a-b)p)=

= (0) assieme a U1 ((a-b) p) = (0), percido U( (a-b)p) = (o) ; allora,

avendo negato la tesi per U e x, € x( (ab) p) = o, cioé x(ap) =
=x(bp). Risulta hek'; infatti, se w,w'eW, w=v(ap), w'=v(bp), con
ab e C, si ha (w+w')h = (v(ap)+v(bp))h = (v(ap+bp))h=(v(a+tb)p)h =
x((a+b)p)=x(ap)+x(bp)=(v(ap))h+(v(bp))h=wh+w'h, inoltre se c,deA,
wh(co) (dp)=v(ap)h(co)(dp)=x(ap) (bo) (cp)=x((acd) p)=(v( (acd) p)h=
=v(ap) (CU) (dp)h=w(co) (dp)h, cioé h(co) (dp)=(co) (dp)h. Per il lemma

1.4 esiste (uno e un solo) h1ek tale che h1r = h?=h (cfr. la dimo-

strazione del lemma 1.4); allora, se aeC, si ha (v(ap))h;=(v(ap))h,

(03

vh, (ap)=x(ap) e (vh, -x) (ap) = o, quindi vh, -xeU , e xeU perché

vh1eU1;
Siano X = {x1,...,x1}P una parte libera finita di V, Y={yl ,...,yr}

una famiglia di vettori di W,Ui il sottospazio di V generato da

assurdo.

X - {xi} (ief{1,...,rh.C;= {aeA1 lUi(ap) = (o)} & ideale destro di
A’e, come gia provato, risulta V(Cip) = W. Allora esiste aieci tale

+.‘..+ar, risulta xi(ap)=xig] = y..

1 i

Quindi A1p ¢ sottogruppo denso nella topologia finita di Homk(V,W).

Analogamente si prova che AZG & sottogruppo denso nella topologia

che xi(aip) =Yy Posto a = a

finita di Hom (W,V) .
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[l lemma & provato.
1iemm 4.1 e 4.2 pernettono di enunciare il

TEOREMA 4.1. Se A& L-aneflo, sono equivalentdi:

1) A 8 quasi primitivo;

2) A appantiene afla classe 11.

4.2. Se k & un corpo (non necessariamente conmutativo) e se a e
B sono nuneri cardinali non nulli (e non necessarianente finiti) @&
individuato 1'L-anello k(a,B) che ha come gruppo additivo T =
= Homk(V,W) ® Homk(W,V), con V e Wk-spazi vettoriali destri tali

che a = dimkV e B = dimkW, e la cui operazione ternaria w :
Tx Tx T+ Tedefinita da f\f_ﬂ ,fz),(p1,p2),(q1,q2'))&s =
= (f1pzq1,f2p1q2) Se f1 Py 29, € Homk(V,W), fz,pz,q2 e Homk(W,V)

(cfr. numero 4.1).

Ceasse 11.1. Un L-anello R appartiene alla classe 11.1 se e so-
lo se esistono un corpo k (non necessariamente comutativo) e nume-
ri cardinali aeg non nulli (e non necessarianente finiti) ta-
li che R & (isonorfo a un) sottoL-anello dell'L-anello k(a,B) per'
cui Py = {f, ¢ Homk(V,W)I(f1,o) e R} , risp. Py = {fzeHomk(w,V)|

| (o,fz) € R} , sia sottogruppo denso nella topologia finita di
Homk(V,W), risp. Homk(W,V_), e contenga applicazioni lineari non nul

le di rango finito. R, = {(f,,0)e R} e R, = {(o,£,) € R} sono..



46 Profera

ideali bilateri effettivi di R e risulta R1 ® R2 cR

LEMWA 4.3. Siano R un  L-anello appartenente alla classe II.1,
F, = {(f1,o) € R]élimka1 e finita) e F, ={(0,f2)eRIdimka2 e

finita).

F=F1@F2

Lo di R, ndisulta:

¢ 4ideate (non nuflo) d R e, se 1 & ideae NON nul

1 1y = {f1 e Homk(V,W)|(f1,o) e 1), ni¢p.12={f'zeHomk(W,V)|

(o,fz) e 1), @ sottogruppo denbo peffa topologia §inita di Homk(V,‘W)

nABp. Homk w,Vv);

2) 1, = {(f1,o) el , lu',bp.Iz = {(o,f,) e | }, contie

ne F,., nisp. F

1 percdd F = F, ¢ F CIolzgl;

2° 1 2 =1

3) F & L-aneflo semplice CON ideali bifateri effettivi.

Dimostrazione.l). Sia-(f1,f2) e 1, (£ fz) # (0,0). Se f1 # 0,

1’
si fissino x eV, y eW y # o0, tali che xf1 =y, con le notazioni

usate per definire la classe 11.1, per la densita di p; € di Py
esi st ono P, € D)y 4y € pys tali che xf1p2q1 # 0erisulta (f1p2p1,o)i=
= ((£,,£,),(0,p,),(qy,0))u € I con £.p,q, # 0; qui ndi 1 # (o).
Con i

1
li che pzi1q2 # 0, quindi (o,pzi1q2) = ((o,p.z),(iwo), (O,C'lz))w eI

e iz, i1 # 0, per la densita di Py esi stono P,:d, € o, ta-

e 1, # (o). Allo stesso nodo si ragiona se f2 # 0 e si conclude

by # (0 e 1, # (o).
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Fissiamp f e 1y ff 0, xeV," yeWy #o, tali che xf =y. Se

{xl,...,xn} e parte. libera finita di V (n e N) e se {Yqse00oy}
¢ una famglia di vettori di W per la densita di py © di P,
per ogni i e {1,...,n}, esistono a, e oy b1 e o, tali che

X'ia'ibi =X e x.Ja.lb.l =0 sej e {1,...,n}, j#i, ed esistono
C; €0y di € o, tali che ycidi =y Rsulta f.l = aib‘ifcidie Yy

(perché (aibif,o) = ((ai’°)’(°’bi)’(f’°))“’ el e (aibifcidi,o) =

1

=((aibif’°)’(O’Ci)’(di’onw e.:I1), X'1ff1 =Yy Xjfi = 0 e con
p=f+...4f €, risulta x;p = x.£.y. € 1, @ denso nella to-

pologia finita di Homk(V,WJ. Anal oganente si prova che 1 ¢ den

so nella topolgia finita di Hom, (W,V).

2). Verificato che F & ideale non nulllo di R per 1), ¢1 =
= {f1 e Homk(V,W) |dimka1 e finita), risp. ¢2 = {f2 e Homk(W,V) |
|dimka2 e finita}, & sottogruppo denso nella topologia finita di
Homk(V,W), risp. Hom, (W,V). Provianmp che. risulta ¢, ¢ Vo6 0, € tz
Intanto & ¢, M1, # (0) e ¢,M1,) # (o). Infatti, ¢ N, = (0)
conporta ¢1p211g o, = (o) (perché, se f1 € ¢1, r, € 92,11 € 1y,

risulta (f1rzi1’°) = ((f1,0),(0,r2),(i1,o)‘)w e .’1('\11) e, se

i€ 1 fissato x' e V, x'# 0, per ogni x e V esistono f1e 0

H , - LI . : ’ . :
T, q)z tali che x f1r2 = X e, perciv, xi, x f1r211 o e

1y = (0), assurdo. Quindi ¢1011 # (o). Allo stesso modo si prova.
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) n‘z # (0). Allora (F1”.11) ® (Fz,nlz) @ ideale non nullo di R

2

contenuto in F1ﬂ,F2

& sottogruppo denso nella topologia finita di Homk(V,W), risp.

(ein I _ﬂ_Iz). Per 1), ¢1n11, risp. ¢2_n12 ,

1

Hom, (W,V). Se £, e 64> S1@ dim V£, =N (n e N). Esiste una parte

1
libera finita {x,, . . .,xn} di Vtale che, se U é il sottospazio di
V da essa generato, risulta V = Ker £, 0 Ue {x1f1,...,xnf1} e
parte libera di W Esistono T, € p, Py € ¢1n11 tali che
xif1r2p1 = XlI se i e {1,...,n}. Csservato che e anche
xf1r

= i = N
2Py xf1 se x e Ker f1, si concl ude £, f1r2p1 e ¢y,

¢, C ¢ N 1 04 € 14¢ Allo stesso nodo si prova b, S 1y Pertanto

3). Csservianp che Fe sottoL-anello dell'L-anello k(q,p) tale
che 910 risp. 9y ¢ sottogruppo denso nella topologia finita di
Hom, (V,W), risp. Hom, (W, V) (cfr. 1)), quindi F appartiene alla clas
se 11.1. Risulta (Fx F X F)g # {(0,0)}. Se 1 & ideale non nullo di
F, per 2) (pensando R=F), dev'essere I=F, quindi F & L-anello sem
plice; F, e FZ sono ideali bilateri effettivi di F.

Il Iemma & provato.
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LEMVA 4.4. 0gni L-anello appartenente allaclassel1l.l 2 qua-

84 primitivo ¢ possiede ideali destri minimali.

Dimostnazione. Sia R un L-anello appartenente alla classe 11.1.
Csservato che R appartiene alla classe 11, per il lemm 4.1, R &
quasi primtivo. Siano f1 e p1, f1 # 0, dimka1 =n(neN,

£y1,...,yn} base di VE e x, eV tal e che x1f1 =y, Esi st ono

a € p, beP, tali che y.ab =y, e y;ab =0 se ie {1,...,n},

i#1. Se U1 ¢ il sottospazio di V generato da x

(pery), risulta x

1esep:f1ab

p =y, V=Kerpeu conKer p iperpiano di

1 1
V. D = {(r,0) e R|Ker p c Ker r} & ideale destro minimle dell'L-
anello RInfatti, si verifica che D & ideale destro di R risulta
D # (o) perché (p,o) e D. Se D' & ideale destro di R con {(o,0)}c
€ D'cD fissato (f,o0) e D', f #0, se (r,0) e D siano s e 0,

uep tali che x fsu = X,T. Osserviamo che & anche xfsu = xr se
X e Ker p perché (f,o0),(r,0) e D. Quindi, essendo V=Ker p e U,

si conclude 1 = fsu, (r;o)=(fsu,0)=((f,0),(0o,s),(u,0))wed' e D'=D.

[l lemma & provato.

Sia, ora e nei seguenti.lemm 4.5 e 4.6, A un L-anello quasi pri
mitivo con ideali destri ninimli. Se (V,W,p,0) & un A-nodulo irri-
ducibile e propriamente quasi fedele, con le notazioni del |emma
4.2, sussiste il

LEMVA 4.5. Qyni ideale destro minimafe 4 A 2 contenuto in A,
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oppure in A,.

A possiede ideali destri minimali D C A, ¢ AC Az per 4 quali

1
rnisulta DAD # (o) .

Se x e D, x#o, ¢ dimkV(xp) = 1;8eyeA y#o0, 2 dimkW(ya).=1.

Dimostrnazione. Se D € ideale destro mnimale di A sia a e D
a #0 ‘Risulta am = (ap,ac) # (o0,0) perche = & nmononorfisno. Sia
ap # 0. S fissinoveV, we W w4#0 tali che w(ap) = W Esisto

2
e di Ap; percio v(ap)(bo)(cp) = vitabc)p) # 0 con abc e DNA

nobeA, ceA tali che w(bp)(cp) # o per la densita di A,o

1

e DnA1 £ (0). DmA1 ¢ ideale destro di A non nullo contenuto in

D, quindi DNA,=De Dc A.Proviano che, se aeD a#0, risul
ta dimkV(ap) = 1. Osservato che non pub essere -ap = 0, esistano

x,yeV'con x(ap) e vy(ap) vettori di W linearmente indipendenti.

Per | a densita di A,0 e di Ap esistono b e Ay, c e A, tali che

2 1 1

x((abc)p) = x(ap) (ba) (cp) = 0 e y((abc)p) = y(ap)(bo)(cp) # o.
D' = {z e D|x(zp) = o} @& ideale destro di A contenuto in D e non
nullo perché contiene abc, quindi D' = D e x(ap) = 6, assurdo. Per

tanto dim V(ap) = 1. Se risulta ac # o allora D € A, e dimW(ao)=1.

Non pub essere ap # o0 e ao # 0.

Supponiano D ¢ A1 e fissiamo a e D, afo. Per quanto gia provato
U = Ker(ap) & iperpiano di V. Cone nella dinostrazione 'del |emm
4.4 si prova che D! = (x € A|U(xp) = (o)} ¢ ideale destro minima
le di A Rsulta aeDND’. Esistono b,c e A, tali che (abc)o =
= (bo) (ap)(co) ha rango uno. U' = Ker((abc)o) & iperpiano di We
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A= {y e A2 U’ (yo) = (o)} & ideale destro minimale di A contenu

to In AZ.

-

Il lemma & provato.

Stante il lemma 4.5, con le notazioni dei lemmi 1.9 e 1.10, sus
siste il

LEMMA 46. L'A-modufo (D,M,\,u) & inndiducibile e propriamente

quasi fedele.

Ogni A-modulo 4{rrdiducibile ¢ propriamente quasi fedele & isomor~
g§o a (D,4,x,u).

Dimostrnazione. La prova del lemma é analoga a quella del lemma
3.7.

1 lemmi 4.2, 44 e 45 permettono di enunciare il

TEOREMA 4.2. Se A & L-aneflo, sono equivalenti:
1) A 2quasi primitivo e possiede ideali destri minimali;

2) A appanrtiene afla classe 11.1.

O0ssenvazione 4.1. Si pud fare un'osservazione analoga all'osser
vazione 3.3.

4.3. Proviamo il seguente lemma 4.7 nel quale A é un L-anello sem
plice con ideali bilateri effettivi.
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LEMWA 4.7. A possiede esattamente due ideati bifaterd effetti
Vi A1 e Az‘

Risulta A = A, e A, a Livello di ghuppi additivi, <A, A_A_>=A

1 2 172717 ™M
e <A2A1A2> = Az‘
Se a,b,c e A a = a,+a,, b=b, +b2, c=c +c, CON a1,b1,c1 € A,
a bz,c2 e AZ’ 44 haabc = a1b2c1+a2b1c2 con a, b 21 e A1,azb1c2eA2

Dimostrazione. Sia B un ideale bilatero effettivo di A Risulta
A = B o <ABA> perché B + <ABA> & ideale non nullo di A e BM<ABA>
€ ideale di A diverso da A B' = <ABA> & ideale bilatero effettivo
di A perché e ideale bilatero non nullo e, se fosse B' = A risul-
terebbe A = <AAA> = <AB'A> = <AABAA> c B, assurdo. Per quanto gia
provato @ A = B ®# B' @ A= B'e <AB'A> con <AB'A> ¢ B, quindi
<AB'A> = B. Fissiamp un ideale bilatero effettivo A1 di A e ponianmo

A2 = <AA1A>, Se B & ideale bilatero effettivo di A diverso da A1,r1

sulta A1n B = (0); infatti A, MB & ideale bilatero di A e, se fos

se effettivo, con A = A1 ® A2

= (A, NB) » <A(A, MB)A> e risulterebbe A, B = A = B assurdo.

Quindi & A1AB = BAA1. =(0) e, inN conseguenzaAzBA2 = (0); osservato

che é anche AlAA2 = AZAA1 = (o), risulta ABA = (A1+A2)B(A1+A2) B

e A = B e <ABA> si avrebbe A =

BA, C A,, - qui ndi <ABA> = A1 e B=

ABA+A%+A§A+ABA—A

1 1

= <AA1A> = A,. I nfine A1A1A1 = AZAZA2 = (o) perché AAA e AZAZAZ
sono contenuti in Al,"\A2 - (0).

[l lemma & provato.
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0ssenvazione 4.2. |1 risultato del lemma 4.7 era gia stato sta
bilito da WG Lister ([S), p. 52) per gli L-anelli senplici, arti
niani a destra e possedenti ideali bilateri effettivi e da noi sfrut
tato per classificare tali L-anelli ([9], pp. 49-54).

TEOREMA 4.3. Se A & L-aneflo, sono equivalenti:

1) A 2 semplice, con ideali destni minimafi e ideali bifatend ef
fettivd.

2) A appartiene alla classe 11.1 e Py e Py dono gormati d a

applicazioni Lineari dl rango finito.

Dimostrazione. 1) => 2). Stante il lemma 4.7, siano Aje A, gli

ideali bilateri effettivi di A Sia D un ideale destro mninale di

A. DNA = DNA, = (o)comporta DAA = D(A;+A,) (A;+A)) € DAA,+DAA. ¢

c DnA2+DmA1 = (0), DAA = (0. D C o(A,A), AAA = (0), assurdo.

Qui ndi Dr\A1# (o)bppure DhA2 # (0). S a DﬁA1 # (o), cioé, Per

la mnimlita di D, sia D c A, Da DA,D = (o) segue D ¢ S(D,AZ)

con 6(D,A2) ideale bilatero di A percio G(D,AZ] = A e DAA=(o),

assurdo. Quindi € DAZD # (o) ed esistono d' e D, &'e A2 tali che

d'6'D # (o). d'8'D & ideale destro non nullo di A contenuto in D
quindi @'6'D = D. Sia d e D tale'che d's'd=d'. Risulta d'é'ds'd =
= d'6'd = d', percid § = §'ds' € Az,é #0. {x e D|d's'x = of @&
ideale destro di A contenuto in D e diverso da D perché non contie
ne d, quindi {x e D|d'6'x = o} = (o); percio da d's'(ds'd-d) =
= d'¢'ds'd = d'6'd = d' - &’ = 0 segue d&'d = d. Quindi d&d =

= dé"dé'd = d&d = d e sds=§'d §'d&dS? = &' s\ S’ =6'ds'dS =6
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{x e Ajdéx = x} ¢ ideale destro di A contenuto in D e non nullo per
che contiene d, quindi D = {x e A|dsx = x}.

A={y eA|édy =y} e ideale destro di A non nullo perché con-
tiene 6; ci proponianmp di provare che A & nminimale. L'insieme D&d
¢ sottogruppo del gruppo additivo di D e, poiché D é ideale destro
mnimle di A acquista struttura di corpo, con d come identita, me
diante |la noltiplicazione definita da asb = adéb se a,b e D&d, L'in-
siem  Ad§ e sottogruppo del gruppo additivo di, A L'applicazio
ne f : D&d » ads , definita da xf = 6x6 se X e Dgd, € isonorfi-
smo additivo; percid il gruppo additivo Ad§ acquista struttura
di corpo con la noltiplicazione definita da axb = adb se a,beads
e f & isonorfisnmo di corpi.k'identitad di- Ad6 e § = édé = df.
Sia A' ideale destro di A con (o)cCcA' ¢ A Risulta A'DS # (o).
Infatti, A'D8 = (o) comporta § e &(a',D) con &(A',D) ideale
bilatero di A percio §(A',D) = Ae ADA = (g). Da A'DA = (0)
segue D ¢ u(A',A) = A e A'AA = (o). Da A'AA = (o) segue A' co(A,AFx
= Ae AAA= (0), assurdo. Percib esistono y'e A', x e Dtali
che y'x8# 0. Risulta y'x6§ = y'x6d e A6 . Se y" & |'inverso di

y' nel corpo AdS, risulta § = (y'x6) * y" = y'x8dy" e A'. Percio,
seyebey= 6lye Ate A = A
Stante il lemma 1.10, con le sue notazioni, 1'A-modulo (D,A,A,u)

¢ irriducibile. Risulta KerA = {a e Alax = o} = {aeA|é6Da =(0) } =
aA1 ' perché 6DA1 = (o) € 6DA # (0); all o stesso nmodo risulta
Keru = Az' Percio (D,A,x,u) & irriducibile e propriamente quasi fe
dele. 1 lemm 4.2, 4.5 e 4.3 pernettono di concludere.

2) ==>1). Per il lemm 4.4 A & (L-anello quasi prinitivo e) pos-
siede ideali destri mninmali; per il lemma 4.3 A & senplice con idea
[i bilateri effettivi.
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Il teorema & provato.

TEOREMA 4.4, ([9], teoremé 2.1 ¢ 2.2,pp. 50 ¢ 52). Se A é L-anet
Lo, s0n0 equivalenti:

1) A 2 semplice, antiniano @ destra e con ideali bifateni effet
tivd;

2) A apprtiene aflla classe1l.1 ¢ dimkV e dimkv sono finite.

Dimostrazione. 1). ==> 2). Stante il lemm 4.7, siano A € A, gli

ideali bilateri effettivi di A Siano D un ideale destro mninale
di A contenuto in Ay, AN ideale destro mnimale di A contenuto
in Az' Da DAD = (o) segue D ¢ &§(D,A) con  &§(D,A) ideale hilatero
di A percib 6(@D,A) = A e DAA = (o). Da DAA = (o) segue

A cu@,A) = A e DAA = (o). Da DAA = (o) seqgue D c o(A,A) = A e
AAA = (0); assurdo. Percid € DAD # (o). Stanti'i lemmi 1.9 e 1.10,
con le loro notazioni, (D,A,A,u) & A-nodulo irriducibile e risulta
proprianente quasi fedele perché KerX = A1 e Keru = AZ' Ad A possia

mo applicare il lemm 2.2 pensando V = 4, W= D, p =y e 0

=X, Sa {Vi}ieN parte libera nunerabile di V. D, = {aeA1|Vi(ap) =
S vi(ap) = o} & ideale destro di A Risulta Di+, ¢ D, e, . per
la densita di AP, D, . # D, per ogni i e N Pertanto, la succes-

sione decrescente {Di}ieN di ideali destri di A non si stabilizza,

assurdo. Qui ndi dimkv ¢ finita. Allo stesso mobdo si prova che dimkW
e finita.

2) => 1. Cfr. [9], teorem 2.1, p. 50.

I1 teorema & provato.
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