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LE COSTANTI FORTI NEGLI INSIEM1I GRAFICI PARZIALMENTE
ORDINATI (GPO-SETS)

*
Luigi BORZACCHINI - Margherita LEUCI )

Summary. Let V be a set ¢4 "ventices". Let's define an edge as
pollows: 1) any ventex 44 an edge 1ii1) any set of edges <4 an edge.
Let's define a set o4 edges as a "g-graph". By this defindtion we
can generalize many graph-theoretic concepts. In this papern we sfu-
dy the propenties of fLthe "strong constants" [ G,H), where such con-
stants can be seen as the generalization to g-graphs of the graph-
theonetic concept "numben o4 graphs Lsomorphic with G that arne 4n-

duced éubgnaphé o4 H".

1. PRIME DEFINIZIONI E PROPRIETA'.

Dato un insieme V di oggetti chiamati "vertici" si definiscono le

"linee' come segue
1) ogni vertice & una linea
2) ogni insieme di vertici €& una linea.
Siano E un insieme finito di linee e Z(E) 1'insieme potenza di

E. Gli elementi di Z(E) si chiameranno "g-grafi definiti".
Deganizione 1.1, Fissato un sottogruppo G del gruppo degli auto-
morfismi di E, si dice che due g-grafd definit4L A e B sono G-Ls0mon-

44, € si1 scrive A ; B, se esiste @ € G tale che m(A) = B dove
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l1'azione di m sul g-grafi definiti ¢ definita ricorsivamente come seguc: a

={a ...,as} € una linea ¢ a., per ogni i, ¢ una linea allora ﬂ(ajdh(a1],...ﬂ(asJ}.

-I:
La relazione di G-isomorfismo & una relazione di equivalenza.

L'insieme delle classi di equivalenza, dette g-grafd, sara denotato

S(E) e la classe ridotta al solo elemento E e quella ridotta all'in

sieme vuoto si indicheranno rispettivamente E e ¢

Sono di semplice dimostrazione le seguentl proprieta:
1) Se A e B sono g-grafi definiti G-isomorfi allora 11 nume-
ro delle linee di A & uguale al numero delle linee di B.

2) Se A e B sono g-grafi definiti, denotati con A e B rispettiva

mente 11 complementare di A e di B relativi ad E si ha

=
i
-
A
|
v
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1
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Dalla proprieta 1) segue la

Defpinizione 2.1. Si chiama nange di un g-grafo & 1'intero m

che esprime il numero delle linee di un qualsiasi g-grafo definito
di & .

Dalla proprieta 2) segue 1invece la

Defindizione 3.1. Si chiama g-gra4o campiemeﬁzahe dige/ 11 g-grafo
‘ﬁ?(n E -2) 1 cul elementi sono tutti e soli i complementari, re-
lativi ad E, dei g-grafi definiti di & . Se gli elementi di o/ Sso-
no autocomplementari allora & - o ed of & detto g-grafo autocom-
plementare.

Si consideri la seguente relazione su S(E): sesf/ e & sono g-gra
fi e d<AB se esistono Aesf e B ePB tali che A e B. "<" ¢

una relazione di ordine parziale e, per questo, S(E) sara un insie-
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me parzialmente ordinato (PO SET).

Dejcnczeene 4.1, La terna (VL,E,G) s1 chiama nsceme grajycce pa‘t-
z(almente c¢rdinate o, pitt brevemente, GPO SET. Spesso, nel scguito,

un GPO SET sara indicato semplicemente con 11 PO SET S(E).

Si consideri ora la funzione di Riemann, £, su Z(L); essa ¢ co-

s1 definita per ogni A ¢ B elementl d 1 AL
] SC A E B
E(A,B) =
§ altrimenti

E' facile dimostrarc (cfr. [1}) che se B ¢ C sono g-grafi defi-

niti G-isomorfi ¢.& & un g-grafo allora

L ELALB) Lo E(AL,C)
Ae.of Aeof
¢ quindi st puo definire una funzione di incidenza su S(E) ponendo

per ogni ¥ ¢ A

(o, B8) = L EITA,B)
:‘U:Zﬁf

dove B ¢ un qualsiasi clemento di 4 .

(o, ) si chiama cestante debefe relativa ad & ¢ 2 .

2. LLE COSTANTI TFORTI.

Dedcnczdcene 1.2, Dato un GPO SET S(LE), si chiama sub-CGPO SET ogni

— -

sottoinsieme .7 di S(E) c¢he verifica le scguenti proprict:
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2) S¢e A e T, BeT C %=Sill) con &Cc A4 <% allora e
3) Lsiste un unico g-grafo . # e 4 tale che per ogni o €.7 risul
ti “'Gf { .ﬁ L]

Inoltre comunque si consideri M e . # csiste un sottogruppo Gy, del

cruppo degli automorlismi di M tale che A ¢ M, B ¢ M

—
1
+_—
it
Y
A%
e
"

¢ (s

Dedenczcone 2.2. S1 chiama famiglia gerarchica dr GPO SET una fa-

miglia {{yn’fﬁl’hnjlrufi dove

a) \ = 1N
1

b)) Comunque si considerino gli interi n ¢ m, c<con m < n

(VoL LE L6 0) ¢ un sub-GPO SET di (V ,E ,G ).
il m 1M 11 I 1

Tale famiglia si1 potrd indicare anche (StE _)) L.
' n- "nex

Se .o/ © un g¢g-grafo di {Vn,En,Un}, Neod ¢ W ¢ un sottoinsicme
Jd Yn con Aw s1 indica l1la restrizione di vV a W cioC 1'"insieme delle
lince di1 A ¢che hanno tutti1 1 vertici in W,
Data una famieglia eceoerarchica ((V ,E G ) . os¢ .4 ¢ oun e-ora-
5 5 n’ n’ n’ ne\ T
fo di S(E ) od & © un ¢-erafo di S[Em} con m < n, consitderato
n S

—_

B e si pone

B ]

I
=
IR
-
=
h
e

=i
o
&

TEOREMA 1.2. Pex cgni o , petr cgni 4 ¢ per candé B ¢ C

Il 1= :H p t*#r []
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Dim. Siano e S[Em), 9@ e S(En) c T € Gn tale che C= 7(B).

Risulta:

#,C] = [{WeV (W =niC ed}[= [{WeV [W - mlB €7}

n

{W c V_ |W| = m| B e }| = |« B].

n

E' allora possibile dare la seguente

Defindzione 3.2. Per ogni o e % si chiama costante fornte rela

tiva ad & e £ 1'intero

[, B]=|+, B ]

dove B & un qualsiasi g-grafo definito di £ .

Dalle definizioni segue che fissato B €% si pu0 anche scrive-

re
o, B ]= & I S(A,B)
Wec Vn Aesof
|[W|=
dove
1 se A = Bw
S[h,Bw} =
0 altrimenti

Teorema 2.2. Per ogni € S(Em), per ogni e S(Em} con m<n;

(o, B]= [E -, E -%]
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Dim., Considerato un qualsiasi B di1 # e

oA =1 We VW = m/Besd}| = [{WeV, [W =m JAeo
a'Bw = A}|= |{Wc vV, IW| = m/ JAe s . 2 E -B, = E - A} |
=[{W' ¢V IW| =n-m/ JAesd - (E-B) , =E - A}

TEOREMA 3.2. Comunque 54 consddenino due g-gragd Lﬁ"ES[En ) e

B e S[En ), Per ogni Lntero t  fLake che n < t < n, f'L,{fbu.E:ti
b a-—- =

) 5
[ > B] n, - n_\€eS(E) [‘#’%] LR

t - n
a

Dim. Fissato, per ognli ¥ , un g-grafo definito C e€e¥ e fissato

Bez si1i ottiene

L 7 =
¢ES(E }[ﬁ,%]w,ﬁ] ‘fEE(Etj W Aéya{cw"“ cé )ﬂ_-ﬁ' 8 (Bg,Cx
[W|=n W=t
d
T CEPE) Aeo R S(CR) S(BR, 0 -
[Wl=n_ [W]=t
= Lo _ " .
Aesd (B, A) {C e?(ED|IW e V 3' We W [Wl=t -
tt'- = n
[W[=n_ b
ﬂb - Ila
Bg = CH = [
t - n
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S1 generalizza 11 teorema precedente ottenendo

TEOREMA 4.2. Pen ogni A ¢ 2 g-grakd @

Ny

n
PR (4, B [B,6] [6,2]|(-1) " =[a,2] (-1

ove La sommatoria ¢ estesa a tuttl 4 g-gragd, con qualunque numero

di venticd.
S1 considerino 1 g-grafi definiti A,B ed R e si ponga

N(A,B,R) = L . S(A,R.) S(B,R.,)
¥

W WUVR

ove VR e 1'insieme deil vertici che appartengono ad almeno una li-

nea di R, e
N (. = L 2
N(o , @ ,R) = L, oLa N(A,B,R)
Se S e un g-grafo Gn—isomorfo a R risulta

N , B,R) = N(&,B,S)

Infatti se S = T(R) allora W[VR} =V e

& 4 >
NCA, B,5) = plog pEka NUOBS) = \ly glg wiwe  S(ASSy)
WUW ' =V
S
S(B,Sy) = Iy plg ww SCATRIY 6B, m(R)L,) -
WUW' =V

S
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= gf E—I L _5(H_IfﬂJ,RﬁJ ffu-]EHJ, HE,J =
T (A)esd n (Bleg W , W'
WUW'=R
= N(of, B, R).

Allora con N(¢of/,®B,#) si indicherad 1'intero Ni.oZ, #,R) ovec R ¢

un qualsiasi g-grafo definito di #A .
TEOREMA 5.2. Se & , B ¢ € sonc the g-grafi wisulta,

o, 6] [ B, €] iw{ﬁ,ﬁ,mm,%’i‘.

ove la sommatondia ¢ estesa a ftutti 4 g-gradd con qualsdcase numetre di

Dim. Fissato C e

: ? = ¥ T E; : . ) _
_!??f: (g:l ['@:%j Aéﬂ W 6[(:“”,)!&] B 'ﬂ. PH‘“H!LJ
|W'|=H :W[::n
a b
= L - -
- Tl -
[W* | n, W ny
“ Al BEg R ow T (G M) S(CE,B)
W', W=W~

“ abw i@ e NOOBC) = p NG AL G0 s
= L 5
r,N(o L, B, Cp) 80 ,C)
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ove la sommatoria ¢ estesa a tutti i g-grafi definiti.

L'ultimo membro dell'uguaglianza si pud quindi scrivere

I3 2 §(R,C.,IN(& , B ,R) =

ok
R W* Red W

% (#,C] N(oA,B,R).

TEOREMA 6.2. Comunque s considerninc £ g-graii oA e B non en-

thambi dd4 rango 0 e comunque 54 44584 L'4Anterc n a4 ha:

m
“ A€ B! (€.E)(-1) C =
%E%(iinj __‘_ﬁf,(é‘u]. - «@:'6 K [%,En][ 1:] - U

dove mc ¢ (L nrango d4 ®

m
-

Dium. %-ESEEH} | .ﬁ:fg_i _ BE [%,hnj (-1) =

-

m
5 . C o Wy , - .
= i - 5 N : —
geSie ) & B0 L NN G
mC
- 2 N(A, BA) I@(-l]r Gesip ) [ A% (6,E) -
' n'r
= N (4, B, R) I%(-n‘" ced gy MC1 -
' n’r
r(EnJ - T(En,v[R)}

=L N@#@# I (-1
#
r Re. A

r - 1 (R)
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dove v(R) © 1'insieme dei vertici di R e E ¢ la restrizione

naviR)
di En a vVvI(R).

L'ultima uguaglianza e giustificata dal fatto che la sommatoria
CefW?E j ' A,C ] conta, per ogni R e#, quante sono le coppie
' n'r

- R, ove C ha n vertici e r archi e C ¢ la restrizione

Cy R v(R)

di C all'insieme dei vertici di R, tali che CV(R) = R. Inoltre, cs
sendo la somma estesa a tutti 1 C, element1 di -?(En]r, 11 numero
cercato coincide col numero degli insiemi di archi di cardinalita
r - r(R) che possono essere presi tra gli archi di E_ che non con-

N

tengono vertici di R, 1l cui numero ¢ ovviamente r(En] - T{En'r(R]J‘
-\

Né r(R), né r(E ) dipendono dal particolarc R e A , quindi

n,v(R)

1'ultimo membro delle uguaglianze scritted uguale a

r(E ) - F{EH,V[R)}

SN, B Ios(-1t
' Re # r

r - riR)

La sommatoria piu interna ¢ sempre nulla eccetto nel caso 1n
cui A sia il g-grafo di rango 0. Ma sc¥ ¢ A non sono cntrambi

di rango 0 ¢ # & di rango 0 & N(«,8.4)= 0.
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3. MATRICI DI CONVENZIONE.

Si definisce una relazione d'ordine totale nell'insieme delle
classi della famiglia gerarchica [SI[EH)JHE,~~I indicizzando tutti 1
i

g-grafi in maniera tale che, sec lﬁﬁ - S(Em) C ﬂﬁ = S[En) risul

2) Se ﬁﬁ non ¢ autocomplementare e ﬂﬁ 1m2 allora

dove Nn © 11 numero totale dei g-grafi di S[En) c

] & ] 1t 1 1 g- 1 dj E :
ioe 11 numero di tutti 1 g-grafi di S( t]t{n

I g-grafi autocomplementari sono posti in posizione

centrale (tra o ¢ & . ) in qualsiasi ordine.
1n+1 Nn+1n

Si pud allora considerare una matrice 1 ponendo

i
il.lj Lo, ﬁfT]

Essa ¢ ovviamente una matrice triangolare superiore.

Per 11 Teorema 2.2 se ﬂ’i e S(_Em] e o e S(En] e

J
o A
= : a - |_ . . --", = . . _ﬁ — . )

Con
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i' =N + 21 + 1 -1, j' o= Nn+2in-j+l

quando o. e o non sono autocomplementari ¢ con

i j
1' =1 se ﬂé = o,
jt =] s¢ M; = .w'J
Sia A = L&ijj la matrice cosi definita
ﬂij = 1 se gﬂ C 3% sono elementi non autocomplementari di
S(En] e ] = Nn + 21 -1 + 1
&ij =1 se 1= 3 € in = .ﬁ';
&ij = 0 in ogni altro caso,.

TEOREMA 1.3. Al A =H

i
™~
=
>

i
—
-
>

1l

Dem., (A H Q). .
1]

I
=
-
=

I
"
i

con l¢ notazioni su indicate.

Con n, si indichera, da ora in poi, il numero dei vertici di

oA -

1

TEOREMA 2.3. G£{ elementdi delfa matrice inversa di H sonc



Le costanti forti negli insiemi grafici .

-1 "7
Hij = H,ij (=1) -

D.im, Sia Kk un intero maggilore o uguale a 1 e s1 ponga

C..(k) = H.. se
1) 1]

I
—

C..(k)

1]

¢ si indichi con C(k) la matrice [ij(k}].

altrimenti

Per il Teorema 3.2 e, posto Kk = ni - Ny
~ i 1
o = L o o, ][ A, o
1’7 JﬂhES[Eﬂi+k—1] i h h i ('li
n.
1
1 i _
= = ) AN AN T A
K o A TR BT -
o e(E )
heS[En_+k_1
1
Pertanto da
C.o(K) = 2 C. (k-1)C, . (1)
1] ih hj
s1 otticence
C(k) = ¢ Clk=1) C(1)
¢ quindi
. T I
C(k) = h_ET-{’[1}
Con facili calcoll s1 vede che
o0 «w k
L C(1) o . -
H =1 + kE1 C(k) = 1 + k§1 L = exp (C(1))

293
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¢ quindi

I[_1 = exp (-C(1)) =1 + k£1 (-1}k C(k)
cd essendo k = nj - ni s1 ottienc 1'asserto.
Siano A la matrice {Aij), dove
n.
A= (-1) Y 8. e 7 = AH
1] 1]
s . o _2
TEQREMA 3.3 Z- =1

Dim. 1) Si osservi innanzi tutto che gli clementi di HZ sono

1
9
1 2 = L . o= : - .=
(htjij 2t Heo Mg Htj R%t ”1£ (-1) Syt ”t;
ﬂt I . I -'l"ll
= T H. (-1) "1 .=(-1 Y o -1 H @ =
1t ] | t]
n1 -1 ",
= (- SH.H = (=1) ! = A
(=1) t 1t t) (=1) 611 1]
Si ottiene, quindi, HZ = A = HAH da cui -2~ = 1.

Fissati gli interl r cd s si pud considerarc la sottomatrice

o blocco di H, k < 1 cui clementi sono
I
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con o € S(E ), o € S(E_)
1 r o S
Ovviamente si ha
k = 1. dove 1 ¢ la matrice identica di ordinc
S,S N N
S S
N = | S(E ) !
S 3
K = () r > s .
I,S
Dal Teorema 5.2 si ottiene
1
k = k k
r, S S - T r,r+1 r+1,s

¢ quindi, scrivendo successivamente tale uguaglianza per  s=r+l,

r + 2,..., '+t s1 otticne

1
= —— Kk Kk Kk ...,k
K t! r,r+1 r+l,r+2 r+2,r+>’ r+t-1,r+t

che indica un metodo per la costruzione della matrice H.
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