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OSSERVAZIONI SULLA CARATTERISTICA DI EULERO-POINCARE'
DI VARIETA' RIEMANNIANE CONFORMEMENTE PIATTE

. )
DI DIMENSIONE SEI

Domenico PERRONE O )

§1. INTRODUZIONE. 14£ teonema (generalizzato) di Gauss-Bonnet me X
te in nelazaone La curvatura di4 una vaadietd Riewanniana compatita
onsentatabile Zn-dimensionale M con un Lmportante Lnvariante Ztopolo
gico di M cioé La carattendstica di{ Eulero-Poincané X(M). In parntd-
colane se M ¢ una vardieifd Riemanndiana compattfa, di dimensione 4 ,di
Einstein, dalla formula di Gauss-Bonnet segue (cfr.[1]):

2 2
1927 "X (M) > 7 vol(M)
dove £ segno di uguaglianza s4 ha se, e s0fo se, M ¢ a curvatura

sezionale costante.

Scopo di questa breve nota & stimare La carattenistica di Eule-
no-Poincané X(M) di una varieid Riemanniana compatta, ordentabd-
Le, O-dimensionale, congormemente piatia e con curvatura scalane

costante, in teamind d4 curvatura e def volume vol(M) di M

Con R,p,T e vq indichenemo nispettivamente L& Ztensore di cuxr

vatura, A€ tensore di Ricced, La curvatura scalanre e La misura canc-

1(ca dd M. T rnisultati che s4 ottengone sono £ seguenitd.

(*) Lavoro eseguito nell'ambito di un progetto nazionale di ricer
ca finanziato dal M. P.I.
(*¥**) Dipartimento di Matematica - Universita degli Studi - Lecce
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ITEOREMA 1. Sia M una vardietd Riemanndiana compaita, ordentabile
6-dimensionale, congormemente piatia e con curvatura scalare costan

te 1. Alfora vale:

3 4 [ 2 4 3
384 m X(M) + c T l|mi vg AT vol (M)

M

dove £ segno di uguaglianza s4 ha se, e s0lo se, M & Localmente

sammethica.

TEOREMA 2. S.ia M una vardietda Riemanndana compatita, orndlentabile,
6-dimensionale, conformemente piatta e con curvatura scalare co-

stante 1. AfLLoha

A) per T > 0
3 3
(1.1) 14400 7 X(M) < 1 vol(M)

dove L€ segno di uguaglfianza s4 ha se, ¢ s0fo se, M ¢ a curvatura

sezionale costanie;

B) pexr 1T < 0:

(
(1.2) 384 ﬂ3 X (M) < 151 13 vecl (M) - 27 T Jiﬂ|2 Y

7
= 600 20 g
M

dove L segno di uguaglianza 34 ha se, e s0fo se, M 2 a curvatura

sezionale costante;

C) pern 1 = 0:
(1.3) Xx(M) <0

dove A€ segno di uguaglianza s4 ha se, e scfo se, M ¢
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(i) R®/G ove G & un gruppo dascontinue di trasfaziond dello

spazio Euclideo Eﬁ, oppure

. 3 | , , .
(11) SS{C) x H (-c)/G" ove G' e un gruppo discontinuo dd <some

thie di S°(c) x H(=-¢).

Dalla C) del Teorema 2 segue poi il seguente corollario.

COROLLARIO. Affinché una varietd compatta ocrnientabile O6-dimen-
sdonale M 44 possa mundire di4 una metrdica conformemente pLlatta con
curvatura scalarne nullfa, ¢ necessario che La sua caratteristica d4

Eulerno-Poancané s4ia non posditiva,

Infine, nella sezione 4, si determinano le caratteristiche di
Eulero-Poincaré degli spazi, di dimensione 6, compatti conformemen

te piatti e localmente simmetrici.

§2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1. Per la dimostrazione deil teore

nt 1 e 2 useremo la seguente espressione della formula di Gauss-Bo:

net (cfr. [2],[5]):

(
(2.1)  x(M) = 1 | (212t ]0]% + 3TIR|Z + 165 + 240
3847 M

- 248 - 8y + 48}v

g
dove
No= Y
= I 0. . R.. . =
N Dljmkil ikjh 7 . - Dij }{nnqr ijqr ’
= %L R., ., R R . . = ..
! ikih kphq piqj »y 0= 2 Rijkh Rkhpq qu1j
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e |+| indica la norma (le componenti dei tensori considerati sono

riferite a una base ortonormale dello spazio tangente).

Siccome M ¢ conformemente platta, 11 tensore di curvatura C espres

so mediante

( )

1
Rijkh = 2 “®ixP5n * &5nPik = 8in®5k ~ &jx°in

T
200 Bik &5n T Zin Bk

—

)

da cul seguono le seguenti identita

2 2 3 5 66

il
~
e
2
!

6 3 v
3t |RI7 = 31)p| - TR 24a c T - 12o,
21 2 35 3 v
- 248 =TT '[Ip| + : T - 6 p ,
-8 ~ __:"J_él IZ . 17 3 +§_ v
Y C T 2000 100 ° 2 P
3 z 3 3 v
48 = —75 tlp]™ - 5 Tt P
Pertanto la (2.1) assume la scguente forma
] ( 21 3 27 2 Sv
X(M) = -2 2L = r
(2.2) (M) 2 J (05" 20T|Df + 50) Ve
384 M

Ora facendo uso delle seguenti formule (cfr. Lemma 2.2 ¢ (3.6)
di [4])

2 1 2
i5°kn) Rikin T Iy PPki kit

QY

LAY = <19 RIZ - an(v?

> ljmkh)R - 28 + 4y + §

ikih
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dove V denota la connessione Riemanniana, per varieta conformemente

piatte con curvatura scalare costante 1 e di dimensione 6, ottenia-

mo
3 v 2 1.3 11 J 2
(2.3) > ‘[pvg- ( | VR | vg 5T vol (M) + T o] V-
M M M
Eliminando p tra la (2.2) e la (2.3), abbiamo
3 4 2 4 3 I 2
(2.4) 38417 X (M) + ¢ T I|ﬂ1 Vg —c T vol(M) | VR | v,
M M
4 3
< 5o T vol(M).

da cul segue 11 teorema 1.

§3. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2. Consideriamo su M il tensore

1
_ . _ T (")
E = [Eij) definito da Eij = pij 5 gij , allora
2 2 T2
lE|” = |p|™ - - >0, ¢ di conseguenza la (2.4) diventa
3 2 3 4 .J 2
3841 X (M) < T vol (M) - T | E | Vg
M
Quindi per T > 0:
3841 X(M) < —22 17 vol (M)
dove il segno di uguaglianza vale se, e solo se, |E|2 = 0.

Cio prova l'asserto A).

{lj Il tensore E si annulla se, e solo se,M & uno spazio diEinstein.
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Per T < 0, dalla (2.5) segug

3 0 v 1 3 11 [ 2
(3.1) > J 0 Vo < 5 T vol(M) + 70 " |E | Vo
M M
1 3
< by T vol(M).

Sostituendo 1a (3.1) nella (2.2) otteniamo

3 151 3 27 [, 2
38477 X(M) < go5 T vol(M) - S5t |0l v,
M
dove il segno di uguaglianza vale se, e solo se, |E|2 = 0. Cid
prova l'asserto B).
Per 1= 0, dalla (2.2) e dalla (2.3) segue
3 f 2
384 m° X(M) = - ||VR| Vo < 0.
| =
M
Quindi se vale X(M) = 0, allora M e localmente simmetrica.

Pertanto dal teorema di classificazione di M. Kurita [3] abbiamo

che M & localmente uno dei seguenti spazi:

(3.2) ]Rﬁ, Sﬁ(c}, H6(—C], RISS(C], RIHS(—E),SE(E]Iﬂqﬁ—C),

Sd(c] X HZ(-C}, 53(c) X HS{—C),

dove ﬁRn denota 1l'n-spazio Euclideo, Sn{c] l1'n-sfera Euclidea con

: n ..
curvatura sezionale costante ¢ > 0 e H (-c¢) 1'n-spazio iperbo-

lico con curvatura sezionale costante -c < (.

I1 teorema di Kurita e <1 = 0 completano la dimostrazione del-
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l'asserto C).

§4. ESEMPI. Se M & una varieta Riemanniana compatta, orientabile,
6-dimensionale, conformemente piatté e localmente simmetrica, come
gia osservato, M € localmente uno degli spazi indicati nella (3.2).
Di conseguenza M & uno deil seguenti spazi quozienti:

5 5 2 4
M = RxS {C], M = RxH (-c) , M = S (c) x H (-c) ’

1 G1 : 3 GS

S3(c) x H>(-c) ~ st x HE(-0)

4 G4 5 GS

Mﬁ(U) = spazio a curvatura sezionale costante o,

dove G], GZ’ G3, 64 e G5 sono dei gruppi discontinui di isome-

trie rispettivamente di ]RKSS{CJ,]RKHS(—C), SZ(C]KH4[—E),

s°(c) x HY(-¢) e s*c) x HY(-0).

In questa sezione determiniamo quindi la caratteristica di Eule

ro-Poincaré di M1, MZ’ MS’ Md’ M5 e Mﬁtg}.

Usando 1l'espressione (2.2) dalla formula di Gauss-Bonnet, facili

calcoli mostrano quanto segue:

1) Per M, si ha 1 = 20c, [|:::-|2 BUCZ, b = 320¢° e quindi X{M1)=U.

2) Per M, si ha 1 =-20c, |p|2 SDCZ,E =320

2

e quindi X(M2}=U.

38C2, ¢ = -106C3 e quindi

3) Per M. si ha 1 = —1Dc,!pl2

XM,) - (3/81°)c> vollM,).
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4) Per M, si ha 1 =0, |p|” = 24c’,3 = 0 e quindi X(M,) = 0.
: 2 2 v 3 .
5) Per M. si ha = = 10c,|pj = 38¢c™, p= 106c” e quindi
3. 3
K(MSJ = -(3/81 )c val(MSJ.
: 2 2 v 3 L
6) Per M (o) si ha v = 300 , lp|™ = 15007, p = 7500 e quindi
5. 3
X(MﬁJ = (15/8 m )o vnl(Mﬁj.

I casi 1), 2), 3), 4), 5) e 6) sono casi estremalil nel Teorema 1

Il caso 6) con o > 0 & caso estremale in A) del Teorema 2.
I1 caso 6)con g < 0 & caso estremale in B) del Teorema 2.

Il caso 4) e 11 caso 6) con 0 = 0 sono casi estremali in C)

del Teorema 2.
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