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SUI q-ARCHI COMPLETI IN PIANI NON DESARGUESIANI
*
DI ORDINE q DISPARI (*)

(%)
Paola BISCARINI

Symmary. By a well know theorem of Segre {5] and G. Tallini (7],
the q-ancs o4 the desarguesian plane PG(2,q) ,are not complete. In
(1] , [2] ,[3] it is shown that this theorem cannot be extended to
any non-desarguesian plane. In this papen, the §ollowing theorem is
proved: Let @ be a complete q-arc 04 a projective plane T of order

q . Denote by e. zthe numbern of those points P of w for which Zhe

J .
numben of tangents of Q passing through P 44 j. Then (i) Eﬂﬂi 4 whensg>15;
2
(11) e oh S 3 4on h = 3,5,7.
2

1. Un ben noto teorema di B. Segre [S] e di G. Tallini [?] risa
lente al 1957 stabilisce che i g-archi dei piani di Galois PG(2,q)

non sono completi,

Alcuni anni dopo A. Barlotti [1] ha rilevato che tale teorema

non si estende ai piani non desarguesiani in quanto 11 piano di
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Hughes di ordine 9 ammette q-archi completi. Successivamente [3] so-
no stati trovati, con l'uso di un calcolatore, g-archi completli an-
che negli altri due noti piani non desarguesiani di ordine 9. Di re-
cente G.Menichetti ha costruito g-archi completi in ogni piano di

k

Hall di ordine =2, k > 4 [4]. Non si sa invece se esistano o meno

g-archi completi in pilani non desarguesiani di ordine g dispari.

In questa nota c1 proponiamo dil indagare sul problema generaledei

g-archi completi attraverso uno studio deil loro parametri e., dove

J
ej denota notoriamente 11 numero dei punti per 1 quali passano j tan
tenti ad un dato g-arco. Tale studio consente di ritrovare e genera-

lizzare alcune proprieta applicate in [2], e di provare il seguente

TEOREMA. S«ta Q@ un q-arco completo di4 un plano prolettivoe diL onr-

dine q dasparni, allfonra

(1) € < 4 pen q > 15
2
(i1) Dq+}1 < 3 con h =3,5,7 .......

_}

Z. Denotiamo con § un gq-arco completo in un pilano proiettivo di
ordine q dispari, n. Per ogni punto P di  passano q-1 rette secan-
t1 2 e 2 rette tangenti ad Q@ ; per ogni punto P ¢ Q indichiamo con
t(P) 11 numero delle tangenti ad  pasanti per P, ovviamente 1l nu-

mero delle secanti Q per P sara dato da (q-t(P))/2.

Denotiamo 1inoltre con e. 11 numero del puntl per cul passano esat
j =

tamente j tangentl ad .

Notiamo subito che essendo Qun g-arco completo, q dispari, per

ogni punto del piano passa almeno una secante e almeno una tangente
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a {1, cioé e, =0 se j=0, j>q-2, j=2k; inoltre poiché t(P) > 1

J

si ha

(1)

3. Definiamo '"punto h-extraesterno'" un punto del piano per cuil
passano esattamente (q+h)/2, 1 < h < q, rette tangenti ad Q@ e stu-

diamo la configurazione dei punti h-extraesterni.

Indichiamo con o

h,r
tenenti ad una generica retta r.

11 numero del punti h-extraesterni appar-

LEMMA 1. Se r 2 una retta secante @ allora a < 1.
3
Dim, Contiamo in due modi diversi le secanti @ diverse da r, si
ottiene

(2) (q-2)(q-3) _ , ( _4-h

2 h,r 4

SIS R

dove la sommatoria & estesa ai punti P e rf'Q tali che t(P)#(q+h)/2,

per la (1) si ha

(@2 (03 (LD L gea, -0 S o)

Z — "h,r 4 , T
e quindi
Cth,r < ifﬂ:;j Z -
LEMMA 2. Se T & una netta esterna ad Q allora o <2e¢a <2

per h = 3,5,7.
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Dim. Procediamo come per il Lemma 1, contando in due modi diver-

5i le secanti 2 si1 ottiene

(3) q(g-1) _ q-h | q-t(P)

2 h,r 4 P 2

dove la sommatoria & estesa a tutti i punti P di r tali che t(P)#

# q;h Dalla (3) per la (1) discende
q(q-1) q-h ) q-1
2 oy Cog ) (arl-o ) —
e gquindi
2(q-1)
uh,r 2 q+h-2
Ne segue ml,r < 2 e, per h > 3, mh,r < 2

LEMMA 3. S{ia r una retta tangente ad Q .

(a) Se EQ+1 >5 eq > 15 allora % < 2
Z
(b) Se e_ ., >4, h>3 allotra O < 2,
2
pim. Se {P} = r N Q, le tangenti ad @, diverse da r, e passan

ti per i punti h-extraesterni di r sono al piu tutte le 2q-2 rette

tangenti ad © in punti diversi da P, si ha quindi

e da questa
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o 4(q - 1)
h,r — q+h=2
Ne segue ml,r < 4, e per h > 3 ﬁh,r < 4,
Proviamo éra la (a). Se %y . T 4 per un punto l-extraesterno
3
non appartenente ad r, esistente per 1l'ipotesi e o1 2 5¢ NONn posso
2

no passare piu di cinque tangenti,

Ne segue (q+1)/2 < 5 contro 1'ipotesi q > 15. Supponiamo allora

Oy p T 3. Le rette tangentl a & 1n punti diversi da P e non passan
3

ti per alcuno dei tre punti l-extraesterni di r sono (q-1)/2 e a
copple devono intersecare r 1n uno stesso punto, ne segue che per
un quarto punto T-extraesterno passano al piu (gq-1)}/4 + 4 rette

tangenti e quindi

+ 1 ~ 1
= 3420 4 g

2 — 4
da cui q < 13 contro 1'ipotesi q > 15. Ne segue necessariamente
o < 2.
1,r —

(b) Abbiamo gia visto che o < 4, supponiamo allora ay = 3.
3 »

Anche in questo caso le rette tangenti ad € , in punti diversil da
P, e non passanti per alcuno dei tre punti h-exraesterni di r sono
(q-3h+2)/2 e a coppie devono incidere r in uno stesso punto. Ne
segue che per un quarto punto h-extraesterno, esistente per 1'ipo-

tesi > 4, passano al piu (q-3h+2)/4 + 4 rette tangenti

Ei;1i+h
2
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e quindi

q+h ) q-3h+2

7 = 4 + 4

Ma questo €& assurdo essendo 3 < h < q.

Dai lemmi 1 - 2 - 3 segue subito

TEOREMA 1. Sia T L'insieme ded puniti h-extraestenrnd ad Q

() Se h=1, e > 5 e q > 15, L'4nsieme T & un e - anco
q+1 -~ - q+1

2 2

Le cud secantd sono refle esterne o tangenii ad 9,

- grco Le cud be

(B) Se h>3 ed e > 4, £'Ansdieme T 2 un e

q+h q+h

2 2

canti sono ftuffe ftangenti ad 9

4, TEOREMA 2. Sia 2 un q-anrco completo di un pLano prodettfivo

di ondine q , dispari, allora

(1) €0+ < 4 se q > 15
. 2
(ii) Eq+h' <3 con h=3,5,7
2

Proviamo prima la (1). Indichiamo con I' 1'insieme dei punti

l-extraesterni ad Q, per il Teorema 1 se q > 15 e || = € i+ >5
2
allora I' € un eq+1 -arco le cul secantl sono tangenti o esterne
2

ad .
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Posto N = |T'|, preso comunque un punto P. di T ed indicato con

l -

: 11 numero delle rette per Pi secantl I' e tangenti a € si ha

che il numero delle rette tangenti ad 2 e contenenti almeno un pun

N
to di T & dato da N[ﬁil) 21 .z, A. € s1 ha:
2 2 1=1 1
q+1 1 N
‘4 NC=7) -7 gEp Ay 2 2a

Indicato con A il numero delle rette secanti I' ed esterne a

si ha A >0 e

_ N(N-1) 1
(5) A = 2 2 i

1li

lne-1 ==

Dalla (4), per la (5), si ha allora

N2 - N(q+2) - 24 + 49 > 0

e questa e verificata per

q+2 - /&?-12q+4+8& q+2 - /ﬁ2—12q+4
(6) N < 2 = 2

oppure

q+2 + Vﬁ§-12q+4+8& q+2 + /a£-12q+4

(6" N2 2 2

| v

Notiamo ora che se q > 15 si ha [q2-12q+4} > {q-E)z e quindi
N <4 oppure N > qgq-3.

Ma se N > q-3, indicato con My il numero delle rette per un.pun

to Pi di T, secanti ' ed esterne ad  , si ha:
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e da questa

(g-3)(g-9)
1 My 7 4

1

e 2

1
A= —
(7) > 3

allora nella (6') tenendo conto della (7), si ha

q+2 + Jéz—12qf4+8ﬁ q+2 + Jé?+(2q2~36qj58j
I ’ 2

N >

e quindi, essendo q > 15, N > q+1 e questo & assurdo.

E' cosl provato che se g > 15 necessariamente Eq+1 < 4,
2
Dimostriamo ora la (ii). Il Teorema 1 prova che se e > 4 1
g+ ——
2

puntl h-extraesterni, h > 3, formano un arco I' le culi secanti sono

tutte tangenti ad .

Posto M = |I'| , il numero delle rette tangenti contemporaneamente
ad Q e a I' risulta minore del numero di tutte le tangenti a Q, siha

quindi

M( ﬂ%k“ ) - % M(M-1) < 2q

e questa & verificata per

q+k-1 - q2+h2+2hq+2h-14q+1

2

M <

oppure per

q+h=-1 + /é2+h2+2hq+2h-14q+1
2

M >
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2+2hq+2h—1dq+?} > [q+h-?]2 e quindi M < 4

.4 . : 2
poiché h > 3 si ha (g +h
oppure M > q+h-3 > q, ma questo & assurdo. Si ha quindi necessaria-

mente e <3 per h = 3,5,... . Il teorema 2 & cosl dimostrato.

q+h
2
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