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STUDIO DI UNA EQUAZIONE ALLE DIFFERENZE OTTENUTA DALLA
DISCRETIZZAZIONE DELLE EQUAZIONI DI NAVIER-STOKES

*
Alberto PAGLIARINI{ )

Summary ., Feflowing the results presentfed An a previcusd papen
whene a system o4 orndinary difherential equations cbtained semd
discretizing the Navien-Stokes equations was studdied, in Lthis pa

pern we study a suystem o4 didfernence equation.

The stablity conditions obtained atre no more restrictive than

the ones obtained in the phreviocus case.

The suystem o4 did4enence equations can be easily solved on the

cemputen.

-

1. INTRODUZIONE. In un regente lavoro |1]

] s1 sono studiate le

cquazioni di cvoluzione ottenute dalle equazioni di Navier-Stokes
discretizzando le variabili spaziali. Si1 ¢ trattato 1l caso di1 un
{luido incompressibile di densita p = 1, viscosita v, in un domi-
nio ¢ che per semplicita si € assunto rettangolare sul piano x,y

con definite condizioni al contorno.

(*) Dipartimento di Matematica -~ Universita degli Studi - Bari.
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[1 sistema di equazioni differenziali ordinarie approssimante le

equazion1l di Navier-Stokes con le condizioni al contorno assegnate

e
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W = (u,v) , avendo indicato nel discreto con u e v le componenti

della velocita cosi definite
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# ¢ una matrice definita negativa [ﬁ] che discretizza mediante dif

&2 0

ferenze centrate 1'operatore essendo ﬂz 1'operato-
0 A

re di Laplace 1in RZ;

_}- " = " [

G e un vettore che dipende dalle condizioni al contorno assegnate

e dalla scelta degli operatori di discretizzazione introdotti;

R & un operatore matriciale che dipende dagli operatori di discre-

tizzazione AT ed A2 e dal vettori u e v.

Occorre ricordare che si & operata una reticolazione del piano
x,y ed indicato con {xi,yj} il punto di coordinate (1Ax,jAy) con
Ax,Ay numeri reali positivi ed 1i,j interi 1i=1,2,...N, j=1,2,...,M,
e si1 sono introdotti gli operatori di discretizzazione

A] = aIM B JN , A2 = BJM = IN
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avendo posto

1 1
20x 20y

con IM ed IN matrici identita di dimensioni rispettive MxM ed NxN

e JM’JN matrici di dimensioni MxM, NxN rispettivamente tali che

uJM e BJN rappresentino la discretizzazione centrata dell 'ope-

ratore derivata prima [3], [d]. Nella notazione introdotta le uij

e vij rappresentano le approssimazioni delle velocita u e v neil
punti Ki’yj del reticolo.

Nello stesso lavoro [1] si & dimostrato che la soluzione stazio
naria del sistema (1.1) & globalmente asintoticamente stabille se

risulta soddisfatta la disuguaglianza

G
(1.2) 1 - R || - LG I e 0
va . (w,w)
mln
essendo A - l'autovalore di minimo modulo della matrice # .
mi

Per 1 fluidi incompressibili per 1 quali la (1.2) e verificata
si pud discretizzare ulteriormente la variabile t ottenendo una
equazione alle differenze le cui soluzionl sono asintoticamente sta

bili senza ulteriori restrizionit.

Poiché le equazioni alle differenze possono direttamente esse-
re risolte mediante calcolatori, 11 risultato cul si perviene puo

essere di notevole utilita pratica.

2. EQUAZIONI ALLE DIFFLERENZL,

Discretizzando la variabile temporale della (1.1) mediante 11
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metodo di Eulero esplicito si perviene alla

(2.1) Wn+1 = (I + ﬂtQA#JWn + At G

avendo indicato con Wn l1'approssimazione di W al tempo tn=t0+nﬂt
ed avendo posto Q = v(I+R).

TEOREMA. La scluzione stazionania delffa (2.1) é asintoiicamenite

stabile se vale La (1.2).
Dimostrnazdione. Introducendo la funzione di Liapunov discreta

V =—(W
n

, AW )
n+ 1

+1 n+1

51 ha che 1a sua variazione & data da

AV = - (W

n+1 n+?’ﬂﬁhn+1) * (wn’j?wn}

e quindi facendo uso della (2.1) si ottiene

avm] = u{ﬁt(ww,ﬁQ,ﬂwnj + &t(wn,t/ﬁfﬂ) + ﬂt(Q,ﬂwn,uﬁwn) +

o DtP QAN MQUN ) + AtE(QAN_, HG) + BE(G,HN ) +

o ot MQuum ) - Al(G, MG) Y.

Essendo 4 simmetrico, posto AﬂWﬁ =y 1la precedente relazione

si pud scrivere nella forma piu compatta

AV = - 28t(y,Qy)-20t(G,y) +
- Z&tZ(Q}",JﬁG] + ﬂtZ(Q}r:_‘/{{QY] *

~ ﬁtZ(G,ﬁG):
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Valendo la relazione

A Qy,Qy) < (Qy, -A4Qy) < lmax(Q}’,Q}fJ

min

con A " A N autovalori di minimo e di massimo modulo di - .# ,
mai max

si ottiene
avn+1 < At {-2(y,Qy)-2(G,y)-24t(Qy,#G) +

+ 8t A (Qy,Qy) + Ao At (G,G)}

Utilizzando la norma e la disuguaglianza di Cauchy-Buniakowsky
ed osservando che vale la disuguaglianza -(y,Qy) < -u{1-|ﬂHDlly]|2

si ottiene

. . 2
AV Ly <At 2w IR Iy IS+ 2 byl dbell
s st Nyl Hell-atx_llQl® iy I
- . +
+2x Q y oy Q v
ratn le1?y .
max
Ne consegue che AVH+1 < 0 se l'espressione in parentesi &

< 0, 11 che & certamente verificato se si1 sceglie At tale che

2 Q= I RID Hly =116l Wyl
At < —— <

: 2
NIRRT
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2 va=IRID Iy = el 1y 1
<
A dlall vl - ey’
max
ed essendo || Q]| > v(1- ||R||]) si ottiene facilmente la diseguaglian
za
At < ‘
| G|
VA (1 - || R || - )
e vi |y
max

certamente possibile nell'ipotesi di validita della (1.2).
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