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GEODETICHE RISPETTO AD UNA PSEUDOCONNESSIONE
DI UNO SPAZIO FIBRATO VETTORIALE & )

(**)
Innocente CANDELA

Summarv. We can dedine a o-geodefic ¢4 a pseudoconnection o4
a vector bundie and we 44nd preperties anafogous to those o4 a geo

detic o4 a £inean pseudoconnection on a dippenentiable manifold.

INTRODUZIONE. Sia M una varieta differenziabile di classe Cm e
dimensione n. Si1 1ndichino con T(M) 11 fibrato vettoriale tangente-
con = f T(M) > M la proiezionec canonica, con (M) l'algebra del-
le funzioni reali differenziabili su M e con Z(M) 1'algebra del-

le sezionil differenziabili di T(M).

Siano V uno spazio vettoriale reale d1 dimensione r ed E uno spa
zio fibrato vettoriale di fibra tipo V, di base M e proiezione ca-
nonica 7'(cfr. [1]). Si inaichi con G(M) 1' F(M)-modulo delle- se
zioni differenziabili d1 E.

In [2] & stata definita una pseudoconnessione di uno spazio fi-

brato vettoriale mediante l'assegnazione dl un omomortismo A:E-T(M)

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del Gruppo Nazionale di Ricerca
"Geometria delle varieta differenziabili e generalizzazioni".

(**) Dipartimento di Matematica - Universitad - BARTI.
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di spazi fibrati vettoriali, detto B-omomorfismo [1], e di un Z(M)-
omomorfismo V : g - ?q di OG(M) nell' #(M)-modulo degli R-endo
morfismi di @(M) tale che

Vi €e (M), Vo, 1 € (M) : UGfT = f?UT + (Aog)(f)r

Per le pseudoconnessioni di spazil vettoriall si & pervenuto a de
tfinire 11 trasporto parallelo di fibre lungo curve opportune dello
spazlo base e s1 sono trovate proprieta analoghe a quelle delle pseu

. . . . - . . . . o0
doconnessionl linearil su una varilieta differenziabile di classe C
3].

In questa nota nel n. 1 si1 introduce la nozione di g-geodetica
rispetto ad una pseudoconnessione di E, si mette in evidenza che,
quando E = T(M), una o-geodetica €& una geodetica rispetto ad una

pscudoconnessione lineare di M.

Nel n. 2 si1 studia localmente una o-geodetica, trovando un siste
ma di equazioni che la rappresenti. Si da un teorema di esistenza e
di unicita di una o-geodetica e si caratterizzano le pseudoconnes-

sionl di1 E che ammettono le stesse ¢-gecodetiche.

1. GEODETICHE RISPETTO AD UNA PSEUDOCONNESSIUNE DI UNO SPAZLO FI
BKATU VETTORIALE.

Siano M una varieta differenziabile di’'classe C e dimensione n,
T(M) 11 fibrato vettoriale tangente, m : T(M) - M 1la proiezione ca
nonica, %(M) 1'algebra delle funzioni reali differenziabili su M
e Z(M) 1'algebra delle sezioni differenziabili di T(M), ossia 1'al

gcebra dei campi vettoriali differenziabili su M.

Siano V uno spazio vettoriale reale dl1 dimensione r, E uno spazio

fibrato vettoriale di fibra tipo V, di ba<: M e proiezione canonica
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nt : E+ M e G(M) 1" #(M)-modulo delle sezioni differenziabili
di E.

S1 da la seguente definizione:

Degindizione 1. Siano (A,V) una pseudoconnessione di E, vy : I+M

gna curva differenziabile di classe C1 su M, con I intervallo chiu

so di R, e o (u(t))tel una sezione differenziabile di E su y- ta-

le che
(1) vt € I : A(oet)) = y(t)

Si dice che la curva vy & una o-gecdefica adspetto alla pseudo-
connessione (A,V), o pill semplicemente y & una o-geodetica, se la

sezlione ¢ € parallela rispetto a se stessa, ossia se risulta:

2 Yte I : V¥ o = 0.
(2) o(t)
Ossenvazaone 1. Si1 pud osservare che una o¢-geodetica € una cur-

va ammissibile per la pseudoconnessione (A,v) [2].

0ssenvazione 2. Per E = T(M) & noto [2] che la pseudoconnessione
(A,V) & una pseudoconnessione lineare su M. In questo caso, una se

zione differenziabile di T(M) su una curva vy : I =+ M, X=[K(t))t611

€ un campo di vettori differenziabile lungo y e una X-geodetica ri
spetto ad una pseudoconnessione di T(M) & una X-geodetica rispetto

ad una pseudoconnessione lineare su M [4].

Fissati una base (ei] di V e un aperto non vuoto U di M,

1<i<r

sia p: U H.V*+1ﬂ-1(U) un B-i1somorfismo. Per ogni i E-{1,...,r},
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indicata con €. la sezione di1 E su U cosi definita:

1
¥p € U : Ei[p) = ﬂ{p,eiJ,
per ogni p € U, lIa tamiglia (Ei(p]}iﬁiir ¢ una base della fibra
su p, E . La famiglia (e.), . & una base dell' % (U)-modulo 1li-
P 17 1<1<r

bero delle sezioni differenziabili di E su U, @U), detta base as

soclata a (U e alla base (e. , di V.
socliata (U,p) se ( 1)1£1£r

LEMMA 1. Stane v : I » M una curva ammassibile pern La pseudo-
connessacone (A,V) e w @ I'" » 1 un difheomongismo, con I e I' infen
vallae chiusd di R.

La curva y' =y o pu @ ammissibile pern (A,V).

Dimosthazione. Sia 0 = (UltJ%EI una sezione differenziabile di

E su v tale che sia soddistatta la (1). Considerata la curva

y' = yYou: I'" > M,
s1 ha:
. : o du(t’ :
(3) Vet e 1" @ yv'"(t') = ~“it,l yu(t')).
, Coodulty L SO -
Posto o¢' = {+¢E¥Tm g(u(t J}Jt'el" o' & una sezione ditferenzia

bile di1 E su ' e, per la (3), si ha:

df

Lt . _odu(t’)

dt'

Yt'el' : Alo'(t')) CA(ofu(t'))) =

1]
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_odp(t') VI = (g
= TR y(u(t')) = y'(th).

Pertanto vy' & ammissibile per (A,V).

LEMMA 2. Sdianc vy : I » M una o-geodetica ndispetto alla pseudo

connesscone (A,V) e wu : I' » 1 un digpeomongisme, con I e 1'An-
tenvallse chausd di R, tate che gi, non s4a mad nulla su 1.
Considenate £a curva y' = yeu e La sezione differenziabile di
. du(t') .
! — — 1 .
E  su v o' = ( P olu(t J}Jt‘EI" risulta:
du(t') -1 du(t')
1 | L - —— t !
(4) Vt' e I' : ?ﬂ‘{t*) o} ( 1t ) > a'(t').

dt'

Dimostrnazdione. Per ogni t'el', esiste un 1intorno aperto U di

v'(t') e un B-1somorfismo p : UxV +w*_1LUJ. Fissata una base

(e.), . di V, sia (e.). . la base associata a (U,p) e alla ba
1° 1<1<r 17 1<1<r -

se (e. .
[ 1]1£1iT

, i .. .
Indicate con o le componenti di o rispetto a (U,p) e alla ba-

] . k ,
se (e.)., . , con o't quelle di o' e con T.. quelle di V
1 T<a<r 1]

— m—

te-

2

nendo conto di (2) e (3), si ha:

L

| ol (21,

dt'’

' k
rl _ J 1 ' 1 ) ] 1 ! -
vﬁ'(t'}g (o'(t')o'" (t JFij[Y (t')) + ](T (t'))

2 o (u(t"))
du

du(t').2 i ] Lok | du(t')
T 0 )l Gt )Ty (1)) + (T )

= ((
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2 ]
cof(ucery) Suct ; e, (Y(u(t"))) =
dt'
du(t').2, i ] k Ao @t "))
= (g ) (@ ) o (Ml )T (r (e )+ T e (r(u(e1)))
, d2 (t") k dl2 (t')
+ ! = o (u(t"))e, (Y(u(t'))) = H —= o(u(t')) =
dt' dt'
Z
dou(t") du(t') . -1
= ( =) g'(t').
1p12 dt

'Si dimostrano facilmente le seguenti proposizioni:

PROPOSIZIONE 1. S4a v : I = M una o-geodetica, con I Anterval-
Lo chiuso di R , e ada h una trasformazione afgine di R, o0ss4a

h :tat + B, con a e R" ¢ B e R.

Indicati con I' = h_1(I) e con u : I' > I L'applicazione degins
ta, pern ogni t' e I', da p(t') = h(t'), £a curva yv' =y o U & una
(ao(u(t'))) |

: ,
o'-geodetica, ove o' tre!

PROPOSIZIONE 2. Sia v : I =+ M una o-geodetica tale che, pen ogni
tel, o(t) s4a non nullo e s4a p : I'" > I un diffeomongismo, con

I ¢ I' JAnteavalli chiusdi di R.

Considenate La curva Yy' =you e La sezione di E su v!

du(t’')
dt'

a' = ( ﬁ(u[t'))]t,el, , 4¢ La cunrva y' & una o-geodetdica,

-

esistono oo € R e B e R tali che, per ogni t'el', nisulti u(t')s=

= at' + B.

2. - EQUAZIONI DI UNA GEODETICA.

‘Sia y : I - M una o-geodetica rispetto alla pseudoconnessio-
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| n

ne (A,V). Siano (U,¢), con ¢ = (x ,...,X ), una carta di M tale che

A _ =1 . s .
vy(I) YU @, p : U xV > (U) un B-1isomorfismo e (Eijliiir la

base di G(U) associata a (U,p) e ad una base (e.), . di1 V.
1° 1<1<r

-——  mm—aa

Per ogni i e {1,...,r} , posto A, = A, A, & un campo vettoria

le differenziabile su U.

Con le stesse notazionil precedenti, per ognl t e€ Iﬁly_1{U], ri-

1 . . .
sulta: of(t) = ¢ (t}ei[w{t)), per Ccul s1 ottiene:

A(o(t)) = A[UI(t)Ei{Y(t)]) = Ul(t)A(Ei(T{t)}] = ql[t]Ai(Y{t)}

e dalla (1) segue:

(5) ot (DA, (Y(t)) = F(t).
Posto, per ogni 1 e {1,...,r} , Ai[v{tjj = Ai(y(t)j{ B. Jy(t) e,
QKJ
per ogni j e {1,...,n}, v2(t) = x? (y(t)), la (5) diventa:
- : J
] 1 o dy“ (t) .
(6) AL (y(t))o (t) = Tt . 1 < j < n.
Dalla (2) segue 1noltre:
i j k dﬁk(tJ
(6 (t)o {ﬁJFij(Y[t)} + it )ER(T(t]) = 0,
per cul deve essere:
i i k do’ (1)
(7) 0 (1)o? ()T, . (y(t)) + —==== =0, 1 <k <
1] dt - -

Pertanto si ha la seguente proposizione:
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PROPOSIZIONE 3. Sianoc vy : I » M una curva difderenziabile di

1 , . ,
classe C , con 1 antervallfo chiuseo di R, e o = (G{t}thI una Ase-

zione dahdenenziabile di E su v.

La curva y ¢ una o-geodefsca se e s0lo se, pen ogni carta (U,d)
. , . -1 .
tale che v(I)NU = @ e per ognd B-asomonpisme p : U x V> o' (U)

sono soddisfatte Le sequenti condiziond:

| . j )
(8) ﬂi[?[t)]ul{t) dydit] , ¥tel My ]{U], 1 <j < n,

L § Lk do (1) -
(9) Gl(t]gJ[t]Tij{y(t]} : ”dt = 0, VteIMNy '(U), 1<k<r,

che prendono L€ nome di equaziond della o-geodetica vy nispetto

clla carta (U,d) e al B-ALsomongisme  p.

Dalle (8) e (9), per un noto teorema di esitenza e dil unicita
sul sistemi di equazionl differenziali, consegue la seguente propo

si1zione:

PRUPUSIEIONE_&. Sia (A,V) una pseudoconnessione di E. Pern ognd

p € M e pen ognd v_. € E_, esisdonce un'undica curva difperenziabi-

O O
pD

Le v : I - M, con 1 antervallo chiuso di R tale che 0el, ¢ un'und-
ca sezdone differenziabile o = (G[t}]teI di E su v tali che v s4a

una o-geodefica nispetto alla pseudoconnesssone (A,V), v(0) = PG

e ol(0) = v .
0
La curva vy dicesd o-qeodetica ndspetto alla pseudoconnessione

(A,V) con conddizione sndziake IpD,vD}.

Si ha anche la seguente proposizione:
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PROPOSIZIONE 5. Due pseudoconnessioni di E,(A,V) e (A',V'), han

no Le stesse geoedetiche se e solo se ndisulta A = A' e, pen ognd

carnta (U,d) did M e pern ognd B-isomonbismo p : UxXV = r*-1[U), Ln
, k .. ,
dicate con Fij Le componentd di V adspettc a (U,p) ¢ ad una base
. k . .
(e.), . di{ V e con T'.. quelle dd V', A4 ha:
"1 1<i1<r 1]
TF. + Tk.. = FB_ + Tf%
1] J1 1] J1

Dimostrnazione. S1 considerino un punto peM, una o-geodetica

y + I - M passante per p = Y(tu), con cﬁ={5{tj]tEI, una carta

| : . . -1 .
(U,$) di M tale che pelU e un B-isomorfismo p : UxV - =' (U).
Se  (A,V) e (A',V), pseudoconnessioni di E, hanno le stesse geo

detiche, indicate con Ai le componenti di A rispetto a (U,¢) e al

. . ] . K -
B-isomorfismo p, con A'i quelle di A', con rij quelle d1 V e

con T'?i quelle d1 V', dalle (8) e (9) s1 ottengono le seguenti

relazioni:
] 1 ) ﬁtj 1 .
(10) ﬁi[pjm (tD] A igp)u (tm}’ 1 < j < n,

(11) ot (t Vol (t )FB:[p} = ml{t )ad (t ]F‘kf, 1<k<r.
0 0" 1] 0 0 1]

Per ('arbitrarieta di p e della o-geodetica vy dalle (10) e

3

(11) conseguono rispettivamente:

A= A", T T L L
1] ]j1 1] J1

[1 viceversa e 1mmediato.



140 I.Cdndela

Ossenvazione 3. Le proposizioni 3,4,5 sono generalizzazioni di

analoghe proposizioni relative a pseudoconnessioni linearli su una

varieta differenziabile.
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