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UNO STUDIO DELLE EQUAZIONI DI EVOLUZIONE OTTENUTE DALLE
LQUAZIONI DI NAVIER-STOKES DISCRLETIZZANDO LA PARTE SPAZIALE

(*)
Alberto PAGLIARINI

Summary. Many Authors study the evolution equations discretlLsing
¢{then the space or the time coordinates and s0lving then the orda-

nary ddfiecrential equaiions obtained.

A teview papen where a fLange babliography s shown (s the one

wye (tten by Liskovets [1].

In mathematical physics some authorns, both 4orn genernal evclution
problems [2] and 4on specific problems [3] have prefered t¢ discre
toze the time vardable cobtaining in this way a system ordinary dif
fernentdial ecquations with boundary condditions., In this way the dif-
{icultics anisding when non stationany problems arne treated by discre

tisding both the time and space varndiable, are attenued.

In this papen we preden fo discretize onfy the space vardable
and study a Cauchy problem {cn Navien-Stokes equations where, by 4in
treducing an aux{l{iary Afuncticn ¥, we avoeid f¢ theat separately the

Peossen problem 4o the pressure.

(*) Dipartimento di Matematica - Universita degli Studi - Bari.
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. PRESENTAZIONE DEI PROBLEMA.

Consideriamo le cquaziont di Navier-Stokes, scritte in variabili
primitive, per un flutdo incompressibile di viscositda o, assumendo

la densitd p costante c¢d couale ad uno 1n tutto 11 dominio &

du du du op
—— +t u —/ + Vv = - + wA, U
gt g X \ g X 2
F\ A \ an
— + U ¥y o = - . L vl Vv
i T Ix AN gy 2
(1.1) -
AU L S
4 X [N
=
ove (o= (ufx,v,t), vix,v,t)) denota 11 vettore delle velocita c

pix,v,t) 11 campo di pressionc.

Introdotta la matrice Jacobiana di (u,v)

le prime duc cquazioni delle (1.1) si possono sostituire con 1'uni

ca cquazione

S Y e (MY = cupoeva, (YY)

v v vV

prendendo la divergenza di ambo 1 membri la precedente si pud scri

vere

(1.2) div(grad p + L a] = 0
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da cul 1'utilita di introdurre un vettore a divergenza nulla tale

che
> ~+
(1.3) grad p + L q = ¥(q).
Le (1.1) pertanto possono scriversi nella forma compatta
1.4) 4 . _§ . o, g
(1. ~t = - + Vb, q.

: 1 > 2 : > L
Siano Y (q), ¥ (q) 1le componenti del vettore Y(q) 1individua
te dal sistema

B¥1 3?2
+ = {
d X Yy
(1.5)

1 2

oY oY
A — = _ ﬂ

>y % u&z Y v 5 u

LLa prima delle (1.5) discende dall'essere

<> > ]
Y(q) un vettore a di
vergenza nulla;

la seconda si ottiene derivando le componenti della

(1.3) rispettivamente rispetto ad 1y, rispetto ad x e sottraendo
dalla seconda la prima.

Alle (1.5) si associano le condizioni al contorno

- - p
(1.6) v -5=iu&_¢§-

L ¥

&

)+ n

=2

T

'+ L
dove n = (n ,x ) & il versore della normale esterna alla frontiera
X’y

di <%

Anche se 11 metodo & applicabile a probleml con dominio % pilu

generale, per semplicita ci riferiremo al caso del dominlo rettango
lare
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nell'ipotesi che 11 campo delle velocita sul contorno sia staziona-

rio.

In tal caso l¢ condizionl (1.6) associate al sistema (1.5) divcg
tano

1 3?2

(1.7 T T asscenate su OB eod AC
? '.;u;-]

(1.8) ¥, ;; asscgnate su OA ¢ BC.

Queste condiziont assicurano l'unicita della soluzione del pro-

blema (1.5) ed (1.6), in gquanto 11 sistema (1.5) cquivale ad un pro
blema misto per l'equazione di Polsson in cilascuna delle due funzio

. o . H = . .
ni 1t L% Eﬂj,LSJ; nel caso che prenderemo in esame 1'esistenza ¢

T'untcith disceonde dirvettamente dalla i1nvertibilita della matrice

che rappresenta l'operatore discretizzato, come verra dimostrato nel
paragralo scguente.,

~

2. DISCRETIZZAZTONE DELL'OPERATORE CONTENENIE LE DERIVATE SPAZIA
1.

Consideriamo per il momento 11 problema di1 Cauchy individuato dal

le (1.4) ¢ed (1.5) con le condiziont (1.7)1 ¢ca (1.8), oltreché le con
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dizionl 1niziall da asscgnare.
Supponiamo che la soluzione del problema sia sufficientemente re
vcolare.

Escogulamo una reticolazione del piano x,y, (1 A x, j A y) con

AX, Ay numeri reall positivi ed 1,j 1interi, 1 = 1,..., N, j =
= 1,..., M; indichiamo per il seguito con {xi,yj) il punto di coor

dinate (14Ax, JAy).

[Introduci1amo 1 seguentil operatorli di discretizzazione

(2.1 A, = al,, 8 J A, = BJ,, m |
: 1 M N’ ) = By N
avendo posto

R S n - 1

- 2 AX ’ . 2Ay

con IH ed JN matrici identita di dimensioni rispettive MxM ed NxN
| i

C '[\I’ J,\, matricl di dimensioni MxM, NxN rispettivamente tali che

g © EJN rappresentino la discretizzazione centrata dell'opera-

tore derivata prima. S1 € 1ndicato con 11 simbolo = il prodotto
tensoriale tra matrici, cosli definito: siano A e B matrici quadrate
rispettivamente di1 dimensione MxM ed NxN, per prodotto tensoriale

A ®m B si1 intende la matrice di ordine MNxMN cosl ottenuta

( B a2 R B )
£1]1 :1]2 « s s e s d”\'r
u21B Gt e s e e e s s s s e . s
A B B
T .
et “MN®
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(6] .[7].

I1 problema (1.4) risulta esprimibile nella sola incognita a una

volta che sia nota per ogni tempo la soluzione Y del sistema (1.5).

Pertanto interessiamoci dapprima alla soluzilione del sistema (1.5).

Formalmente tale sistema pu0 scriversl nel seguente modo

r“ ‘| ( 3 ‘r" r’ % r‘ Y
8 B 1 1
o 5y | Y 0 0 ﬂz 0 u
(2.2) =
5 ) 2
N -5; e - Y ) _ ~V tu thU PZ J v

Introduciamo nel discreto i seguenti vettori:

" T T
Yy = [?],“ﬂj w = {(u,v)

3

cosi definiti

U 1 1 1 1 1T
]‘;l" = ['L}f]_lﬂl}"]z, """ LP-]N} Lpz-l.t !ILPEN! !TM-II '}q)MN:}
2. 2 2 2 2 2 2 T
EE e Yane YooYty oty
u = u u ]T

I 11,11_12, ..... L INERERRIE ,UMT, ‘,U]“N
r = [: T )T
1 U_.I_1,V_,|2’ ttttt ,V_]N’ iiiiiiii ,HM.!, ,‘PIH,-'IN

"\
e le matrici o/, M, A, hv definite rispettivamente come segue: .

o = che discretizza mediante
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diffcrenze centrate 1'operatore

F - - " b
9 > ) M 0
dX ay
, M =

a 3 v

- — — M
oy dX |

. e L. .

=

, avendo opportunamente adottato per

come € noto, la seguente scelta

(2201 0 e 0
-2 1 0 ....... 0
" 1
M= — 0O 1 -2 1 0 0
L X
r
0 ittt |
0 ... 1 -2
~ >
A, 0 0
A = che discretizza 1'operatore
_.Ill‘lfl. iﬁi
v u
0 0
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cssendo A LA

LY matrict diagonal1 aventi rispettivamente sulla dia-

gonale 1 vettori u, v.

La (2.2) pertanto puo csserc approssimata dal seguente sistema

di cquazionl lincari.

_ - o -
(Z2.3) oY = AMW + F
+
dove I rimane univocamente definita dalla scelta di A] cd ﬂz.

Data la simmetrica spaziale del problema la scelta ottimale di

AI ed A, a cul ¢l atterremo risulta essere quella indotta dal meto

do di1 discretizzazione spaziale mid-point.

5. PROPRIETA" DELLE MATRICI &/ ED M,

Alcune proprieta s1 possono facilmente ottenere dalle proprieta

del prodotto tensoriale che qul riportiamo per comodita

T T T
1) (Aw B) = A m B,

2y (A B) {(Cw D)

5) (A m B) = AT g B",

1
e
3
=
jwe
=

b

altre 1nvecce sono di semplice verifica.

Proposdczdcene 1: le matrici A1 ed AZ commutano;

T T

Proposcziene 2: AI = -A1,A2 = =A

2;
Proposdzione 3: la matrice M & definita negativa [7];

Proposizdone 4:1'inverso della matrice
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| o= | . ol
ﬁ1 Ve Az ¥
o =
-1 -1

N / U

ﬂz ¥ ﬂI

1\1 —;12 u1

= L,
AZ 11
COon
‘
¢ = {ﬂﬂl] + ;‘.3}, . = f ) »
0 v

Proposdziene 5% commuta con A1 ed ﬂz e con .o ;

Proposdzione 6: gll autovalori di A1 ed Az sono dati da

w 21 __krm o ,
x 21 kn

_-"":_ e - __-' T k = 1 2 - & ® P‘T
2k Ay “O% Muq 7 ’

pertanto se N ed M sono dispari allora esiste un valore di Kper

cui si ottengono due autovalorl uguali a zero. C10 non avviene

se N ed M sono paril [?].
TEOREMA. La matrice of ¢ Anverntibile s¢ M ed N sono pars.

Dim. Dalla Proposizione 4 segue che o7 € invertibile quando

@ ¢ invertibile; dalla Pacoposizione 6 discende che £ ¢ inverti
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bile per M ed N pari.

Nelle ipotesi in cul vale 11 teorema precedente dalle (2.3) se-

guc

, : - 1w
Notiamo che & A M= L AMM

ovoe
-A A
X - 2 2
]
YA
-
\ 0
1llllli"
A =
0 A
L1

Pertanto possiamo scrivere la (2.3) nella forma

(2.5) ST N W SV

T

Si ha quindi che 11 sistema (1.4) €& approssimabille da

dw -]

(2.5) (LA A+ vI)MW+C

il

L On

Per semplicita di1 notazione porremo
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e quindil la (2.5) diventa

o
dW >
(2.6) gt = V(R+DMW + G

La (2.6) rappresenta un sistema di equazioni differenziall ordina

rie approssimante le equazioni (1.4) ed (1.5).

[1 sistema (2.6) pud essere 1ntegrato con un qualunque metodo per

equazionl differenziali ordinarie.

4., STABILITA' PER IL SISTEMA DI EQUAZIONLI DIFFERENZIALI ORDINARIE

La stabilita asintotica del sistema (2.6) pud essere studiata me

diante una opportuna funzione di Liapunov.

Vale infatti 11 seguente teorema

TEOREMA: Se pen ogndi W La seguente disuguaglianza

G 1,
3.1 1T - IR - = - — > 0
(5.1) IR, wA_ L (W, W) 3
min
¢ veadbicata, essendo Aosn Llautovalore de mansimo moedulo della

mathice M, La scluzione stazionaria del sastema (2.6) ¢ glcecbalmen-

3

te asintoticamente stabale.
Dim. Introdotta la funzione di Liapunov

V = '{hT}Jl'fi]r":rj
s1 ha

Vo= - {(V(R*I)MW + G,M W) + (W,uM(R+I)MW+MG)}
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da cui s1 ottiene
Vo= <20 (MW,v(R+IIMW) + (G,MW)};
posto MW = v possiamo scrivere
V = =2{vly,y) + v(y,Ry) + (G,FJj

da cul seguc

. ' 2
(5.2) Vo< 2{-Miy {i7 +lvy,Ry) |+ [(G,y) |}
Nella (3.2) possiamo maggiorare 1 due termini v(y,Ry)| e
1 (G,y)| nel modo seguente

|U[}’,R}r}| i U‘(}.’+}!‘]i (R}"R}r}i =

:
= v(y,y) (R?’“ﬁ] < vily,y) IR,
(y,y)*
| b G,0)
[ (G,y) ] < (y,y) (G,G)° = (y,y) —
(y,v)
pertanto
|G ]
: 2 2 2 2
Vo< z=v Iy v dly T IR v )
(y,y)
|G |l
vez iy Il Svie1 e liRL, <

(v,y)
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IG 1,

:
uhmin{W,W}

}.

2 .
< 2 |y ] "vi-1 + ||R|!2 +

da cui

ﬁ < 0 se vale la (3.1)

e per il teorema di Liapunov si ha la tesi.
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