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SU UN PROBLEMA DI BUMCROT

. (*) (**)
Angela FARINOLA - Margherita LEUCI

Summary. In [1] (p. 123) Bumcnot proposed the problem of finding,
in PG(2,q) complete arcs A, ofthen than ovals, which satisfy the fol

Lowing hypothesdis:

(*) eveny point not belonging to A L4 on at Least three secants

to A.
In oun paper, this problem is s0dved showing that PG(2,16) has a

12-anc satisfying (+*).

INTRODUZIONE. In un suo lavoro di rassegna,[Il, R. Bumcrot propo
neva 11 problema di determinare in un piano proiettivo k-archil com-

pleti, diversi dalle ovali, tali che
(*) pen ognd punito non apparifenente all'arco passino almenc the
secanti allo stesso anco.

L'interesse per questo problema & determinato dal fatto che apar

tire da un tale k-arco si pu0d costruire un pilano iperbolico finito

(*) Istituto di Geometria, Universitad degli Studi - Bari.

(**) Le autrici desiderano ringraziare il Prof. Korchmaros per le
discussioni avute con lui sull'argomento del presente lavoro.
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H(k). Esso ha per punti le rette tangenti ed esterne al k-arco e per
rette 1 punti del piano non appartenenti al k-arco, (ctr. [1} Prop.

7).

In questo lavoro diamo un primo esempio di k-arco, che non sia

una ovale, verificante la proprieta (*).

S1 tratta di un 12-arco completo del piano desarguesiano PG(2,716

che s1 ottiene come segue:

Sia @ una ovale (18-arco) non regolare di PG(2,16) (cfr.[2] [3]).
I1 gruppo G delle collineazioni che trasformano & 1n sé& contiene
un sottogruppo L che agisce sy @ secondo due orbite, A e B, cilascu-
na di lunghezza nove e trasforma in sé un sottopiano proiettivo di
ordine 4 di1 PG(2,16). Inoltre in L esistono nove elazioni involuto-
rie la cul configurazione dei centri nel sottopiano PG(2,4) ha 1la

struttura di piano affine di ordine 3.

In questa Nota s1 dimostra che in PG(2,4) vi & una terna di punti

non allineati, Pi’PE’p% e diversi dai suddetti centri, tale che

AU {P1,P2,P3} risulta un arco completo verificante la proprieta

(*).

La dimostrazione utilizza alcuni rTisultati sulla struttura el'a-

zione di G esposti in [3].

1. Consideriamo, com'e lecito, GF(16) come 1'estensione algebri-
ca di quarto grado ottenuta mediante l'aggiunzione dell'elemento d,
radice dell'equazione x = xq+1, irriducibile su GF(2). Pertanto gli
elementi di GF(16) sono:

2
011:d:d :ds, dd = d+1, dS = d2+d, dﬁ = d3+d2, d? = d3+d+1,
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a® = %41, a” = @+d, a'? = a%4de1, a'! = @4d%ed, d'% = @Peabs

podel, d'0 = ad w aber, a't - gPa.

E' facile verificare che GF(4) = {U,i,dS,d10} e un sottocampo di
GF(16).

Fissato in PG(2,16) un opportuno riferimento, 1 punti dell'ovale
non regolare Q sono (cfr. [3],[2})
9 g .5

A (d%,d, 1), A (d7,d7,1), A,d°,d%,1), A (d'7,d

11 2

1), A, (d°,d%,1),

2 9

9 4 4 3 ,11
A(d7,d%, 1), A (d7,d, 1), A (d7,d7,1), Ag(d7,d ", 1),

B (d'%.d%, 1), B1(d?,db,ij, Bz(dﬁ,d

5 ] 7 ,14 8
D »

d
), B3(d ,d ,1), Bq(d ,d ,1)

B (d°,d°,1), B_(d,d*, 1), B_(d,a®,1), Bya'?,a't, 1),

Indichiamo con A il 9-arco formato dai punti Ai, con B 11 9-arco

formato dail punti Bi'
Nel gruppo G delle collineazioni di PG(2,16) che lasciano fissa

Q, distinguiamo con Korchmaros, [3], le nove elazioni involutorie

di G la cul azione su 2 € espressa come segue

hD:(AD](A1 Ab}[AZ Aﬁ)(ﬂE A?)(ﬂd AB}[BU)(BT 55](82 b’:ﬁ]{B3 B?j(B& Bg}
h]:(ﬁ1J(AU Al (A, A?](AS'Ad](Aﬁ Ag) (B,) (B, B.)(8, B)(B; B )(B,Bg)

h,t (A (Ay Ad) (A A) (A Ag) (A, A (B, (B, B (B, B,)(By Bo)(B, B.)

h :{AE}{Ab A?)(AT A4][A2 ASJ[AS.Aé](BSJLBU B?)(B1 ﬂd}{BZ Bg}(BS E6]
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(1.1) hy: (&) (A) A (A, A (A, A (Ac A))(B,) (B, Bg) (B, BL)(B, B.)(B, B.)
he:(A) (A A (A, A (A, A (A, A (B (B) BL) (8, B) (B, B,) (B, Bg)
hﬁz{Aﬁ)(AD.AZ]LAT ﬁg}[ﬁ3 ASJ(Aﬂ A7)L36)[B0 BE)CB1 Bg)(B3 BSJ{Bd'B?)
hot(A)(A) A (A, A)(A, AJ (A A (B.) (B, B,) (B, B,)(B, B (B By)

hB:[AS}(AU AdJ[A1 AﬁJ(ﬁz AS}[AS A7)(B8)(BD Bq}{B1 Bﬁ]{B2 BSJ{BS B?]

Gli assi delle hi sono le rette AiBi e 1 rispettivi centri sono

1 seguenti punti
10 10

10
H,(1,1,1), H (d7,0,1), H,(1,0,0) H.(d ~,d ",1), H,(0,1,0),

5 10
H (d°,1,0), Ho(0,1,1), H (0,0,1), H (1,d7,1).

Detto H 1'insieme del centri Hi’ H € contenuto nel sottopiano

PG(2,4), di PG(2,16) associato al sottocampo GF(4), mentre 1 punti
di @ sono 1n PG(2,16)-PG(2,4).

Per le dimostrazionil delle proposizioni che seguono confronta [3]

(Prop. 4 e Prop. 5).
PROPOSIZIONE 1.1. Le seguentdi teane non ordinate dao elaziond

{hU,h1,h5} {hg’h4’h3} {hT’hﬁ’hB} {hS’hS’hé} {ho,hz,hb} {h1,h2,h?}

(1.2)
{hZ‘hS’hS} {ha’hﬁ’h?} {hﬂ’hS’hT} {h1,h3,h4} {hZ’ha’hS} {hS’h?’hB}

godono delfle seguenti proprietd:
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a) In cdascuna di essa due etazdionse qualsiase sono condiugate me-

diante La ternza elazione.

b) 1 centrni delle elazioni di cdascuna terna sono punti allineaild

del sottopianc PG(2.4).

c) GLL assdi delle elaziondi di ciascuna teana CONCOAALONO AN Ul pun

to del sottopianc.

Con calcoli diretti & possibile verificare che le uniche secanti

ad H sono le trisecanti citate in c).

COROLLARIO 1.1. a) Le nette di PG(2,4) sono Le tracce degldi as-

A4 ¢ delle tnisecantsi ad H.
b) 1 punti d4 PG(2,4) sono 4 centrd Hi e L punts

in cud concorrnono glA assd.

Si ha inoltre che

COROLARIO 1.2. a) Le nette del socttopianc PG(2,4) sono ftali che pen

cgni punto 1-1i (1=0,...,8) passanc £'asse d4 hi e quattro trisecan

t4 ad H.
b) Per un punto di PG(2,4)-H passanc the assi e

due thisecanti ad H.

Infine si1 trova che

PROPOSIZIONE 1.2. Le uniche nette di PG(2,4) che hanno Aintensezig

ne non vuota con Q sono gli asse delle elaziond hi.

PROPUSIZIONE 1.3. Le efaziond hi appartengono ad un sottogruppo

L del gruppo delfle collineaziond di PG(2,16) che Lasciano fissa Q.
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Tale sottoghruppo ha Le seguentd proprieia:

a) L muta 4in sé PG(2,4) e, pdla precisamente, muta L punilL da H Ln

punti dao H e £ puntl di PG(2,4)-H An puntd da PG(2,4)-H.
b) L & un gruppo doppiamente transitivo sull'insieme H.

c) L agasce sulle nette di PG(2,4) mutando assi 4n asss e Le nei-
fo thisecantd ad H in nette thisecanti ad H. Ess0 ¢ doppiamente than

sALXAv0o sull'ainsdieme degla ass4.

2. PROPOSIZIONE 2.1. Pen ogni PePG(2,4)-H 54 ha che AU{P} & un

anrco.

Dimostrazione. Essendo A contenuto in una ovale, esso € un arco.

Basta pertanto verificare che per P non passano secanti ad A.
Per la (1.1) ciascuna secante Aiﬁj (0<i<j<8) ad A ¢ trasformata

in s da una unica elazione involutoria h, senza pero esserne l'as-
o

se. Per la Prop. 1.2, AiAj ha un sol punto in comune con PG(2,4):11

centro di hE' Ne segue che AiﬂjrﬁPGﬂz,d)eH*

PROPOSIZIONE 2.2. Fassato PjePG(Z,ﬁ}—H ¢ possibile determinane

undvocamente alirndi due punitd, P2 e PS’ di PG(2,4)-H 4in modo tale che

A = A U{P],P b osda un arco.

P
2773
Dimostrazione. Al fine di provare l'asserto si1 osserva che per

il Cor. 1.2. si ha che nove degli undici punti di PG(2,4)-(H U{P, )}

appartengono ai tre assi per P, e che i1 rimanenti punti, diciamoli

1

P2 e P3, appartengono ciascuno ad una delle trisecanti ad H per P1
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Come nella Prop. Z2.% si ha che per un punto Pi non passa mai al-

cuna secante Aiﬂj e per la Prop. 1.2 mai su Pin vi &€ un punto di A.

Da tutto c10 segue l'asserto.

Ossenvazione. 11 ruolo di P1 pud essere svolto indifferentemente

da P2 0 PS' Poiché la retta P2P3 contiene 1 tre punti di H apparte-

nenti agli assi per P1, possiamo dire allora che, per ogni ie{1,2,3},

1 tre assi'per_Pi intersecano Pij, i#j,k neil tre punti di H.

PROPOSIZIONE 2.3. a) Per ogni ie{0,1,...,8} £'eLazione h, muta

in 48 AL thiangolo di verticd P1,P2,P3.

b) Se Hi’Hj’H sono allineats, comunque A4 Con

k
sidenti una permutazione £,m,n defla terna i,j,k 44 ha:hﬂ [Hmj = Hn.

Dimostrhazdione. a) Tenendo conto della b) del Cor. 1.2 si ha che
per ogni punto Pi passano tre assi delle elazioni hi e quindi 1 no

P_,P

ve assi di tali elazioni passano a tre a tre per 1 punti P 2Pz

1

poiché un asse non contiene mal due puntil Pi'

Per provare l'asserto basta allora verificare che ciascuna elazio
ne hi scambia tra loro i punti Pi’Pj per cul non passa. il relativo

asse.
Se supponiamo com'e lecito, che l'asse di hi passi per P1, si ha

che h.(P,) = P, e che H.eP,P_,, cioé che tale retta & unita in h..
1] 1 1 273 1

Per la a) della Prop. 1.3 inoltre, h., muta in s& i punti di PG(2,4)4H

e pertanto hi(Pz) = P3 e hi(P3) = PQ, poiché P2 e P3 non appartengo

no all'asse di hiT
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b) Per la (1.2) si ha hﬁ(ﬂm) = h h (H ) = hnhE[HmJ e qu1nd1hW(Hml
€ un punto unito 1in hn. Poiché hn muta punti di H in punti di H e

1'unico punto di H unito in h & H , si1 ottiene h,(H ) = H

n n £ ' m n

Dalla dimostrazione della a) della Prop. 2.3 si ha che ogni asse
passa per uno del punti P PE,PS. Pertanto segue che

COROLLARIO 2.1. Ogni asse di una elazione & una secante ad A

Per dimostrare che A & un 12-arco completo premettiamo alcuni Lem

ma; prima perd introduciamo la seguente notazione:

se o € una collineazione di PG(2,16) con <a> indichiamo 11 grup-

po delle collineazioni generato da a.

LEMMA 2.1. Se £ & una fnetta di PG(2,16) trisecante ad H ned pun-

4 Hi’Hj’Hk’ {hi’hj’hk} agisce su L-(LMNPG(2,4) secondo due ornbite

di punti. Inoltre 4 puntd di una stessa onbita hanno Lo sAtesso Lndd

ce nispetto ad A.

Dimostrazione. Poiché le hi sono 1involutorie e per la a) della

Prop. 1.1 si ottiene {hi,hj,hk} = {1i, h ,h. ’hk’h Gh Jh. ,mhk}.

Per la b) della Prop. 2.3 tale gruppo muta 1n se 1l'insieme

{Hi’Hj’Hk} e pertanto lascia fissa la retta £. Allora se L1 e L2 so

no gli ulteriori punti di £ MPG(2,4) distinti da Hi,Hj,Hk, si ha che
(2.1) 1 punti L1 ed L2 si scambiano nelle elazioni involutorie

hi,hj,hk. Facciamo vedere che {hi’hj’hk} agisce sud-(2£NPG(2,4))
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secondo due orbite di sel punti ciascuna.

Sia Pel-(2MPG(2,4). Proviamo innanzitutto che i trasformati di

P mediante le collineazioni del gruppo <hi,hj,hk} sono a due a due

distinti.
E' chiaro che P # hi(PJ, hj(P}, hk(P), perché gli unici punti uni

ti di £ in tali elazioni sono i centri Hi’Hj’Hk' Con facili calcoli

s1 vede che 1'insieme deil trasformati di P si riduce all'insieme

{P,hi(PJ} se almeno due del trasformati coincidono. Ci0 implica che
hi(P) = hj(P} = hk[P}. Ma allora per la (2.1) si avrebbe, tenuto

conto che le elazioni hi sono omografie, che hi’hj’h coinciderebbe

k
) .

ro su £, mentre la loro azione € diversa sull'insieme [Hi,Hj,Hk

L'orbita di P & quindi formata da sei punti distinti, da cui la pri

ma parte della Proposizione.

Si ha pol che se P ha indice s rispetto ad A, ci0é da P escono

esattamente s secanti ad A, poiché <hi,hj,hk> muta A 1n se ed 1inol-

tre non lascia fissa alcuna retta A A , tutti 1 punti dell'orbita

£ m
di P hanno indice s rispetto ad A. C10 conclude la dimostrazione dcl

Lemma.

LEMMA 2.2. Se ¢ ed & sono due nette di PG(2,16)trnisecanti ad H,

esdste una collineazione oael fale che o(l) = 2.

Inoltrne Pe e a(Ple hanno Lo stesso indice nispetto ad A.

} =2MNHed {H.,H.,H,} = £NH.

Dimosthazione. 3Siano {Hi,HJ.,Hk oty

Poiché L & dopplamente transitivo su H, esiste una collineazione

a € I, tale che u{Hi) = Hi e m(Hj) = Hj' Pertanto oa() = 2.
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Inoltre se P & un punto dig di indice s rispetto ad A, (s & 0 se

P & anche un punto di PG(2,4)-H, a(P) & un punto di £ ancora di in

PG(2,4).

il

dice s rispetto ad A poiché a(A) = A e a(PG(2Z,4))

LEMMA 2.3. Per ogndi punito di una trisecante ad H, non appartenen

te a PG(2,4) passano esatiamente due secanti ad A,

Dimostrhazione. Per il Lemma 2.2. possiamo limitarci a considera-
re una particolare trisecante £, ad esempio quella congiungente 1

punti H05H2’H6’ la cuil equazione & y-z = 0.

Con facili calcoli, si verifica poi, che 11 punto P(d3,1,1} di
£-(LMPG(2,4)) ha indice 2 rispetto ad A, in quanto per esso passa
no sclo le secanti AUAS e Aqﬂﬁ. Allora per il Lemma 2.1 anche gli
ulteriori cinque punti dell'orbita di P hanno indice 2 rispetto ad
A. Pertanto le secanti ad A che incontrano £ nei punti di tale or-
bita sono dodici. Incltre notiamo per le (1.1) i tre punti di HNE
hanno indice 4 rispetto ad A , mentre per la Prop. 1.1 i due punti
di (LM PG(2,4))-H hanno indice 0 rispetto ad A. Poiché le secanti
ad A sono trentasei, da quanto detto segue che le rimanenti dodici

secanti intersecano £ nei punti dell'altra orbita. Anzi, ancora per

il Lemma 2.1, tali punti hanno indice 2 rispetto ad A.

TEOREMA 2.1. A & un arco completo di PG(2,16).

Dimostrhazione. Dobbiamo provare chs ogni punto di PG(2,16)-A ap
partiene ad almeno una secante ad A. Tale asserto & verificato per
costruzione dai punti di PG(2,4) (cfr. la b) del Cor.1.1 e il Cor.

2.1).

Consideriamo allora, un punto T di PG(2,16)-(PG(2,4) U A). T ap-
partiene ad una retta £ del sottopiano PG(2,4) che, per la a) del
Cor. 1.1, & un asse o una trisecante ad H. Il teorema € allora com

pletamente dimostrato per il Cor. 2.1 e 1l Lemma Z2.3.
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3. In questo numero calcoliamo 1'indice dei punti di PG(2,16)-A

4

rispetto ad A.

Ricordiamo che 1'indice di un punto P¢A (rispetto ad A) & il nu-
mero delle secanti ad A per P. Ricordiamo poi che ogni punto di
PG(2,16) appartiene ad una retta di PG(2,4) e quindi basta calcola-

re 1'indice di un punto P qualora
(1) P(¢A) sia un qualsiasi punto degli assi,
(2) P(¢A) sia un qualsiasi punto delle rette Pin (1<i<j<3),

(3) P(¢A) sia un qualsiasi punto delle trisecanti ad H diverse dal-

le Pin, visto che tali rette esauriscono l'insieme delle rette di

PG(2,4).

PROPOSIZIONE 3.1. Su ogndi asse AiBi vd 40no:

otto puntd che hanno indice 2, tre punti di indice 4 e cinque punti

di Aindice 0, rispextto all'arco A.

Dimostrazione. Poiché L & un gruppo 2-transitivo sull'insieme de
gli assi e lascia fisso A, due assl qualsiasi presentano la medesi-
ma situazione relativa all'indice dei loro punti rispetto ad A.
Pertanto possiamo limitare 11 calcolo degli indici ai punti dell'as

se AGBO di equazinni.x+d10ywdsz==0.

A tale scopo consideriamo la collineazione u di PG(2,16) di equa
zione
d]SxZ . dByZ . dBZZ

oyt = a'32 . d3y2_+ 43,2

3 2 & 2

©
4
1
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S1 verifica concalcollr 1laboriosl ma non difticili, che u tra-

sforma @ 1n seé operando su di essa come segue:

u (AUJ(A1A2A3A4A5A6A?AB](BU}(B1BZBSB4B5B63?BS)

A ¢ allora una retta unita in u e 1l gruppo <u>, generato da u,

UBO
muta A 1n sé.

Sempre con calcolil diretti si verifica che <u> opera sul punti

di AUBU secondo le seguentli orbite

2 3 2 3 .
(Ay) (By) (T ,u(T,),u”(T),u"(T,)) (T,,ul(T,),u"(T,),u”(T,))(I,u(T))

LD1,D2,D3,D4}

8 6

2 11 4
1), T,(d,d°, 1), T,(d”,d",1) e D eA

14
M -
con T1(d ,d BO (PG(2,4) {HUD

0
per ogni ie{1,2,3,4}.

Essendo u(A) = A, tutti 1 punti di una stessa orbita hanno 1lo

stesso 1ndice rispetto ad A. T, ha indice 2 poiché per esso passa-

1
no solo le secanti A1A8,A4A5; T3 ha indice 4 poiché per esso passa-

no solo le secanti A1A4, AZA?,Ashﬁ,ASAB. Inoltre, HU ha indice 4

passano otto secanti perché A, e A. Abbiamo

per le (1.1) e per A 0

0

cosl determinato l1'incidenza della retta AUBU con 28 delle 36 se-

canti ad A. Poiché infine, hanno indice U rispetto ad A sia i pun-

ti D1,D2,D3,D4 (cfr. Prop. 2.1), sia il punto BU’ in quanto AUB=Q

€ un arco, segue che anche 1 punti della seconda orbita hanno indi

ce 2 rispetto ad A.

Resta pertanto provato l'asserto.

Dalla Prop. 3.1 discende 11
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COROLLARIO 3.1. L'indice ndspetto ad A di un qualsiasd punito

P(¢A) apparntenente all'asse ﬁlBi ¢ un Linfteno pand.

Poiché 1'asse AiBi ¢ una secante ad A che contiene il punto Ai

ed 11 punto P., uno dei1 punti P

; 1,P P si1 ha la seguente

277357

.

PROPOSIZIONE 3.2. L'indice rispetto ad A, ded punti di AiBi-

-{Ai,Pj,Hi} ¢ un Anterno dispand.

Dimostrhazione. Una secante ad A per un generico punto P di

AB -{A,P

B, .,H.} & una secnate ad A oppure una retta congiungente

] 1

un punto di A con un punto di {P1,P2,P3}. Poiché la congiungente i

due rimanenti punti di {P1,P PS} passa per Hi (cfr. b) della Prop.

2 2

2.3), per P passa certamente la secante Ain.

Supponiamo che per P passil un'altra secante A conf #1, k#j.

EAK
Allora per P = hi[PJ passa anche la retta hi(AE]hitpk] e, poiché

per la Prop. 2.3, hi(PkJ = Pr con r#i,k, tale retta & ancora una

secante ad A.

Tenendo conto, allora, della Prop. 3.1 segue l'asserto.

Ossernvazione 3.1. Per ogni 15{0,1,...,8}Hi ha indice 6 rispetto
ad A, in quanto ha indice 4 rispetto ad A e per esso passano le ul
teriori secanti A.P. e.P P con i#r,k.

1 j k' r

PROPOSIZIONE 3.3. Su ogna asase AiBi VAL bdono, hdspeitto ad A

otto puntd di dnddice 3, sed punfd di Andice 5, un punto, Hi’ di 4An

dice 6.
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Dimostrazione. Consideriamo le seguenti equazioni diophantee

C, * Cqg Cg = 14
(3.1) {
2 = 2.
(Sc1 + 3c3 + CSJ 2.30
ove, indicato con ¢ _ 1l numero dei punti di A.B. - {A..P..H.} di
S 11 R A |

indice s rispetto ad A, la prima relazione esprime il numero dei

punti di AiBi-{ﬂiJa,Hi} mentre la seconda si ricava dalla relazione

che esprime il numero delle tangenti uscenti dai punti di A.B. -
11

- {Ai,Pj,Hi}

> 8 e quindi le (3.1) ammettono

Per la Prop. 3.1 deve essere Cq 2

1'unica soluzione Cq = 0, Cg = 6, C; = 8.

Osserviamo che tra gli otto punti di indice 3 vi sono il punto

I%.ed:itregnmti(ﬁ.(AiBi—PG(Z,ﬂ})—{Hi,Pj}.lnnltre 1'unico punto di

indice 6 e Hi'

Calcoliamo, ora, l'indice dei punti appartenenti ad una retta

congiungente due punti dell'insieme {Pi, 2,P } e sia questa P. PJ

Siano hﬂ’h h le elazioni aventi per centri rispettivamente

Hﬂ’Hm’Hn appartenentl alla retta Pin.

Per 11 Lemma 2.1, 1 punti di P. PJ non appartenenti al sottopiano

PG(2,4) si distribuiscono in due orbite rispetto al gruppuﬂﬁk,h f1>,

inoltre, per il Lemma 2.3, per ciascuno di essl passano due secan-
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ti ad A. Possiamo allora dire che 1'indice dei punti di Pin non

.

appartenenti a PG(2,4) & almeno 3 perché Pin e secante ad A. Inol-

tre se PEPinrﬁH, esso ha indice 6 (cfr. Prop. 3.3).

Possiamo allora concludere che se P(¢A) € un punto della retta

Pin, esso ha indice almeno 3.

Premettiamo al computo dell'indice dei punti di Pin 1l seguente

LEMMA 3.1. Le sedl nette Pkﬂh’ con k#i,j, ddvense dagldi assd pen

Pk, internsecano La hetita Pin in punftd appartenenti ad una stessa or

bita nispetto al gruppo delle collineaziond <h£,hm,nn>.

Dimostrhazione. Sia T = AhPRFWPin. T € un punto non appartenente

al sottopiano PG(2,4) e 1l'insieme {T,hgﬁT],hm(T},hEDhm(T},ngﬂhn(T}}

& 1'orbita di T rispetto alle collineazioni del gruppo <h£,hm,hn>.

Ma, essendo gli assi di hﬁ’hm’hn rispettivamente le rette PkHﬁ’

PH ,P H P & unito in tutte le collineazioni di <h£,hm,h

km’ kn’ "k >. nol

n
tre per la b) della Prop. 2.3 ogni collineazione di tale gruppo mu-
ta in sé 1l'insieme delle rette che non sono assi. Allora le rette

del tipo P

per P diversa dagli assi, sono tutte e sole le ret

K K p

te Pka(TJ con o E{hﬁ’hm’hn}'
Possiamo quindi concludere che per 1 punti di Pin appartenenti

ad una stessa orbita rispetto al gruppo <h£,hm,hn}, passano almeno

tre bisecanti diverse da Pin.

Siamo ora in grado di dimostrare la seguente
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PROPOSIZIONE 3.4. Su una refta congiungente due punte dell'ansde

‘1,Pﬁ,P;: Vs one ftre puntd dd o andice 06, sed puntd di ndice

i ]

-

4, se¢ punti do andace 3.

Damestrazoone. Da quanto detto in precedenza si ha che sulla se-

cante I’lPi vl sono almeno tre punti, }[f’“nﬁlh1’ di indice 6, pcr cul

passano complessivamente quindict secantl diverse da pipi; sel pun-

t1 d1i indice almeno 4 per cul passano complessivamente almeno diciot

to secantl1 diverse da PiP.; sel punti d1 indice almeno 3 per cuil pas
l —_—

sano complessivamente almeno dodic1l secantil diverse da P.P ..
L)

Poich¢ lec sccanti sinora considerate sono tutte le secanti ad A
non passanti per P, ¢ P, scgue l'asscerto.
1 ] ‘
Calcoliamo, 1nfinc, 1'indice deil punti di una trisecante ad H

che non sia la congiungente di due punti dell'insieme {P1 ,P?ji’s}.

Indichiamo con ¢ una tale trisecante e con ”E’“m’” le sue 1nter

n
sczioni con H. E' chiaro che ¢ risulta esterna ad A per la Prop.l.2.
Inoltre per la Prop. 3.3 1 tre punti di1 £ MH hanno indice 6 ¢, an-
cora per la Prop. 1.2, 1 due punti di¢70PC(2,1)-H) hanno indice 3

poich¢ le uniche secantil per ess1 sono 1 tre assi (cfr. Cor. 1.2 e

Prop. 2.1).

E' pertanto nota 1'incidenza di1 ventiquattro secanti ad A con/t
altre ventiquattro sccanti, per 11 Teorema 2.1, sono le rette del

tiptm;liﬁi che passano a duce a due per 1 dodici punti di £ non appar

tenentl al sottopirano PG(2,4).

Delle sessanta sccantil ad A rimane da determinare 1'incidenza

delle ultime diciotto sccanti che sono rettc=I]JHh, ie{1,2,3}, diver
1 K —
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se dagli assi.

A tal finc proviamo la scguente

PROPOSIZIONE 3.5. Detto {P} = PiA non A4a un as-

hrTE , dove PlAh

e, b4 dimostra che pen ogni puntoe defl'corbita diL P relativa al grup

po {hi’hj’hﬂ} passa ancora una secante congiungente un punto d4 A

¢ un punto di {Pi’PZ’PS} che non 2 un asse.

DimostrnazLone. La dimostrazione discende dal fatto che <hi,hj,h£}

muta 1n s€ sia A sia l'insieme {P1,P2,P3} e che ogni collineazione

di tale gruppo muta in seé 1'insieme delle rette che non sono assi,

Dalla Prop. 3.5 segue che per le 18 rette PiA secanti ad A,

h!

possonoc aversil due possibilita:
1) esse, a 3 a 5, intersecano ¢ nei sei punti di una stessa orbita.

2) 12 di esse, a 2 a 2, intersecano £ nei sei punti di una stessa

orbita e le rimanenti 6, nel sel punti dell'altra orbita.

Per determinare 1'esatta indicenza di tali secanti conf premet-

tiamo alcune proposizioni.

PROPOSIZIONE 3.6. Sianc £ ed £ due trhisecanti ad H. Esiste una

efazione o dd L tale che

1) a(l) = ¢

3) o muta punti di £ di indice s in punti di L di indice s
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Dimostrazione. Siano {H. ,H.,H. } = €NH e {H.,H.,H } = £NH.
17 37k 1’737k

Supponiamo dapprinmaﬂfWEEPG[2,4)~H. La retta Hiﬁi € una trisecante

ad H; chiamiamo Hi l'ulteriore suo punto appartenente ad H.

Puo accadere che la retta Hinj intersechi £ in un punto di1 H op-

pure che sia EIWPPiHjEPG{Z,dj—H.

If
Pyt
(RS

il

Nel primo caso supponlamo HierWE 3 la collineazione h} verl-

fica 1'asserto, poilché essendo Hj’“i’H' e H.,,H!,H, allineat1i s1

ha: h!(H,) = H, e hi(HjJ = Hj. Pertanto h!(£) = ? e dalla Prop.

1

2.3 segue la 2).

La 3) €& una ovvia conseguenza della 2) e della proprieta hi(A]zA.

Nel secondo caso, poiché su € vi sono solo due punti di PG(2,4) non

appartenenti ad H, necessariamente HinfWEEH. Anche questa volta,

per lc considerazionil gia fatte, la collineazione richiesta & hi.

Sia ora £MNLeH e supponiamo {lli} = {Hi} =f MNL, Detto “;1] 1'ul te-

riore punto di HOOH.H., se H H'MpeH, allora la collineazione richie

J ) K]
sta ¢ h'!', sempre per lc considerazioni gta fatte. Se HkHjFWEEPG{E,ﬁl—
J
-H, si1 consideri la trisecante Hkﬁk’ e sia Hﬁ l1'ulteriore punto di

}

H su tale trisecante. Se HjHﬁrﬁﬁeH, allora hé e la collineazione ri-

chiesta. Se 1invece HjHﬁFWEePG[Z,dj-H si deve considerare un'altra

trisecante, per esempio H.H

Py Detto Hi l'ulteriore punto di H.H

1k
appartenente ad H, la collineazione richiesta e hh, in quanto sicu-

ramente HkHéFWEEH, essendovi su £ solo due punti di PG(2,4) non ap-

partenent1i ad H.
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,P }  tale che

P } una terna diversa da {P z

Sia ora {P!

1? 23‘ ‘I!‘

A' = A U{P Pé,P%} sia ancora un 12-arco completo.

Per la Prop. 2.2 & sicuramente Pi # Pi per ogni ie{1,2,3}.

PROPOSIZIONE 3.7. Sianoc A = A U{P 2,P3} ed A= A U {Pi’ E,Pé}

Esiste una collineazione oel tale che

P.} = {PJ,P),Pz}

1 oliP,,P),P, P

2) Se g ¢ una thisecante ad H divensa da Pin,i,je{T,E,S};ﬂE) ¢ una

thisecante ad H divensa da PﬂPﬁ,f ke{1,2,3}.

3) a muta punii di L£-di andace 5 Adspetto ad A Ain puntdld di ai(f)

con Lo stesso Andice rnispetto ad Al

Dimosinazdione. Essendo L doppilamente transitivo sull'insieme H

esiste o € L tale che m[Psz} = P%Pé Inoltre o gode della pro-

prieta di mutare tre assl concorrentl in un punto, 1in tre assi con-

correnti in un punto.

Allora gli assi H. ;P7> con H. che varia in HfWP1P2, che sono con-

correnti in P, sono mutati negli aSSicﬂhikﬂPs}cmnm[Hl)EPiPé. Si ha:

— ' \ : 1 — ' |
u[PS} P3 e quindi u{{P 2,P3 ) {P 2,PB}
Se £ & una trisecante ad H diversa da Pin, poiché sui lati del
triangolo di vertici P PZ,P3 si1 dispongono a tre a tre tutti 1 pun

ti di H, su ogni lato del triangolo c'eé un punto di £MNH. Segue ba
nalmente a(l) # Pipi. Infine la 3) discende dal fatto che a € una

omografia che muta £ i1n «a(f) e A in A’
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PROPOSIZIONE 3.8. Se £ ¢ una thrdsecante ad H diversa da Pin VA

sone, adlspetto ad A, the punitd di indice 6, ofto punits di Aindice 3,

sed punta de 4indice 4.

Dimgstrazaone. Kicordiamo che per determinare 1'indice dei punti

di ¢ , basta vedere come si dispongono sui punti di ¢ le Secanti“AhP.
1

diverse dagli assi.

(Supponiamoc o132 che 1 tre punti di HMNE hanno indice 6 rispetto

ad A, 1 duc punti di £-(€™(PG(2,4)-H)) hanno indice 3 rispetto ad

A e che ogni altro punto di £ ha indice 2 rispetto ad A).

Per far ¢10 procediamo a calcoli diretti su una particolare ret-

ta, dopo aver fissato una precisa terna {P1,P2,P3}. (Infatti, se un

punto di £ ha indice s rispettoad A=A U {P1,P2,P3} esso ha lo stesso

indice rispetto ad ogni altro A" = A U {P;,Pé,Pﬁ} per la Prop.3.7.

Inoltre sempre per la Prop. 3.7 1 punti di tutte le rette trisecan

ti diverse da PiP3 hanno 1o stesso indice rispetto ad A').

Scegliamo P [D,d10,1j come punto di intersezione delle due trise

1
canti r ed s, conglungentl rispettivamente 1 punti Ha’Hﬁ’H? ed

“?’HS’”S' Detta t la trisencante congiungente 1 punti HD,H1,H5, S1
ottengono, poi, 1 punti PZKD,dS,I} dalla intersezione di r con

diU

t e PS[GS, ,1) dalla intersezione di s con t.

Come retta ¢ scegliamo la retta congiungente HD’HE’Hﬁ la cui equa

zione € y-z = 0.

Si verifica che per 1l punto P{d3,1,1) di £ passano le secanti

P LA
25
ancora due secanti dl1 questo tipo. Abbiamo cosl preso in considera-

e P3A2. Ne segue che per ogni punto dell'orbita di P passano
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razione dodici di tali secanti. Poiché le secanti di tipo PiAh sono

diciotto, ne rimangono sel che necessarilamente intersecano £ nei sei

puntl dell'altra orbita.

Una volta provato che i punti delle due orbite hanno indice 2 ri
spetto ad A (cfr. Lemma 2.3), segue, da quantd su detto, che 1 sei
punti dell'orbita di P hanno indice 4, mentre i sei punti dell'al-

tra orbita hanno indice 3, rispetto ad A.

Infine ricordiamo che 1 tre punti di indice 6 sono 1 punti di1
£ H, mentre i rimanenti due punti di indice 3 sono i punti di

T (LN (PG(2,4)-H) ).

Da ci10 segue 1l'asserto.
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Appendice 1.

Vogliamo calcolare il carattere dei punti delle secanti il 12-ar

co A in PG(2,16). Per far cid bastera determinare 1'indice di tali
punti; infatti, indicati con s,t ed e rispettivamente il numero del

le rette secanti, tangenti ed esterne ad A, essi devono soddisfare

le seguentl relazioni

e + t + 5 =q + 1

t + 2s k.

I

Osserviamo chg le secanti A sono dei seguenti tipi:

1) rette del tipo AiAj

2) rette del tipo PiA_ che non sono assi delle elaziona hi
J
3) rette del tipo PiAj che sono assi delle elazioni hi

4) rette del tipo Pin

Conosciamo gia 1'indice dei punti delle rette del tipo 3) e 4)

(cfr. Prop. 3.3 e 3.4).

Per le rette del tipo 1) e 2) dimostriamo le seguenti proposizio

ni:

PROPOSIZIONE 1., Su una refta del ftipo Ai#j vd sono un punto d4

indace 6, quattro puntd d{ Aindice 5, quattrho punti d4 Aindice 4 e sed

puntld dd Andice 3.

Dimostrnazione. Procediamo a calcoli diretti sulla retta AUA1 (in

fatti 11 gruppo L agisce transitivamente sull'insieme delle rette

AiA. cfr. Prop.1.3)) e troviamo quattro punti di indice 5, dati dal
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P_H P H. e un

l1'intersezione di A A con gli assi P3 4° P2H2’ sHes Polo

01

punto H_ di indice 6, per cui ¢c. = 4 e ¢, = 1.

5 S 6

Le seguenti equazioni diophantee

c3+c4+c5+c6=15
6c3 +4-::4 +2c5 = 60
danno inoltre c, = 6 e ¢, = 4, Segue l'asserto.

PROPOSIZIONE 2. Su una retta del fipo PiAj che non sia asse d&

1lcuna elazione hh’ vA dono quatirno puntd da indice 5, sette punts

di 4ndice 4 e quattro punti di inddice 3.

Dimostrnazione. L'asserto segue, anche in questo casg, da calcdli

diretti su una particolare retta.

Riportiamo qui di seguito la tabella T riassuntiva dei caratte-

ri, rispetto ad A dei punti di tutte le secanti A.

A.A. PiA. asse P.A non asse P.P.

1] J 1 ] 1)
n® punti di indice 3 6 8 4 6
n° punti di indice 4 4 0 7 6
n° punti di indice 5 q 6 4 0

n° punti di indice 6 1 1 0 3
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PROPOSIZIONE 3. Non vd sono in PG(2,16) k-anchi, con k<12, che

verndpdlcane La proprietad

(*) per ognd punte non appartenente all'arco passdino almeno tre se

canti aflo stessc arnco.

Daimostrnazione. Consideriamo 11 seguente sistema di equazioni di

phantee per un k-arco di PG(2,16) (cfr.[4])

K 2
) Ei = 16 + 16 + 1 - k
1=0
k
(1) L i e, = 16 k t
1=0
k 2
I oi(i-1) e. = t k(k-1)

(ove € esprime il numero dei punti di PG(2,16)-k per cul passano i

tangenti al k-arco e t = 18-k esprime 11 numero delle tangenti al

k-arco per un punto del k-arco) e facciamo vedere che esso non am-

mette soluzionl accettabili per un k-arco verificante la proprieta

(*) con k < 12, sia se k & pari sia se k & dispari.

Per k pari, 11 sistema (1) diventa

e + e. + e, = 273~k
2 e. + 4 e, = 16kt

2
2 e2 + 12 54 = t k(k-1)

da cul si ricava e, = 8kt - kt[t(ﬁ-1]"16]

Poiché & e, 2

> 0, segue 48 > t(k-1) = (18-k)(k-1).
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Cidv & assurdo, in quanto 6 < k < 10.

Infine, per k dispari, il sistema (1) diventa

01 + 03 + e5 = 273-k
{ 91 + 3 53 + 5 ES = 16Kt
2
a 6 53 + 20 ES =t k(k-1)
21 -
da cui 3 e_ = 32kt - 2 e, - kt®(k-1)
3 1 2
ktzik—1J

Poiche & e, > 0, e, > 0 si ha 3zkt > - da cui 64 > t(k-1)=
= (18-k)(k-1).

Anche tale risultato & assurdo poiché 7 < k < 11. Segue l'asse)

to.

Appendice 2.

Sia D 11 gruppo delle omografie di PG(2,16) che trasformano A

in sé.
LEMMA 1. D peamuta ftrha Lono gli assi.

Vimostrnazione. Notiamo che le uniche secanti A che abbiano lo
stesso insieme di indice di un asse, sono gli assi (vedere la ta-

bella T). Ne segue l'asserto.

Dal Lemma 1 discende immediatamente 1l seguente

LEMMA 2. Lo stab«lizzaXore puntuale D net gruppo D
(P,,P,,P,]

273

delf'insieme {P1,P2,P3}, permuta tha Loro + the assd passanid pen
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Pi, per ognd 1 = 1,2,3.

LEMMA 3. D muta in 4¢ sia {P1,Pd,P3} che A,

Dimostrnazione. Infatti, altrimenti, muterebbe 11 tipo delle se-

canti.

Sia A il sottogruppo di L generato dalle elazioni hi'

E' chiaro che A muta in sé A e che |A] = 18.

C10 premesso dimostriamo 1l seguente

TEOREMA: D & £ gruppo totale delle omologie che trasforma A in

Dimosthazione. Sappiamo che esiste 1l gruppo A di omologie d'or

dine 18 che trasforma A in sé. Quindi A ¢ D.

Vog!iamo provare che A =D e a tal fine bastera dimostrare che

ID| < 18.

Per un ben noto teorema sui gruppi di permutazione (cfr. [5]) si

ha:
D
D {P1,P2}

D |
{P1,P2,P3 }

D

in D, P P

Ove PD esprime 1l'orbita di P 5

) esprime 1'orbita di P

1 2

nello stabilizzatore DP1 di P1 in D e P3

di {P1,P2} in D.

2} esprime 1'orbita

di P3 nello stabilizzatore D{P1,P2}

DP1 D{p‘|,P2}=

, ¢ {P,P.}, P {P_}

Per 11 Lemma 3, P 5 3

c {P1,P PS}’ p

1 2’
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Ne segue che |[D| < 6 « |

D |
{P1,P2,P3}
Proviamo che |D{P P D }|£ 3. Per il lemma 2, sappiamo che
—'l 21 3
D permuta tra loro 1 tre assi per P., per ogni ie{1,2,3},
{p_,P_,P_} i
17727 3
ne segue che se d e D{P P P} muta in sé uno degli assi a, allo-
127273

ra d & l'identita. Infatti, per il Lemma 3, d muta A 1n sé e

poiché a ha un unico punto in comune con A tale punto e lasciato

fisso da d.

Ma allora d ha quattro punti uniti e quindi coincide con 1'iden

tita.

Poiché per cilascun punto Pi passano esattamente tre assi, da quan|

to su detto, segue che ID{PI,PZ,PB} | < 3.

Resta cosli provato 11 teorema.
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