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UNE CONJECTURE SUR LES SUITES CENTRALES D'UNE BOUCLE
DE MOUFANG COMMUTATIVE LIBRE

* (*)
Lucien BENETEAU

The Lowen and uppen centraf sernies FEI(E)} and {Zj(E)} 0f a

CML (commutative Mougang Loop) E are defined just as the central

dendieds of a goup, Lhe assocdlatorns (x,y,z) = (x{yz))-1((1sz}pﬂayiﬂg
the same hole as the commutatorns forn groups. As was skhown necently,

i4 E =1En (rnesp. Ln] L5 the free.CML (nesp. exponent 3 CML) on n>3

genenatons, the common Length o4 the central senies L4 exactly n-1.

Besdides 21(LH) contains a torsion-free abelian group An 04 rank n
such that :mn = Ln/An. In view of WITT's nesult about the central
senies of "the free nilpotent groups of bounded class” we conjectu-

ne that the inclusion: € ¢ I 18 4n gact an equality 4in L.

n-1-1

In Zln, this would imply that Zn

-4 i4s the dinrnect product of

¢ by An. The nequined equalities will be actually checked when

edthen 1 = 1 on n < 4,

(*) Université Paul Sabatier, 118, route de Narbonne, U.E.R. de

Mathématiques 31062 TOULOUSE CEDEX - FRANCE -



46 L.Beneteau

Les boucles de Moufang commufatives (ou M-bouclfes) sont des gé-
néralisations des groupes abéliens (voir [1]): la commutativité,
l1'existence d'une unité 1 et celle d'un inverse x  associé a cha-
que élément x sont conservés,mals l'associativité de la loi X,y
est remplacée par les deux identités suivantes:

x_1‘(x-y} =y, et (x,y)-(x,z) = xz-[y-z]

2 e i
avec X = X-+X, Les M-boucles d'exposant 3 sont celles qui vérifient

xs = 1 1dentiquement avec x3 = xz-x[=x-x2]; nous les appellerons

les Ms-bauc£aﬁ. Soit E une M-boucle . L'associateur de trois &lé-

ments X,y,z de E est le produit:

(x,y,2) = (x-(y-2)) '+ ((x.y)-2)

Nous écrirons H < E pour exprimer que H est une sous-boucfe de E

(1.e. une partie non vide stable pour x,y & x-T-y), et H 9« E pour
"H sous-boucle normale de E" (i.e. sous-boucle contenant tout as-
sociateur de forme (x,y,h) pour x et y dans E et h dans H). Si

A 4 E et H < E, alors A.H < E. La sous-boucle dénivée de E, soit
E' = Y(E), est la sous-boucle engendrée par les associateurs. Le
centre (associatif) Z(E) est 1l'ensemble des éléments z de E pour

iESQHElS (x,y,z) = 1 1identiquement.

La sous-boucle de Fratiin«d ®(E) est formée des €léments de E qui
appartiennent a toute sous-boucle maximale. Chacune des sous-bou-
cles %(E), Z(E), ®(E) est normale. La suife centrale montante de

E est 1la suite (Zi[E])i formée des sous-boucles Ei[E} définies

elN
inductivement par ED{EJ = (1) et Zi+1(E] = {z|zeE, V¥x,y e E,
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(x,y,z) € !i(EJ}. En particulier 21(E) n'est autre que le centre

Z(E) précédemment défini. La sudife centrale descendante de E est
la suite des Ei =‘€1(E) définies inductivement par %ﬂ(E) = E et
par le fait que %J+T[E} est la sous-boucle engendrée par les

(a,x,Y) pour a E‘El(E) et x,y e E. En_particulier‘?1(5] = Y(E).

S1 n est un entier > 3, désignons par ILL_ (resp. Ln} La M-bouctle

n

Libre (nesp. La M3—baua£e Libre) en n génénrateuns.

PROPOSITION 1. S4L E =ﬁEn ou Ln avec n > 3, alons O(E) =2D(E) et

n-1

€ (E),

n

¢ % (E) 2 (1)

2 () GE =2 L (E),

n-1

n-iLEJ c 2. _(E).

¥Vi, 2 <i<1i<n-1, ¥ i

Preuve: L'égalité ®(E) = 9D(E) provient de [1] et de ®(E/ 2 (E))=
= {1}. Les autres propriétés résultent d'une réécriture du théore-

me de BRUCK-SLABY [3] compte tenu des précisions apportées en [2]

par exemple ... En somme, les deux suites centrales associées 2

Zﬁltresp. Ln) ont méme longueur n-1, et si 1'on range les termes

intermédiaires par ordre croissant pour l'inclusion, soit:

‘6’“—2 c (gn-fﬁ c _%,n—1 cfﬁ"z c%’i.

et

Z,. C Z.€C .. L. ces CZ c Z
n-3

1 2 1-1 n-2

nous avons entre termes de méme rang une relation d'inclusion en
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tout point analogue a celle que nous aurions dans un groupe nilpo-

tent,.

PROPOSITION 2. Dans Ln avec n > 3, L'avant dennien Zeame autre

que Ln de La sudte centrale montante coincide avee La sous-boucle

déhivée, AL.e. Zn—E{LnJ = Eﬂ(Ln).

Preuve: S'il existe un élément z dans Znithn]x ¢{LHJ, alors il

existe un systéme générateur S de Ln’ formé de n éléments et con-
tenant z. Soit B une "base 1libre" de Ln’ 1.e¢. un ensemble de n €lé-

ments tels que Ln puisse €tre considéré comme la MB—bﬂucle“Libre

sur B, Il existe un endomorphisme (surjectif) f de L pour lequel

f(B) = S. Comme L est fini (cf. [1] par exemple), f est en fait

un isomorphisme de sorte que S est aussi une base libre. Mais alors

toute permutation de S s'étend en un isomorphisme de L , de sorte

n
que la présence d'un élément de S qul appartient i ZH_ZLLH} entrai-
1€ S Z (L L =1 ' ' vec
ne que c n—2( n)’ et donc que . n—Z{Ln}’ contradictoire ave

le théoréme précédent. Par conséquent Zn 2(L ) est nécessairement

n

contenu dans ¢(Ln) =£@(Ln}, g.e.d. . Du reste, nous venons de le
voir, Aut{Ln} opére transitivement sur Ln\ ¢(Ln], de sorte @(Ln)

est La plus grande sous-boucle caracténdstique de Ln

COROLLAIRE. Dans L , avee n > 3, L'ensemble A = EGLHJ des

x> pour x € L ~est un groupe abétien tibre de rang n, et “n-2%n

est produdlt dinect de A et de fLa Ms—baucﬂe E@ﬂLnJ
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— o —
2 L, ) = A PL ), AN DA ) = {1},

Le "premien centrne™ ZﬂLn) st produdt dirnect de A et du 3-groupe

abélien élLémentaine EﬂLn}FWEEULn).

Entre autres conséquences, Lrl = Eﬂfe(ln] possede '"autant d'asso

ciateurs'" que L, en ce sens quec IE@(LH} | =] ﬁﬂln)

Preuve: Nous savons que A est contenu dans E(En]. S1 Bz{e1,ez,..

. en} est une base libre de ln, tout élément x de ln s'écrit

sous forme

. . 5 .
ou les X sont des entilers, avec « ef@ﬂLn). Comme o« = 1, on voit
) 3 . " 3
que X appartient au sous-groupe de zcmn) engendré par les e,

Considérons le diagramme commutatif suivant:

¢ n
> O >
1 _ﬁ{ﬂdn) - H_;n + ILn/ 9 [‘HJn] ~ 2 1
| T J
1+ @@ )> L_, =L>] ~ 2, -
n /A n "n/P(L ) 3
. 3 3, . : :
Dansztln), le systeme B~ = {eil i =1,2,...n} est libre puisque

-

5 . . ‘e . -
¢(B ) est 1libre, Donc A = <B”> est bien abélicn de rang n. Si

z e Z (I ), alors 1(z) e En

_ ¢ _
n-2 " 'n Z(Ln) *-ﬁ(hn) = T[E@ﬂLn]J donc
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Z € A.E@Cln]. Comme nous savons déja que Zn—Z(Ln) contient

1@1GLHJ = E@GLH} et A (contenu dans 21ﬂln)l; nous en déduisons que

Zn_zﬂln} = A.E@GLHJ. Puisque E@{En) ne contient que des é€léments

d'ordre 3 ou 1, nécessairement AFWEEHLHJ = {1}, de sorte que le

produit A.E@Emn} est direct. Comme

A c Z[JLH} - Zn-zm’n] = A.@ﬂLn),

1l est clair que EELH} est produit direct de A par ZULn]FWEQGLn).

Le résultat de Witt concernant les objets libres de type fini
dans 1'espéce de structure des groupes nilpotents de classe <Kk
(voir : WITT, E., Treue Darstellung Liescher Ringe, J. Reine Angew,
Math. 117, 1937, pp. 152-160) suggére la conjecture suivante. Soit
n > 3. Dans Ln, La suite centrale montante de E aenaiz'ﬁﬂnmée des
mémes teames que La sudte centrale descendante (?) pris dans L'on-
dre inuénée; autrement dit nous aurions 21{Ln) =f€n_2{Ln),Zz{Ln)=

- ¢"77(L ) et plus généralement Z. (L ) =@ (L) pour chaque

i=2,3,...(n=-1). I1 en résulterait que 1'on aurait dans Iln une

situation analogue, les termes de la suite centrale montante se
déduisant de ceux de la suite centrale descendante, d'une part en

renversant 1'ordre, d'autre part en faisant 1le produit (direct)
par A = ecmn, e.g. Z1CEHJ = Adfﬁn_zﬂLn) et plué généralement

Ei_1tlnj = Adfgn_lEEn) pour 1 = 2,3,...(n-1).. Nous savons seule-

ment que Ei_1ULnj contient le produilt direct A.qg“‘lgmn), et

que 1'on a égalité pour i = n-1, correspondant aux plus grands ter
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mes non triviaux de chaque suite. De ce fait, la conjecture est évi

demment vérifiée pour n=3. Nous allons 1'établir pour n=4.

PROPOSITION 3. Nous avons:
2 A :
L,(L,) =€ (L,) et 2,(L,) =4 (L,)(=2(,) = o(L,) et 54 A=8(@M,),

alons

2 ) 1
2@, = AL g @) et Z,@,) = A g @),

Les deux produdits ci-dessus étant dinects.

Preuve. Relativement au deuxiéme centre Z les égalités décou-

2}
lent de ce qui précede. Nous reprendrons 1cl implicitement les

notations mises en place en [2] 2.5 pour la description de %J(L4)
1 : .
et de %’ﬂl4). Soit donc S -.{g1,gz,gg,g4} une base 11br¢ de L4,

désignons par g. (resp.

| .
ik ) 1 assqclateur {gi,gj,gk] (resp.

ik, em

l'associateur {(gi,gj,gk),gi,gm}, et posons:

17 82340 %y T Byzgs %3 T 8yggs Oy T 83

T
i
™
1

17 8231 140 2 T $132,24

B

0o
I

37 5123,34° 4~ 5124,43

Nous admettrons:

- que '€1(L4} est un 3-groupe abélien élémentaire d'ordre 38

dont un systéme génerateur (libre) est constitué par les o et

les Bj (voir [2]).
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- que tout élément d du deuxieme centre ZZ(Ld} (ici égal a
:g1[L4)J a un comportement "distributif" pour 1l'associateur, en ce
sers que (du,v,w) = (d,v,w)(u,v,w) identiquement (cf. [3]).

- que l'on a les identités suivantes (cf. [2]):

1+
Co-ntt
[m-ligl:rg]) & BJ - [u'i:g

8-)-1 si 1 £ j.

A

[uk,gi,gj} = 1 si k # 1 et k # 3.

Soit z un €lément de -ET[LAJ C Ez[L4] = F€1(L4). Comme z est un

produit des o et des Bj, on peut le mettre sous la forme:

_ 2 . ST
avec vy €% [L4J C 21{L4), les a, étant dans ES = 2/32, Chaque

o étant "distributif" (volr plus haut) nous avons pour tout cou-

ple 1, j avec 1 # j,

4

. al

L

4 al .

Gy g s 850850 = ¢

It
(= [
= 1

(z,85,85)

E!i Eij
(ui,gi,ng (uj,gi,ng

(-1) as B{"131+J+1aj
1

En écrivant que chaque {z,gi,gj) s'annule (puisque z e 21(L4)} on

en déduit que a. = 0 pour tout 1, les Bi formant un systéme 1li-
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bre dans 1la ]PB-espace vectoriel f€1(L4]. D'ou 2z

Y E*EZ(LdJ.Nnus

avons montré que 21(L4) = ‘EZ(L4). On en déduit que, dans IL,, tout

4°?
élément de E1GL4J est congru modulo A a un €lément de *€ZGL4) ce

qui compléte la preuve.

Note. Des calculs ultérieurs montrent que L_ vérific également

5

. .2
la conjecture et que Zn 3[Ln) = @ (Ln) pour tout n > 4,

BIBLIOGRAPHIE

[1] BENETEAU L. "Le quotient de Frattini d'une boucle de Mougang

commutative", C.R. Acad. Sc. Paris, t. 250, Sér. A, pp.343-34b,
1980.

[2] BENETEAU L. "Free commutative Moufang Loops and anticommutazi-
ve graded nings", Journal of Algebra, 67, n°I,pp.1-35, 1980.

[3] BRUCK R.H. "A survey of binarny systems", Springer, Berlin,
Géttingen, Heidelberg, 1958; MR 20 # 76; 2nd printing 1968.

[4] DEZA M. "Finite commutative Moufang Loops, related matroids
and association schemes, @ paraiitrne in Proc. Conference on Com
binatorics, 1979, Arcata, California, Humboldt State Univ.,
Ultilitus Math.

Lavoro penvenuto alla Redazione L& 3 Gennadlo 1983
ed accettato pen La pubblicazione L& 14 Giugno 1983
su parene gavorevole di M. Curzdio e G. Zappa



